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Apéndices 101
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Índice de figuras

3.1. Ejemplos de la densidad a priori del modelo logaŕıtmico de VE p(σt|σt−1) =
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del estado y los parámetros de un modelo uGARCH. El tilde gorro denota las

estimaciones de los filtros y z−1 representa el operador de retraso. . . . . . . 51

6.1. Resultados para la estimación de la volatilidad estocástica de la serie autoge-
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6.6. Estimaciones de los parámetros α y β del modelo uGARCH para una serie de

retornos simulada. Rojo: Estimación de máxima verosimilitud para el modelo
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dad estocástica en t = 200, σ2
200. Negro: Predicción del valor esperado (grueso)

y del CI del 95 % (delgado) de σ2
200 usando muestras hasta τ ∈ [150, 200] usan-

do PF. Azul: Predicción del valor esperado (grueso) y del CI del 95 % (delgado)

de σ2
200 usando muestras hasta τ ∈ [150, 200] usando EKF (Abscisas = τ). . . 70

6.9. Predicción de la volatilidad estocástica autogenerada usando el modelo uGARCH

para t ∈ [150, 200]. Rojo: Proceso generado. Negro: Estimación de PF de media

(grueso) y CI del 95 % (delgado). Azul: Estimación de EKF de media (grueso)

y CI del 95 % (delgado). Para t ≤ 150 la estimación corresponde a filtrado

y para t > 150 a predicción considerando sólo la información hasta t = 150

(Abscisas = t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.10. Predicción de la volatilidad estocástica autogenerada usando el modelo uGARCH
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6.16. Estimaciones de los parámetros γ, φ y ση del modelo log-VE para los retornos

del ı́ndice NASDAQ Composite. Rojo: Estimación de máxima verosimilitud
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Resumen

En este trabajo se presenta y evalúa un modelo de volatilidad estocástica, basado en el

modelo determińıstico Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH),

para describir la relación entre los retornos de un proceso financiero y la volatilidad de éstos.

Este modelo, a diferencia de la estructura GARCH, considera que las observaciones de los

retornos pueden explicarse a través de un proceso de innovación, cuya distribución a priori

se asume idéntica a la que especifica el modelo GARCH para dichos retornos. La estructura

propuesta recibe el nombre de unobserved GARCH (uGARCH), ya que considera que un

proceso de innovación no observado –en lugar de una secuencia determińıstica– es el que

dirige la evolución de la volatilidad.

La estructura propuesta uGARCH, entre otros modelos convencionales de volatilidad, ha

sido utilizada para resolver el problema de estimación de estado, en conjunto con esquemas

basados tanto en filtro de part́ıculas (PF), como en el filtro extendido de Kalman (EKF).

Además, con dichos filtros se identificaron adaptativamente los parámetros del modelo usando

el concepto de evolución artificial de parámetros. El PF utilizado corresponde al muestreo

de importancia con remuestro SIR, mientras que la estructura basada en EKF considera

un banco de filtros. Ambas estructuras estiman conjuntamente los estados y parámetros del

sistema.

Las técnicas presentadas han sido evaluadas cuantitativamente –mediante la introducción

de ı́ndices de desempeño– en simulación y con datos reales. En este último caso se consideró la

volatilidad del ı́ndice NASDAQ Composite, la cual se estimó durante el peŕıodo Julio 21,

2008 hasta Julio 17, 2009, y se predijo al d́ıa Diciembre 15, 2008 considerando horizontes

de predicción entre 1 y 45 d́ıas. Tanto en simulación como en la aplicación mencionada,

los resultados reportados por el conjunto uGARCH-PF son auspiciosos en el sentido de que

mediante su implementación (i) el filtrado es altamente exacto y preciso según los ı́ndices

propuestos, y (ii) las predicciones del intervalo de confianza son consistentes con el valor real

(o mejor aproximación) del proceso.

xii



Lista de Acrónimos

a.k.a También conocido como (Also known as)

CI Intervalo de Confianza (Confidence Interval)

c.s Casi seguramente

EKF Filtro Extendido de Kalman (Extended Kalman Filter)

fdp Función de densidad de probabilidad

INC Índice NASDAQ Composite

KF Filtro de Kalman (Kalman Filter)

GARCH Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity

i.i.d. Independiente e Identicamente Distribuido

IS Muestreo de Importancia (Importance Sampling)

log-VE Volatilidad Estocástica logaŕıtmica

ML Máxima Verosimilitud (Maximum Likelihood)

NASDAQ National Association of Securities Dealers Automated Quotations

PF Filtro de Part́ıculas (Particle Filter)

SIR Muestreo Secuencial con Resampleo (Sequential Importance Resampling)

SMC Métodos secuenciales de Monte Carlo (Sequential Monte Carlo methods)

UKF Filtro Unscented de Kalman (Unscented Kalman Filter)

VA Variable Aleatoria

VaR Value at Risk

VE Volatilidad Estocástica
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Caṕıtulo 1

Introducción

Para comprender los conceptos de filtrado y predicción, es necesario considerar en pri-

mer lugar un sistema dinámico que permita la realización de mediciones de un conjunto

de variables significativas. Si este sistema es representado por ecuaciones diferenciales –o de

diferencia– e involucra variables conocidas sólo en distribución de probabilidad, se dirá que se

ha realizado una modelación estocástica del sistema. En este contexto, se entiende por estado

del sistema al mı́nimo subconjunto de variables que permite relacionar, en forma única, la

densidad de probabilidad condicional de la salida del sistema en función de su entrada. Usual-

mente interesa conocer el estado de un sistema, pues éste contiene información fundamental

para implementar rutinas de predicción, control, o detección de comportamientos anómalos.

Desafortunadamente, la mayoŕıa de las veces esta cantidad no es medible directamente, por

lo que se debe inferir en base a observaciones ruidosas disponibles y el conocimiento a priori

del sistema.

En cuanto al análisis de sistemas dinámicos, el problema de filtrado se define como la

utilización de las observaciones disponibles hasta un instante t, para encontrar la mejor esti-

mación del estado del sistema en dicho instante. Por otro lado, el problema de estimación del

vector de estados al tiempo t con mediciones hasta un instante τ , recibe el nombre de predic-

ción si t > τ , o bien, suavizado si t < τ . Durante años se han desarrollado distintos métodos

para resolver los problemas de filtrado, predicción, y suavizado de estado en sistemas es-

tocásticos, los cuales han permeado diversas disciplinas tales como f́ısica, eléctrica, mecánica,

2
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bioloǵıa, meteoroloǵıa, y econometŕıa. En este sentido, el filtro óptimo para sistemas lineales

y Gaussianos es el presentado en (Kalman & Bucy 1961), mientras que resultados sobre el

problema de filtrado no lineal pueden ser encontrados en (Stratonovich. 1959).

La estimación de estado es un tema de particular interés en la disciplina de Matemáticas

Financieras, i.e. la rama de las Matemáticas aplicadas que estudia el comportamiento de las

variables de un sistema financiero (mercado). Los inicios de ésta disciplina se remontan al

29 de Marzo de 1900, d́ıa en el que Louis Bachelier defendió exitosamente su tesis llamada

Théorie de la Spéculation en La Sorbonne1. Este trabajo, apoyado por Henri Poincaré, ha

influenciado fuertemente el desarrollo del cálculo estocástico y las Matemáticas Financieras

hasta el d́ıa de hoy. Importantes resultados en este aspecto se deben a (Black & Scholes 1973,

Merton 1973); mientras que textos recomendados con aplicaciones en finanzas son (Karatzas

& Shreve 1988, Karatzas & Shreve 1998, Oksendal 2007, Oksendal & Sulem 2004).

Un significativo avance con respecto de las teoŕıas presentadas por (Black & Scholes

1973, Merton 1973), es la introducción de los modelos de volatilidad estocástica, los que

consideran a la volatilidad de un proceso de retornos financieros como un proceso estocástico.

Estos modelos fueron motivados por cambios aparentemente aleatorios en la dinámica de la

volatilidad de series financieras, y presentan una estructura acorde a fenómenos observados

como excess kurtosis, skewness, y una notoria correlación en los cuadrados de los retornos.

Si bien la habilidad de este tipo de modelos para representar fielmente el comportamiento de

los procesos financieros es una ventaja con respecto a enfoques más simples, como es usual en

el contexto de la modelación estocástica, la elección del modelo subyacente debe considerar

el trade-off entre su exactitud, la complejidad asociada a la estimación de sus parámetros, y

su factibilidad de implementación en linea y en altas dimensiones.

Los modelos de volatilidad estocástica son una clase particular de los modelos con es-

tado no observable (HMM). En la mayoŕıa de los casos, la implementación e identificación

de los HMM no es posible mediante técnicas convencionales2, haciendo necesaria la utili-

zación de enfoque numéricos, los que pueden ser explotados gracias al crecimiento de la

1Ver (Bachelier 1900)
2Como el filtro de Kalman y el método de máxima verosimilitud.
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capacidad de almacenamiento y procesamiento computacional experimentada en los últimos

años. En particular la inferencia Bayesiana, que para los problemas de filtrado, predicción,

e identificación de parámetros involucra integrales definidas de alta dimensión, ha reportado

provechosos resultados al ser utilizada en conjunto con métodos secuenciales de Monte Carlo

(SMC), (Doucet, de Freitas & Gordon 2001).

Los SMC, son una clase de métodos capaces de aproximar esperanzas c.r.a una secuencia

de medidas de probabilidad de dimensión creciente, mediante un conjunto de muestras pon-

deradas. Estos métodos han sido extensamente usados gracias a su flexibilidad y habilidad

para adaptarse a distintos tipos de modelos dinámicos, sistemas con estado no observable,

sistemas no lineales, y sistemas no Gaussianos. En el caso de los sistemas financieros, SMC ha

captado la atención de un gran número de investigadores debido a su capacidad para estimar

variables de sistemas que consideran ruido multiplicativos, e incluso difusiones de salto.

Además de una revisión de los modelos clásicos de volatilidad y de las técnicas de filtrado

en base a filtro de Kalman y SMC, la contribución fundamental de esta Tesis es presentar

un modelo de volatilidad estocástica –basado en la estructura de un modelo determińıstico–

cuyos parámetros son identificados adaptivamente, y la implementación de dicho modelo

para filtrar y predecir la volatilidad instrumentos financieros. Los resultados de la estructura

propuesta son comparado con modelos y técnicas convencionales de estimación de estado

utilizando series de retornos simuladas y reales. Con respecto de las últimas se consideraron

los retornos del ı́ndice NASDAQ Composite.

Esta Tesis está organizada de la siguiente forma: En el Caṕıtulo 2 se presenta una breve

introducción a los sistemas financieros y los problemas que en este contexto afloran, en el

Caṕıtulo 3 se introducen dos importantes clases de modelos de volatilidad, mientras que en

el Caṕıtulo 4 se revisan los conceptos básicos de inferencia Bayesiana, filtro de Kalman y

filtro de Part́ıculas. Un nuevo modelo de volatilidad es presentado en el Caṕıtulo 5, cuyos

resultados de simulación y experimentales –además de una comparación cuantitativa con

métodos convencionales– son incluidos en el Caṕıtulo 6. Finalmente, las conlcusiones de esta

tesis son discutidas en Caṕıtulo 7.



Caṕıtulo 2

Descripción del Problema

En los mercados financieros, las compañ́ıas utilizan distintos métodos para minimizar

su riesgo. Uno de estos métodos es el uso de derivados, es decir, instrumentos financieros

cuyo valor deriva de una acción, commodity, o ı́ndice, conocido como activo subyacente. Para

entender cómo estos instrumentos ayudan a minimizar el riesgo, considérese una industria

cuya materia prima es el cobre. Para esta industria, un alza en el precio del cobre afectaŕıa

directamente sus costos de producción, sin embargo, si esta industria tuviese la opción de

comprar una cantidad de toneladas de cobre en el futuro, a un precio determinado, no sufriŕıa

las consecuencias de un alza inesperada del metal. Este derivado se llama opción de compra

de cobre, y se tranza en la bolsa de metales de Londres.

Las opciones en el mercado financiero pueden ser de compra (opción call), o bien de venta

(opción put), y el precio al cual se realiza la transacción es llamado precio de ejercicio (strike

price). Además, el tiempo en el cual se ejecuta la opción es conocido como vencimiento (ex-

piration time), y según éste existen opciones Americanas, posibles de ejecutar en cualquier

instante previo al vencimiento, o Europeas, las que sólo son ejecutables en el vencimiento

(Hull 2008). El derecho a tener una opción tiene un costo que depende fundamentalmente

de la variabilidad del activo subyacente, ya que si fuese posible determinar el valor futuro

de un activo, la transacción de derivados basados en él no tendŕıa sentido. La práctica de

determinar el precio de una opción es conocida como valorización de opciones, y los primeros

5



2.1. Máxima Verosimilitud e Identificación
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resultados se deben a los ganadores del premio Nobel1 por la fórmula de Black-Scholes (Black

& Scholes 1973, Merton 1973). Esta teoŕıa, a pesar de asumir que el valor del activo sub-

yacente es dirigido por un proceso estocástico, considera a su volatilidad como una función

determińıstica.

A pesar del extensivo uso que ha tenido el modelo de Black-Scholes, observaciones del

comportamiento del mercado revelan la presencia de fenómenos que este modelo no es capaz

de explicar, tales como cambios de dinámica de volatilidad, skewness y excess kurtosis de

los retornos, y clustering de volatilidad2. Es por esta razón que una extensión natural de

este modelo es considerar que la volatilidad del activo subyacente es una variable latente

–i.e. no observable– que satisface una ecuación de diferencias estocástica. Esta consideración

permite, mediante la estimación de la densidad de probabilidad de la volatilidad, inferir

estad́ısticos como intervalos de confianza (CI), asimetŕıas, y esperanzas condicionales para

hacer predicciones a corto, mediano, y largo plazo, además de cuantificar conceptos claves en

finanzas como “Value at Risk” (VaR).

El seguimiento de la volatilidad de los retornos de un activo bajo los supuestos anteriores,

es un problema que ha captado la atención de cient́ıficos de distintas disciplinas, los cuales

en su búsqueda de nuevas teoŕıas se han encontrado con el trade-off de la robustez de mo-

delación permitida por el uso de variables latentes estocásticas, versus la complejidad de la

identificación paramétrica, e implementación, de un modelo que incorpora dichas variables.

Problemáticas que afloran en estos contextos se mencionan a continuación.

2.1. Máxima Verosimilitud e Identificación

Paramétrica

Desde el punto de vista Bayesiano, la modelación de sistemas financieros implica la dis-

tribución de probabilidad de los retornos observados r1:t
3, condicional a un conjunto de

parámetros θ, denotada por p(r1:t|θ). Esta densidad define la función de verosimilitud del

1F. Black falleció en 1995, no recibiendo el premio Nobel.
2Estos conceptos serán abordados en el Caṕıtulo 3
3Adoptando la notación r1:t = {rj}j=1..t = {rj |j = 1..t}
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parámetro θ, condicional a las observaciones r1:t; es decir, L(θ|r1:t). Cuando el sistema mo-

delado incluye variables latentes σ1:t, la función de verosimilitud se puede escribir usando la

versión integral del Teorema de la Partición (Grimmett & Welsh 1986, Papoulis 1984)4:

L(θ|r1:t) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

p(r1:t|σ1:t)p(σ1:t|θ)dσ1:t. (2.1)

En la mayoŕıa de los casos, la relaciones que definen p(r1:t|σ1:t) y p(σ1:t|θ) no son distribu-

ciones usuales como N (µ, σ)5, por lo que la integral multidimensional anterior no es conocida

anaĺıticamente, y por ende, su maximización no es directa. La falta de una expresión anaĺıti-

ca para L(θ|r1:t), imposibilita encontrar el estimador de máxima verosimilitud (ML) de θ, el

cual es necesario para implementar una modelación confiable del proceso de retornos y su

volatilidad latente.

Diversos métodos se han utilizado para resolver este problema, entre los que se encuentran

el “método de los momentos” (Taylor 1986) y “quasi-máxima verosimilitud” (Harvey, Ruiz

& Shephard 1994). Sin embargo, el primero de estos esquemas necesita una cantidad con-

siderable de muestras para realizar estimaciones, mientras que el segundo corre el riesgo de

usar aproximaciones de la función de verosimilitud que no sean representativas del proceso.

2.2. Filtrado no-lineal y no-Gaussiano

En el contexto de filtrado y predicción de señales, se ha demostrado en (Kalman &

Bucy 1961) que para sistemas lineales y Gaussianos, el estimador óptimo de estado está dado

por el filtro de Kalman-Bucy. Sin embargo, en su afán por ser consistentes con las observa-

ciones, los intentos por modelar la volatilidad de los retornos han considerado estructuras

cada vez más complejas, involucrando no-linealidades y procesos de ruido no-Gaussiano. Con

la consideración de estos elementos, la implementación de rutinas de estimación de estado

relacionadas con filtrado y predicción, es un problema que no tiene solución anaĺıtica para el

caso general.

4También conocido como “Ley de alternativas” o “Teorema de Probabilidades Totales”.
5Donde N (µ, σ) denota a la distribución normal de media µ y desviación estándar σ.
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Para enfrentar este problema, distintos enfoques se han utilizado por más de cuarenta

años. En este sentido, importantes resultados se deben a la implementación de aproximaciones

de sumas de Gaussianas (Alspach & Sorenson 1972), al filtro extendido de Kalman (Anderson

& Moore 1979), al modelo dinámico lineal generalizado (West, Harrison & Migon 1985), y a

filtros grid-based. Desafortunadamente, estos métodos reportan soluciones de alta varianza,

demandan considerables recursos computacionales para ser usados en altas dimensiones, e

incluso algunos de ellos no permiten extraer propiedades de las estad́ısticas de interés de las

variables (Doucet et al. 2001).

2.3. Reflexión Final y Comentarios

En base a los problemas mencionados, la modelación consistente de la volatilidad de un

proceso de retornos financieros, es decir, una que explique los fenómenos observados, depende

de la consideración de un modelo autoregresivo de volatilidad estocástica que permita la

identificación en linea de sus parámetros mediante técnicas no convencionales, ya que las

técnicas de identificación mediante ML no son aplicables en este tipo de estructuras. Dichos

modelos son revisados en el Caṕıtulo 3. Además, es igualmente necesario complementar este

modelo con técnicas de estimación que reporten soluciones precisas –i.e. de baja varianza– y

exactas –i.e. insesgadas–, y que también brinden una noción acabada de los estad́ısticos de las

variables de interés en el contexto de los problemas de filtrado y predicción. Finalmente, es de

esperar que estas técnicas no demanden excesivos recursos computacionales para poder ser

implementadas en linea, y en horizontes de predicción extensos. Estas técnicas son tratadas

en el Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 3

Modelos de Volatilidad

En finanzas, el término “volatilidad” se refiere a la desviación estándar de los retornos

compuestos continuamente (continuously compounded) de un instrumento financiero, e.g.

precio de una acćıon, ı́ndice bursátil, o tipo de cambio, y es representativo del riesgo que

dicho instrumento involucra. En base a las hipótesis simplificatorias adoptadas para modelar

un sistema financiero, la volatilidad de los retornos puede ser tratada como una secuencia

determińıstica, o bien estocástica. Cualquiera sea la naturaleza de esta serie, en aplicaciones

de análisis financiero es importante determinar la volatilidad en un instante de tiempo t dado,

condicional a las mediciones hechas hasta algún instante τ .

Para introducir la primera clase de modelos de volatildad, es necesario definir el concepto

de volatilidad condicional (Rachev, Hsu, Bagasheva & Fabozzi 2008). Denotando Στ a la

σ-álgebra generada por las variables observadas hasta el instante τ , la volatilidad condicional

σt|τ está definida por la relación:

σ2
t|τ = var(rt|Στ ) = E

(
(rt − µt|τ )2|Στ

)
, (3.1)

donde rt y µt|τ son, respectivamente, el retorno y su esperanza condicional. Cuando la volati-

lidad condicional no es constante, se dice que los retornos son heteroscedásticos. El problema

de la estimación de σ2
t|τ es conocido como predicción para t > τ , filtrado para t = τ , y

suavizado1 para t < τ .

1Smoothing.

9
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En relación con el comportamiento de la volatilidad de los retornos, observaciones de

éstos últimos han revelado la presencia de un fenómeno llamado “clustering de volatilidad”.

(Mandelbrot 1963) fue uno de los primeros en notarlo y mencionó que “grandes cambios [en

precios del activo] tienden a ser seguidos por grandes cambios –de cualquier signo– y pequeños

cambios tienden a ser seguidos por pequeños cambios”2. En otras palabras, el clustering de

volatilidad describe la propiedad del proceso de retorno de entrar en peŕıodos de alta –o

baja– volatilidad.

Otra caracteŕıstica observada en las series de retornos es la presencia de alta skewness y

kurtosis con respecto a los presentados por la distribución normal. Skewness, o asimetŕıa, es

el tercer momento estandarizado de una variable aleatoria y es una medida de la asimetŕıa de

su distribución de probabilidad. Por otro lado, kurtosis –también conocido como el fenómeno

de fat tails– es el cuarto momento estandarizado y denota el grado de concentración de

frecuencias cercanas de la media. Usualmente el término excess kurtosis=kurtosis-3 es usado

para denotar a las distribuciones que tienen mayor kurtosis que la distribución normal3. El

riesgo asociado al considerar distribuciones Gaussianas, ignorando estos fenómenos, en la

modelación de procesos financieros puede causar estimaciones erróneas de “Value at Risk”

y de intervalos de confianza (Mandelbrot & Hudson 2004). Estudios asociados al cálculo de

tercer y cuarto momento se encuentran en (Joanes & Gill 1998, Kim & White 2004).

Una forma simple para representar estos efectos es considerar que los retornos rt, o bien

su desviación c.r.a. un valor determinado a priori, pueden ser representados como el producto

de dos procesos:

rt = σtεt, (3.2)

donde εt es una secuencia i.i.d de media nula, varianza unitaria, e independiente del pro-

ceso σt, conocido como la volatilidad de los retornos (Carnero, Pena & Ruiz 2004). Dis-

tintas relaciones autoregresivas para la volatilidad σt han sido estudiadas para representar

las caracteŕısticas observadas del proceso de retornos. Dos enfoques importantes son: (i) el

2Large changes [in asset prices] tend to be followed by large changes –of either sign– and small changes
tend to be followed by small changes

3N (µ, σ) tiene kurtosis=3 ∀µ, σ.
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modelo Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH) propuesto en

(Bollerslev 1986), generalizando el modelo de (Engle 1982), y (ii) el modelo de Volatilidad

Estocástica (VE), propuesto por (Taylor 1986). Si bien ambos modelos asumen que la vo-

latilidad sigue un proceso autoregresivo con entrada exógena (ARX), éstos difieren en la

naturaleza de esta entrada. El modelo GARCH asume que el proceso que dirige la volatilidad

σt es una función determińıstica de ésta y de los retornos, mientras el modelo de VE sólo

determina la evolución de σt en forma de distribución, i.e. sólo la probabilidad condicional

p(σt|Σt−1) es conocida.

A continuacion se presentan dichos modelos, se revisa su estructura, sus densidades de

probabilidad relacionadas, y se discuten alternativas para la identificación de sus parámetros.

3.1. Generalized AutoRegressive Conditional

Heteroskedasticity (GARCH)

La expresión anaĺıtica de los modelos GARCH los ha convertido en una alternativa muy

usada para modelar volatilidad de retornos financieros. El modelo propuesto en (Bollerslev

1986) está dado por:

σ2
t|t−1 = ω + αu2t−1 + βσ2

t−1|t−2 (3.3)

rt = µt|t−1 + ut, (3.4)

donde el retorno rt corresponde a la observación, la volatilidad σt|t−1 es el estado latente,

µt|t−1 = E(rt|Σt−1) es la esperanza condicional del retorno, y el residuo ut = rt − µt|t−1 tiene

distribución –según (3.2)– dada por:4

ut = σt|t−1εt ∼ N (0, σt|t−1). (3.5)

donde εt ∼ N (0, 1) i.i.d.

Además, ω > 0, α ≥ 0, y β ≥ 0 tal que σ2
t|t−1 > 0 para todas las realizaciones de εt. El

4En el caso del modelo GARCH, la variable que es representada como producto de dos procesos (3.2) es
el residuo de los retornos con respecto a su esperanza condicional, y no los retornos propiamente tal.
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modelo (3.3)-(3.4) es llamado GARCH(1,1) por considerar un regresor para u2t y un regresor

para σ2
t−1|t−2. Nótese que el sub́ındice t|t− 1 en σt|t−1 y µt|t−1 se debe a que estas variables

están definidas sin incertidumbre dadas las observaciones de los retornos hasta el instante

t− 1, r1:t−1.

Reescribiendo (3.3) como:

σ2
t|t−1 = (1− α− β)

ω

1− α− β
+ αu2t−1 + βσ2

t−1|t−2, (3.6)

es claro que el modelo GARCH(1,1) especifica la varianza condicional de los retornos como

una suma ponderada de:

La varianza a largo plazo, ω/(1− α− β).

La varianza condicional en el instante anterior, σ2
t−1|t−2.

El residuo del retorno en el instante anterior, u2t = (rt − µt|t−1)2.

Sustituyendo recursivamente σ2
t−i−1|t−i−2, i = 1..n, (3.3) se puede escribir como:

σ2
t|t−1 = ω

1− βn+1

1− β
+ α

n∑
j=0

βju2t−j−1 + βn+1σ2
t−n−1|t−n−2. (3.7)

A partir de (3.7) es posible verificar que una secuencia de residuos u1..t de gran (pequeña)

magnitud implicará valores altos (bajos) para la varianza condicional σ2
t|t−1. Esta propiedad

del modelo GARCH es capaz de explicar el fenómeno de clustering de volatilidad observado

en los retornos.

Otro resultado importante sobre el modelo GARCH es que la estabilidad de E[σ2
t|t−1] sólo
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se garantiza si α+β < 1. Para probar ésto, nótese primero que σ2
t|t−1 y ε2t son independientes:

E[σ2
t|t−1ε

2
t ] = E[(ω + αεt−1σ

2
t−1|t−2 + βσ2

t−1|t−2)ε
2
t ] (3.8)

= E[ωε2t ] + E[αεt−1σ
2
t−1|t−2ε

2
t ] + E[βσ2

t−1|t−2ε
2
t ]

= ωE[ε2t ] + E[αεt−1σ
2
t−1|t−2]E[ε2t ] + E[βσ2

t−1|t−2]E[ε2t ]

= E[ε2t ](ω + E[αεt−1σ
2
t−1|t−2] + E[βσ2

t−1|t−2])

= E[σ2
t|t−1]E[ε2t ].

Con este resultado, y considerando que εt ∼ N (0, 1), es posible calcular el valor esperado

de σ2
t|t−1 como:

E[σ2
t|t−1] = E[ω + αε2t−1σ

2
t−1|t−2 + βσ2

t−1|t−2] (3.9)

= ω + αE[ε2t−1]E[σ2
t−1|t−2] + βE[σ2

t−1|t−2]

= ω + E[σ2
t−1|t−2](α + β),

consiguientemente, es necesario que α + β < 1 para que E[σ2
t|t−1] no diverja.

Con estas consideraciones sobre la estructura del modelo GARCH(1,1) es posible analizar

la identificación de sus parámetros dado un conjunto de observaciones.

3.1.1. Identificación Paramétrica

La identificación de los parámetros del modelos GARCH puede ser realizada utilizando el

método de máxima verosimilitud. Para ello, considérese µt|t−1 = µ durante el peŕıodo estu-

diado, y def́ınase θ = [ω, α, β, µ]T los parámetros del modelo, Σ0 el conjunto de información

inicial, y Στ = Στ−1
∨
{rτ}5 6 el conjunto de información obtenida al instante τ . Con estas de-

finiciones, la función de verosimilitud se puede construir usando la definición de probabilidad

5Donde A
∨
B denota la σ-álgebra generada por la unión de A y B.

6Nótese que esta definición de σ-álgebras también considera al proceso {σt|t−1}t=1..τ , pues en el modelo
GARCH, dado r1:τ y σ0, {σt|t−1}t=1..τ es conocido sin incertidumbre.
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condicional de la forma:

L(θ|r1:T ,Σ0) = p(r1:T |θ,Σ0) (3.10)

= p(r1|θ,Σ0)p(r2|θ,Σ1) · · · p(rT |θ,ΣT−1)

=
T∏
k=1

p(rk|θ,Σk−1)

Asumiendo el proceso de observación dado por (3.4), y el hecho de que εt ∼ N (0, 1), la

función logaŕıtmica de verosimilitud está dada por:

logL(θ|r1:T ,Σ0) =
T∑
t=1

log p(rt|θ,Σt−1) (3.11)

=
T∑
t=1

log

(
1√

2πσt|t−1
exp

(
−(rt − µ)2

2σ2
t|t−1

))

=
T∑
t=1

log

(
1√
2π

)
− 1

2

T∑
t=1

log(σ2
t|t−1)−

1

2

T∑
t=1

(rt − µ)2

2σ2
t|t−1

,

utilizando σ2
t|t−1 como en (3.7) se tiene:

logL(θ|r1:T ,Σ0) =
T∑
k=1

log

(
1√
2π

)
− 1

2

T∑
k=1

log

(
ω

1− β
+ α

∞∑
j=1

βj−1(rk−j − µ)2

)
(3.12)

− 1

2

T∑
k=1

(rk − µ)2

2( ω
1−β + α

∑∞
j=1 β

j−1(rk−j − µ)2)
.

Notar que esta estructura se tiene siempre y cuando se asuma que la diferencia entre los retor-

nos rt, y su esperanza condicional µ, es normalmente distribuida dado σt, es decir εt ∼ N (0, 1).

Debido a la compleja estructura de logL(θ|r1:T ,Σ0), su maximización debe ser realizada

mediante métodos numéricos tales como programación no lineal (Gallop 2007), o el enfoque

de Expectation Maximisation (EM) basado en simulaciones de Monte Carlo (Schön, Wills &

Ninness 2006).

Si bien el modelo GARCH, presenta una arquitectura consistente con las observaciones

del proceso de retornos, sólo permite estimar el valor esperado de la volatilidad del retorno y

no sus momentos de orden superior, los cuales son necesarios para determinar intervalos de
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confianza, estimar la asimetŕıa de su distribución, o la existencia de desviaciones considerables

con respecto a la media. Es por esto que surge la necesidad de un modelo que considere a la

volatilidad como un proceso estocástico, dicha clase de modelos es presentada a continuación.

3.2. Modelo logaŕıtmico de Volatilidad

Estocástica (log-VE)

En todo modelo discreto de volatilidad, se asume que los retornos son conocidos con

una frecuencia determinada. Entre dos observaciones consecutivas del proceso de retornos,

distintos agentes del sistema, e.g. personas, compañ́ıas, gobiernos, modifican el próximo valor

del retorno. Una forma de reunir todos estos efectos aleatorios producidos sobre los procesos

de precios del mercado es suponer que la volatilidad de éstos está expuesta a modificaciones

aleatorias en cada instante (Taylor 1986).

Los modelos de volatilidad estocástica postulan que la volatilidad σt es una variable

latente, dirigida por una fuente de incertidumbre distinta a la que dirige al proceso observado,

i.e. su distribución puede ser sólo estimada en base a las observaciones disponibles. Este

supuesto sobre la volatilidad permite que los modelos de VE resuelvan una deficiencia del

modelo de Black-Scholes para valorización de opciones, ya que éste asume que la volatilidad

del activo subyacente es constante durante la vida de los derivados, y que no se ve afectada por

los cambios en el nivel de precios del activo. Esta hipótesis no explica la observaciones a largo

plazo, en las cuales se ven variaciones claras en la volatilidad. De hecho, estudios emṕıricos

de (Schmalensee & Trippi 1978, Christie 1982), muestran una correlación inversa entre los

retornos de una acción y cambios en su volatilidad. Para una revisión detallada de los modelos

de VE y sus aplicaciones, referirse a (Ghysels, Harvey & Renault 1996, Shephard 1996).

En cuanto a la construcción del modelo de volatilidad estocástica, es claro que valores

negativos para la volatilidad deben tener probabilidad nula, por lo que un modelo que con-

sidere una distribución normal no tiene sentido. Adicionalmente, distribuciones emṕıricas

construidas en base a observaciones de retornos de series financieras (Taylor 1986) han mos-

trado concentración de valores extremos a la derecha de la media. Estos hechos requieren
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una distribución con asimetŕıa derecha7, definida no nula sólo en R+, como por ejemplo la

distribución log-normal (Clark 1973, Tauchen & Pitts 1983):

σt ∼ Log-N (m,σ), (3.13)

es decir:

Vt = log σt ∼ N (m,σ), (3.14)

donde σt es la volatilidad, Vt es la volatilidad logaŕıtmica, m y σ son cantidades a definir.

Usando (3.2), dejando σ constante, y definiendo m = γ+φVt−1 –donde γ es la volatilidad

incondicional y φ ∈ (−1, 1) representa la autocorrelación entre valores consecutivos de V1..t–

la relación (3.13) permite enunciar el modelo de volatilidad estocástica presentado en (Taylor

1986):

Vt = γ + φVt−1 + ηt (3.15)

rt = exp(
1

2
Vt)εt (3.16)

donde el retorno rt es la observación, y ∀t ∈ N las VA’s εt ∼ N (0, 1) y ηt ∼ N (0, σ)

constituyen procesos independientes.

En el contexto de la implementación del modelo (3.15)-(3.16) como estructura para la esti-

mación de estado mediante filtro de part́ıculas (dichos métodos se presentan en el Caṕıtulo 4)

es importante conocer las distribuciones relacionadas con los procesos de evolución de estado

y de observación.

La densidad de evolución de la volatilidad logaŕıtmica es normal:

p(Vt|Vt−1) = N (γ + φVt−1, σ), (3.17)

7Right-skewed.
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por lo que la densidad condicional de la volatilidad es:

p(σt|σt−1) = Log-N (σt; γ + φVt−1, σ) (3.18)

=
1

σtσ
√

2π
exp

(
−(log σt − γ − φVt−1)2

2σ2

)
Esta distribución tiene asimetŕıa derecha y es leptokúrtica8 (Balakrishnan & Chen 1999), en

efecto, para la distribución en (3.18) se tiene:

Skewness = (eσ
2

+ 2)
√
eσ2 − 1, Kurtosis = e4σ

2

+ 2e3σ
2

+ 3e2σ
2 − 3,

lo cual es consistente con la distribución emṕırica de los retornos observados. Ejemplos de

esta distribución para dos conjuntos de parámetros son presentados en la Figura 3.1

Figura 3.1: Ejemplos de la densidad a priori del modelo logaŕıtmico de VE p(σt|σt−1) =
Log-N (σt; γ + φVt−1, σ). Azul: γ = −2, σ = 0,35, Vt−1 = −7, φ = 0,5. Verde: γ = −2,
σ = 0,3, Vt−1 = −9, φ = 0,5.

Por otro lado, (3.2) define la densidad de las observaciones rt condicional a la volatilidad

logaŕıtmica Vt –es decir, la función de verosimilitud del estado L(Vr|rt)– como una normal

de media nula, i.e.

L(Vr|rt) = p(rt|Vt) = N (0, e
Vt
2 ) (3.19)

8Kurtosis> 3
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Estocástica (log-VE) 18

También es importante conocer la densidad posterior del estado p(Vr|rt), pues ésta es la

densidad que se va a estimar en el contexto de filtrado. Esta densidad está dada por:

p(Vt|rt) = p

(
log

r2t
ε2t

)
, εt ∼ N (0, 1) (3.20)

=
∂

∂Vt
P
(

log
r2t
ε2t
< Vt

)
=

∂

∂Vt
P
(

r2t
exp(Vt)

< ε2t

)
=

∂

∂Vt

(
1− P

(
ε2t ≤

r2t
exp(Vt)

))
= −χ2

(
r2t

exp(Vt)

)
∂

∂Vt

(
r2t

exp(Vt)

)
=

√
exp(Vt)

rt
√

2π
exp

(
− r2t

2 exp(Vt)

)
r2t

exp(Vt)

=
rt√

2πeVt
exp

(
− r2t

2eVt

)
En la Figura 3.2 se presenta un ejemplo de esta distribución, y sus momentos aproximados,

donde al menos para rt = 0,01, la distribución tiene asimetŕıa derecha y es leptokúrtika.

Figura 3.2: Gráfico de la función de verosimilitud del modelo logaŕıtmico de VE L(Vt|rt) para
rt = 0,01. Momentos aproximados: Media:−7,94; Desviación estándar=2,2213; Skew-
ness=1,53; Kurtosis=6,98.

Otra densidad importante en el contexto de identificación, es la función de verosimilitud
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de los parámetros del modelo, la cual para el modelo de VE, no tiene forma conocida expĺıcita

como se verá a continuación.

3.2.1. Identificación Paramétrica

A diferencia del modelo GARCH, la estimación de parámetros para el modelo de VE es

un problema complejo, pues la función de máxima verosimilitud de sus parámetros es una

integral multidimensional que no tiene forma anaĺıtica conocida para el caso general, por lo

cual, su maximización no es directa. En efecto, sea θ = [γ, φ, σ]T los parámetros del modelo

de VE, su función de verosimilitud está dada por:

L(θ|r1:t) = p(r1:t|θ) (3.21)

=

∫
p(r1:t|V1:t, θ)p(V1:t|θ)dV1:t

=

∫ t∏
j=1

p(rj|Vj, θ)p(Vj|Vj−1, θ)dV1:t,

donde

p(r1:t|V1:t, θ) =
t∏

j=1

p(rj|Vj, θ) (3.22)

se tiene porque dado Vt, rt es independiente de rτ , y Vτ ∀τ 6= t. Además,

p(V1:t|θ) =
t∏

j=1

p(Vj|Vj−1, θ) (3.23)

se tiene porque (3.15) define V1:t como un proceso de Markov de primer orden.

Reemplazando (3.17) y (3.19) en (3.21) se tiene:

L(θ|r1:t) =

∫ t∏
j=1

1

2πσeVj/2
exp

(−r2j
2eVj

− (Vj − µ− φVj−1)2

2σ2

)
dV1:t (3.24)

El cálculo de la solución de la integral en (3.24) no es trivial, sobretodo para un numero

considerable de observaciones (t >> 1). Para resolver este problema, se han buscado solu-

ciones aproximadas a la maximización de L(θ|r1:T ) mediante quasi-máxima verosimilitud en



3.2. Modelo logaŕıtmico de Volatilidad
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base a distintos enfoques. En (Sandmann & Koopman 1996) se muestra que los métodos de

Monte Carlo reportan soluciones más eficientes que los basados en el filtro de Kalman. Por

otro lado, (Ruiz 1994) asegura que éstos últimos son “relativamente más eficientes” que el

método generalizado de los momentos introducido en (Hansen 1982).

En esta subsección se ha presentado sólo el modelo de VE logaŕıtmica, pero en general los

modelos de VE son teóricamente apropiados para explicar caracteŕısticas observadas en las

series de tiempo financieras, sin embargo, éstos son conceptualmente demandantes y requieren

considerables recursos computacionales para ser identificados e implementados. Es por esta

razón que esquemas eficientes de identificación y estimación de estado son necesarios, en

conjunto con un adecuado modelo de volatilidad, para extraer información de interés desde

los procesos de retornos observados. En este sentido, las bases de la inferencia Bayesiana,

además de dos importantes clases de estimadores de estado, se presentan en el siguiente

caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Inferencia Bayesiana e Integración de
Monte Carlo.

Distintas disciplinas cient́ıficas involucran el uso de un conjunto de observaciones pa-

ra estimar cantidades desconocidas. En el caso particular de los modelos estudiados en el

Caṕıtulo 3, las observaciones corresponden al proceso de retornos del precio de un activo,

y la variable que se pretende estimar es la volatilidad de dichos retornos. Desde el punto

de vista Bayesiano, el conocimiento disponible del sistema en estudio se puede utilizar para

formular distribuciones a priori de la evolución de las cantidades desconocidas, y funciones

de verosimilitud para relacionar éstas con las observaciones. En este contexto, la inferencia

sobre las variables latentes del sistema se basa en la distribución posterior obtenida mediante

el Teorema de Bayes. Adicionalmente, para realizar estimaciones en linea es necesario ac-

tualizar esta distribución posterior en forma secuencial cada vez que nuevas observaciones

son recibidas. Ejemplos en el contexto financiero en donde aflora esta problemática inclu-

yen valorización de opciones, predicción de tipos de cambio, y como se ve en este trabajo,

seguimiento de la volatilidad de instrumentos financieros.

Si las relaciones que definen los procesos de observación y evolución de estado están dadas

por un modelo de espacio-estado lineal y Gaussiano, es posible derivar una expresión anaĺıtica

óptima para la evolución de las distribuciones posteriores; esta expresión es el bien conocido

filtro de Kalman (Kalman 1960), el cual asume los supuestos anteriores para asegurar la

existencia de soluciones anaĺıticas. Sin embargo, los procesos reales son en general bastante

21
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complejos como para ser descritos por este tipo de relaciones, puesto que generalmente in-

volucran no-linealidades, ruidos multiplicativos, no Gaussianos, y alta dimensionalidad; en

donde consecuentemente la sucesión de densidades posteriores a estimar son integrales multi-

dimensionales con argumentos no lineales que no tienen forma expĺıcita para el caso general.

Este problema es conocido por distintos nombres dependiendo del área en que se presente,

entre los que se encuentran filtrado Bayesiano, filtrado óptimo no-lineal, filtrado estocástico,

e inferencia en linea (Anderson & Moore 1979, Simon 2006, Oksendal 2007).

Entre las técnicas utilizadas para resolver el problema del filtrado Bayesiano, una que

ha captado la atención de la comunidad cient́ıfica por su facilidad de implementación, y

su amplio campo de aplicación es Filtro de Part́ıculas (PF)1. Estos métodos son capaces

de aproximar una secuencia de medidas de probabilidad de dimensión creciente mediante

un conjunto de muestras ponderadas del espacio de estado, las que evolucionan en base al

conocimiento previo del sistema y a las observaciones obtenidas del proceso. PF han mostrado

ser una alternativa superior al filtro extendido de Kalman y al filtro unscented de Kalman para

sistemas no lineales no Gaussianos, en el sentido de que con suficientes muestras, aproximan

la estimación óptima del problema Bayesiano, de forma más exacta (Ristic, Arumlampalam

& Gordon 2004). Una ventaja de PF es que sus propiedades de convergencia no dependen

de la naturaleza del modelo subyacente del esquema de estimación, pudiendo incorporar

no linealidades y procesos de innovación de diversas distribuciones. Las aplicaciones de PF

están presentes en multiples disciplinas, como seguimiento de trayectorias (Ristic et al. 2004),

detección de fallas (Orchard 2009), pronóstico de eventos catastróficos (Orchard, Tobar &

Vachtsevanos 2009), y econometŕıa (Johannes, Polson & Stroud 2009).

En lo que sigue de este caṕıtulo se presentará el problema de la estimación de estado

desde el punto de vista Bayesiano y su solución óptima, para luego presentar dos estructuras

que aproximan dicha solución.

1A.k.a. Métodos Secuenciales de Monte Carlo (SMC).
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4.1. Inferencia Bayesiana

El filtrado Bayesiano está definido como el proceso de usar observaciones ruidosas para es-

timar la densidad de probabilidad posterior del estado de un sistema dinámico no lineal y no

necesariamente Gaussiano (Haug 2005). Además, dependiendo del conjunto de observaciones

que se utilicen para la estimación, surgen también los conceptos de predicción y suavizado

(Krishnan 2005). En vista de que la gran mayoŕıa de los sistemas de interés considera ob-

servaciones secuenciales, en lo que sigue de este trabajo se pondrá énfasis en los sistemas de

tiempo discreto.

El enfoque Bayesiano asume que la evolución de los estados del sistema en el tiempo

puede ser descrita por un por un proceso de Markov2, es decir:

x0 ∼ px0(x) (4.1)

xt+1|xt ∼ pxt+1|xt(x|xt) (4.2)

yt|xt ∼ pyt|xt(y|xt) (4.3)

donde al instante t, xt ∈ X es el estado del sistema, e yt ∈ Y es el proceso observado.

Un caso particular de esta estructura son los sistemas factibles de ser representados a

través de un conjunto de ecuaciones de diferencia no lineales de evolución de estado y obser-

vación, respectivamente:

xt+1 = ft(xt, ωt) (4.4)

yt = ht(xt, vt), (4.5)

donde

ft(·) : Rnx × Rnω → Rnx

ht(·) : Rnx × Rnv → Rny

son funciones no lineales, {ωt}t∈N y {vt}t∈N son secuencias de variables aleatorias (VA) inde-

2A.k.a Hidden Markov Model (HMM) o modelo general de espacio estado.
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pendientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), llamadas ruido de proceso y ruido de obser-

vación respectivamente, y nx, ny, nω, y nv son respectivamente las dimensiones de xt, yt, ωt,

y vt.

En los modelos presentados en el Caṕıtulo 3, el estado xt = σt es la volatilidad, las

observaciones yt = rt son los retornos del precio del activo, los procesos de ruido son ωt = ηt

y vt = εt, y las dimensiones de los procesos son nx = ny = nω = nv = 1. Por simplicidad, en

lo que sigue de este trabajo se tratará únicamente el caso homogéneo, i.e. las densidades de

evolución de estado y observación no dependen del ı́ndice de tiempo t.

Además de la distribución posterior p(x0:t|y1:t)3, es de interés estimar recursivamente

cantidades relacionadas a ésta, tales como la densidad de filtrado p(xt|y1:t), la densidad de

predicción p(xτ |y1:t), τ > t, y las esperanzas:

I(φ)
.
= Ep(x0:t|y1:t){φ(x0:t)} =

∫
X (t+1)

φ(x0:t)p(x0:t|y1:t)dx0:t (4.6)

para alguna función de interés φ : X (t+1) → Rnφ , integrable c.r.a p(x0:t|y1:t). Estas esperanzas

permiten representar –al menos– todos los momentos del proceso {xt}t∈N mediante el uso de

determinadas funciones φ(·).

Con el fin de resolver el problema de estimación de estas cantidades, considérese que la

ecuación de evolución de estado (4.2) define la densidad a priori del proceso {xt}t∈N, mientras

que la ecuación de observación (4.3) define la función de verosimilitud, esto es:

p(x1:t) = p(x1)
t∏

j=1

p(xt|xt−1), (4.7)

y

p(y1:t|x1:t) =
t∏

j=1

p(yt|xt). (4.8)

En el contexto Bayesiano, la inferencia sobre {xt}t∈N dado un conjunto de observaciones

3Se asumirá la notación x0:t
.
= {x0, ..., xt} e y0:t

.
= {y0, ..., yt}
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{yt}t∈N, se puede expresar mediante la distribución posterior4

p(x1:t|y1:t) =
p(y1:t|x1:t)p(x1:t)

p(y1:t)
, (4.9)

donde:

p(y1:t) =

∫
X t
p(x1:t, y1:t)dx1:t. (4.10)

En aplicaciones que consideran la disponibilidad de observaciones en forma secuencial, es

de interés contar con una relación recursiva para la densidad posterior (4.9), esta relación

puede ser obtenida mediante el Teorema de Bayes de la forma5:

p(x1:t|y1:t) = p(y1:t|x1:t)
p(x1:t)

p(y1:t)
(4.11)

= p(y1:t−1|x1:t)
p(x1:t)p(yt|xt)

p(y1:t−1)p(yt|y1:t−1)

= p(x1:t|y1:t−1)
p(yt|xt)

p(yt|y1:t−1)

= p(x1:t−1|y1:t−1)
p(xt|xt−1)p(yt|xt)

p(yt|y1:t−1)
,

donde:

p(yt|y1:t−1) =

∫
X 2

p(yt|xt)p(xt|xt−1)p(xt−1|y1:t−1)dxt−1:t. (4.12)

Otro resultado importante es la forma recursiva para la densidad marginal p(xt|y1:t),

pues en general interesa estimar el estado actual y no todo el camino recorrido por éste.

Esta relación es derivada mediante dos etapas, predicción y actualización. La primera de

éstas consiste en estimar p(x0:t|y1:t−1) suponiendo p(x0:t−1|y1:t−1) conocida, lo cual es posible

considerando la densidad de evolución de estado p(xt|xt−1) dada por (4.4), y la relación de

Chapman-Kolmogorov. De esta forma es posible expresar p(xt|y1:t−1) como:

p(xt|y1:t−1) =

∫
X
p(xt|xt−1)p(xt−1|y1:t−1)dxt−1. (4.13)

Notar que en (4.13) se asumió que p(xt|x0:t−1, y1:t−1) = p(xt|xt−1), ya que (4.4) y las es-

4Para ejemplos de las distribuciones posteriores y de verosimilitud en los casos lineales, o de estado finito
entre otros, referirse a (Doucet & Johansen 2008).

5Para una derivación alternativa de esta recursión referirse a (Doucet et al. 2001, Doucet & Johansen 2008).
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tad́ısticas de {ωt}t∈N definen en forma única a {xt}t∈N como un proceso de Markov de primer

orden.

Por otro lado, la etapa de actualización consiste en incorporar la información recibida para

mejorar la estimación de xt realizada en la etapa de predicción. En este sentido, evaluando la

densidad de observación p(y|xt) –obtenida de (4.4)– en la muestra yt, y utilizando el Teorema

de Bayes, se tiene:

p(xt|y1:t) = p(y1:t|xt)
p(xt)

p(y1:t)
(4.14)

= p(yt|xt)p(y1:t−1|xt)
p(xt)

p(yt|y1:t−1)p(y1:t−1)

= p(yt|xt)
p(xt|y1:t−1)
p(yt|y1:t−1)

.

En aplicaciones de tiempo real, o bien cuando los recursos computacionales son limitados,

no es de interés estimar valores pasados del estado, por esta razón el cálculo de la densidad

p(xt|y1:t) es preferido por sobre p(x0:t|y1:t).

Las relaciones (4.11) y (4.12) representan la base para la solución óptima de estimación Ba-

yesiana6. Sin embargo, debido a la complejidad de la constante de normalización p(yt|y1:t−1),

las densidades p(y1:t|x1:t) y p(x1:t), e I(φ), la propagación recursiva de la densidad posterior

es, en general, sólo una solución conceptual y muchas veces no puede ser calculada en for-

ma expĺıcita. Soluciones anaĺıticas como el filtro de Kalman existirán en casos restringidos,

básicamente imponiendo Gaussianidad y linealidad, mientras que en los casos en que la solu-

ción óptima no es deducible, es posible implementar métodos aproximados como el filtro de

Kalman extendido, el filtro unscented de Kalman, métodos basados en Grilla, y los métodos

secuenciales de Monte Carlo. En lo que sigue de este caṕıtulo se revisará el filtro de Kalman

y PF, y se analizará cómo éstos se pueden utilizar en el contexto de estimación de variables

financieras.

6La solución óptima Bayesiana resuelve el problema de calcular la densidad posterior exacta. Un algoritmo
óptimo es un método para deducir esta solución, mientras que un algoritmo sub-óptimo es un método para
encontrar un valor aproximado a la solución óptima.
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4.2. Filtro de Kalman

El filtro de Kalman (KF) es un enfoque recursivo para estimar el estado de un sistema

utilizando observaciones en linea y un modelo dinámico del sistema. Para sistemas lineales y

Gaussianos, el filtro de Kalman es óptimo; i.e. ningún otro filtro entrega mejores estimaciones

en el sentido del mı́nimo error cuadrático medio7 (Kalman 1960).

KF asume que la densidad posterior del estado es Gaussiana en todo instante. Suponiendo

que p(xt−1|y1:t−1) es Gaussiana, es posible probar que p(xt|y1:t) también lo es si el sistema en

(4.4) cumple con (Ristic et al. 2004):

wt−1 y vt son extráıdos de una densidad Gaussiana de parámetros conocidos.

ft−1(xt−1, wt−1) es una función lineal conocida de xt−1 y de wt−1.

ht(yt, vt) es una función lineal conocida de yt y de vt.

Esto es, suponer que (4.4) se puede escribir de la forma:

xt = Ft−1xt−1 + wt−1 (4.15)

yt = Htxt + vt (4.16)

donde ∀t, xt ∈ Rm e yt ∈ Rn son respectivamente el estado y las mediciones del sistema,

Ft ∈ Rm×m y Ht ∈ Rn×m son matrices variantes en el tiempo, y wt ∼ N (0, Qt) y vt ∼ N (0, Rt)

son secuencias i.i.d.

El el contexto Bayesiano, el modelo (4.15)-(4.16) puede expresarse de la forma:

xt ∼ N (Ft−1xt−1, Qt−1) (4.17)

yt ∼ N (Htxt, Rt). (4.18)

Utilizando las densidades en (4.17)-(4.18) y las relaciones (4.13)-(4.14), el algoritmo del

7Minimum Mean Squared Error (MMSE)
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KF puede ser visto de la siguiente forma:

p(xt|y1:t−1) = N (xt; x̂t|t−1, Pt|t−1) (4.19)

p(xt|y1:t) = N (xt; x̂t|t, Pt|t) (4.20)

donde las medias y covarianzas apropiadas son calculadas en forma recursiva como en (4.21)-

(4.24) (Anderson & Moore 1979, Chui & Chen 1991).

x̂t|t−1 = Fk−1x̂t−1|t−1 (4.21)

Pt|t−1 = Qt−1 + Ft−1Pt−1|t−1F
T
t−1 (4.22)

x̂t|t = x̂t|t−1 +Kt(yt −Htx̂t|t−1) (4.23)

Pt|t = Pt|t−1 −KtStK
T
t (4.24)

donde

St = HtPt|t−1H
T
t +Rk (4.25)

es la covarianza de la innovación νt = yt −Ht ˆxt|t−1, y

Kt = Pt|t−1H
T
t S
−1
t (4.26)

es la ganancia de Kalman.

El filtro de Kalman calcula recursivamente la media y covarianza de la distribución

p(xt|y1:t), lo cual bajo los supuestos de Gaussianidad, es suficiente para conocer comple-

tamente esta distribución. Si los restrictivos supuestos anteriores se cumplen, el filtro de

Kalman entrega la solución óptima para el problema de estimación de estado, sin embargo,

en general la densidad posterior no es necesariamente Gaussiana, en estos casos KF deja de

ser óptimo.

En los casos en que los sistemas en estudio involucran no linealidades, una alternativa

para resolver el problema de estimación de estado es el filtro extendido de Kalman (EKF).
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4.2.1. Filtro Extendido de Kalman

El EKF es un filtro subóptimo que relaja la condición de que –en el sistema (4.4)-(4.5)– las

funciones ft−1 y ht sean lineales, pero mantiene la condición de que los procesos de ruidos sean

aditivos y Gaussianos. Es decir, este filtro está diseñado para estimar el estado de sistemas

de la forma:

xt+1 = ft(xt) + ωt (4.27)

yt = ht(xt) + vt, (4.28)

El filtro extendido de Kalman aproxima las funciones no lineales ft(·) y ht(·) en (4.27)-

(4.28) mediante una expansión en serie de Taylor de orden 1, asumiendo que esta aproxi-

mación es suficiente para describir la dinámica del sistema. Con esto, la densidad posterior

p(xt|y1:t) es aproximada por una distribución Gaussiana y las relaciones en (4.19)-(4.20) se

asumen cumplidas.

Con estos supuestos, las medias y covarianzas para el estado son calculadas en forma

recursiva como en (4.29) (Bar-Shalom, Li & Kirubarajan 2001).

x̂t|t−1 = fk−1(x̂t−1|t−1) (4.29)

Pt|t−1 = Qt−1 + F̂t−1Pt−1|t−1F̂
T
t−1 (4.30)

x̂t|t = x̂t|t−1 +Kt(yt − ht(x̂t|t−1)) (4.31)

Pt|t = Pt|t−1 −KtStK
T
t (4.32)

donde

St = ĤtPt|t−1Ĥ
T
t +Rk (4.33)

Kt = Pt|t−1Ĥ
T
t S
−1
t , (4.34)

y F̂t−1 y Ĥt son respectivamente los Jacobianos de las funciones ft−1 y ht, evaluados, res-

pectivamente, en x̂t|t−1 y x̂t−1|t−1. Es decir, los elementos de las matrices F̂t−1 y Ĥt están
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definidos según:

F̂t−1[i, j] =
∂ft−1[i]

∂xt[j]

∣∣∣∣
xt=x̂t|t

(4.35)

Ĥt[i, j] =
∂ht[i]

∂xt[j]

∣∣∣∣
xt=x̂t|t−1

(4.36)

donde en ı́ndice entre corchetes denota la coordenada del vector (o matriz) correspondiente.

Es importante mencionar que de acuerdo a (4.35) y (4.36), si las funciones no lineales

ft−1(·) y ht(·) fuesen no derivables, esta clase de filtros no podŕıa ser aplicada. Además, EKF

siempre aproxima p(xt|y1:t) por una distribución Gaussiana, por lo que si en (4.27) o (4.28) la

no linealidad es muy severa, la distribución normal será aún menos representativa de la dis-

tribución posterior verdadera. En estos casos, la eficiencia de EKF decae significativamente,

haciendo necesaria la introducción de otras técnicas de aproximación de funciones no lineales.

En este contexto, el filtro unscented de Kalman –mediante la transformada unscented– realiza

una aproximación mucho más eficiente de las funciones no lineales, en el sentido de conservar

la media y covarianza de las variables aleatorias durante la transformación no lineal. Para

una comparación de las técnicas de aproximación de no linealidades ocupadas por EKF y

UKF, referirse a (Ristic et al. 2004).

A pesar de que EKF y UKF han mostrado un desempeño adecuado para sistemas no linea-

les, aún siguen considerando que los ruidos de evolución de estado y observación son aditivos

y Gaussianos, por lo que en el contexto de estimación de estado en sistemas que involucran

distribuciones asimétricas, o con alta kurtosis, se debe recurrir a técnicas alternativas.

4.2.2. EKF en estimación de parámetros

En el contexto de modelos con estados latentes, es necesario incorporar técnicas alternati-

vas de estimación paramétrica, pues la función de verosimilitud del estado en dichos modelos

no permite la maximización mediante técnicas convencionales.

EKF permite realizar correcciones en ĺınea de las estimaciones de los parámetros en la

medida que nuevas estimaciones para el estado son calculadas, en base a la recepción de
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nuevas observaciones. Para implementar esta idea es posible considerar un banco de filtros

extendidos de Kalman, en donde un filtro es usado para, dado un conjunto de parámetros,

estimar el estado del sistema; mientras que el segundo filtro recibe la estimación del estado

y la considera como la entrada de un sistema en donde los parámetros a estimar son el

estado, en aras de estimar dichos parámetros. Un diagrama de bloques de esta estructura

para estimar conjuntamente el estado y los parámetros del modelo propuesto en el Caṕıtulo 5,

es presentado en la Figura 5.2.

4.2.3. EKF en modelos de volatilidad

Como se vió en (3.2), el proceso de observación de los modelos de volatilidad está dado

por:

rt = σtεt,

donde el retorno rt es el proceso observado, la volatilidad σt es el estado latente, y el proceso

εt∈N ∼ NID(0, 1) es el ruido de observación.

Esta estructura no cumple con los supuestos para utilizar el filtro de Kalman, pues el ruido

εt no es aditivo. Una manera propuesta en (Harvey et al. 1994) para ocupar las técnicas del

KF es aplicar la transformación no lineal log(·2) al proceso de observación, convirtiendo el

modelo logaŕıtmico de volatilidad estocástica (3.15)-(3.16) en:

log(r2t ) = Vt + log(ε2t ) (4.37)

Vt = µ+ φVt−1 + ηt. (4.38)

Definiendo pt = log(r2t ) y lt = log(ε2t ), el modelo (4.37) es un modelo de espacio estado lineal,

invariante, de ruido aditivo, pero no Gaussiano, por lo que ni el filtro de Kalman ni sus

derivados (EKF o UKF) entregarán la solución óptima para p(σt|r1:t). Para tener una idea

de la forma que tiene la distribución de lt, su derivación se presenta en (4.39), y en la Figura

4.1 se puede ver su gráfico junto a una distribución normal de igual media (−1,27) y varianza
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(π2/2 = 4,93)8.

p(lt) = p(log(ε2t )) (4.39)

=
∂

∂lt
P[log(ε2t ) < lt]

=
∂

∂lt
P[−elt/2 < εt < elt/2]

=
∂

∂lt

(
1− 2P[εt < −elt/2]

)
, pues εt ∼ N (0, 1)

= −2N (−elt/2; 0, 1)
∂

∂lt

(
−elt/2

)
=

1√
2π

exp

(
lt
2
− elt

2

)
.

Figura 4.1: Gráfico de p(lt) = p(log(ε2t )), εt ∼ N (0, 1) (rojo) y una distribución normal (azul) de
igual media y varianza.

De la Figura 4.1 es posible tener una idea de los riesgos en que se incurre al asumir que las

innovaciones del modelo logaŕıtmico de VE son Gaussianas, pues p(lt) presenta una notoria

asimetŕıa izquierda.

Una ventaja del modelo logaŕıtmico de volatilidad estocástica (3.15)-(3.16) es que, luego

de la transformación no lineal mencionada, su estructura es completamente lineal, lo que

8Valores tomados de (Abramowitz & Stegun 1970).
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–sin considerar la no Gaussianidad de la innovación– podŕıa reportar buenos resultados en la

rutina de estimación de estado mediante KF. Es importante mencionar que otro modelo de

volatilidad estocástica importante para este trabajo (el que será introducido en el Caṕıtulo 5)

no cuenta con esta caracteŕıstica, pues luego de la transformación no lineal, si bien el ruido

de observación es aditivo, se produce una no linealidad en la ecuación de observación. En este

caso, la resolución del problema planteado requerirá necesariamente de una implementación

basada en EKF o UKF.

El filtro de Kalman ha tenido un rol muy importante en el desarrollo de la teoŕıa de

estimación de estado, y sus aplicaciones han reportado sustantivos avances en el campo de la

ingenieŕıa. Sin embargo, después de haber revisado las condiciones necesarias para la aplica-

ción de técnicas basadas en KF, y de considerar su posible aplicación a modelos de volatilidad,

sus limitaciones quedan de manifiesto en el contexto de sistemas dinámicos complejos. Es por

esto que estructuras alternativas, subóptimas, no restringidas a un determinado tipo de siste-

mas son necesarias. En este sentido, filtro de part́ıculas es una herramienta que ha mostrado

provechosos resultados en diversas disciplinas y es revisada a continuación.

4.3. Métodos Secuenciales de Monte Carlo: Filtro de

Part́ıculas

Métodos convencionales de Monte Carlo como Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

han sido extensamente usados para aproximar integrales y densidades de probabilidad. Sin

embargo, su uso en el problema de inferencia Bayesiana no es directo, ya que éste involucra

una secuencia de densidades de probabilidad variantes en el tiempo, mientras que MCMC

asume que la densidad objetivo es invariante. Por esta razón, es necesario contar con una

versión secuencial de los métodos de Monte Carlo que permita incorporar las observaciones

para mejorar las estimaciones realizadas en forma recursiva.

Una herramienta que enfrenta este problema es filtro de Part́ıculas (PF), una técnica

numérica para aproximar integrales multidimencionales c.r.a una secuencia de medidas de

probabilidad (Del Moral 2004). Suponiendo que la secuencia de densidades que se desea
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aproximar es {πt(x0:t)}t≥1, donde ∀t πt(x0:t) está definida en un espacio medible (X t+1,Σt+1)

y puede ser evaluada punto a punto salvo una constante de normalización, la implementación

de filtro de part́ıculas consiste en generar una colección de N >> 1 muestras aleatorias ponde-

radas {ω(i)
t , x

(i)
0:t}i=1,...,N , ω

(i)
t ≥ 0,∀i, t; que permitan aproximar πt(x0:t), ∀t por la distribución

emṕırica:

πNt (x0:t) =
N∑
i=1

ω
(i)
t δx(i)0:t

(x0:t). (4.40)

donde δα(·) es el delta de Dirac centrado en α.

Para resolver el problema de aproximación de esperanzas en el contexto de inferencia

Bayesiana, se debe considerar que la distribución objetivo πt(x0:t) = p(x0:t|y1:t) es la fdp

posterior de x0:t y reemplazar la distribución emṕırica (4.40) en (4.6). Con esta sustitución,

las esperanzas pueden ser aproximadas mediante (Andrieu, Doucet & Punkskaya 2001):

∫
X t+1

φt(x0:t)πt(x0:t)dx0:t '
∫
X t+1

φt(x0:t)π
N
t (x0:t)dx0:t (4.41)

=

∫
X t+1

φt(x0:t)
N∑
i=1

ω
(i)
t δx(i)0:t

(x
(i)
0:t)dx0:t

=
N∑
i=1

ω
(i)
t φt(x

(i)
0:t).

Con estas relaciones, el problema de inferencia Bayesiana se reduce a la selección se-

cuencial de las muestras y sus respectivos pesos tal que la sumatoria en (4.41) converja a

la integral en (4.6). El algoritmo basado en PF más básico que resuelve este problema es el

remuestreo secuencial de importancia (SIR)9.

Además, una ventaja importante de los enfoques basados en PF, es su alta flexibilidad

de implementación, permitiendo la incorporación de diversas técnicas para mejorar su fun-

cionamiento en problemas espećıficos, e.g. lazos de corrección externa (Orchard et al. 2009),

(Tobar & Orchard 2009).

9Sequential Importance Resampling Particle Filter a.k.a Bootstrap Filter
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4.3.1. Muestreo de Importancia (IS)

El problema de aproximar la integral (4.6) puede ser resuelto mediante algoritmos de

Monte Carlo, es decir, generando N caminos x
(i)
0:t, i = 1, ..., N y ajustando sus pesos tal que

su promedio tienda a la integral para N →∞. Una forma directa de resolver este problema

es extraer las N muestras según p(x0:t|y1:t) y realizar una estimación de Monte Carlo de I(φ)

con pesos uniformes de la forma:

Î(φ) =
1

N

N∑
i=1

φ(x
(i)
0:t), x

(i)
0:t ∼ p(x0:t|y1:t), (4.42)

sin embargo, los casos de interés son justamente en los que p(x0:t|y1:t) no es conocida, o bien

no es posible extraer muestras de ella.

Para evitar la extracción de muestras directamente de p(x0:t|y1:t), es posible suponer que

existe una densidad q(x0:t|y1:t) llamada densidad o función de importancia, de la cual es po-

sible muestrear y evaluar puntualmente salvo una constante de normalización. Considerando

esta nueva densidad, I(φ) se puede escribir como (Geweke 1989):

I(φ) =

∫
X t+1

φ(x0:t)p(x0:t|y1:t)dx0:t (4.43)

=

∫
X t+1 φ(x0:t)ω(x0:t)q(x0:t|y1:t)dx0:t∫
X t+1 ω(x0:t)q(x0:t|y1:t)dx0:t

donde los pesos de importancia ω(x0:t) están dados por la razón (derivada de Radon-Nikodym):

ω(x0:t) =
p(x0:t|y1:t)
q(x0:t|y1:t)

(4.44)

claramente, para que estos pesos estén bien definidos es necesario que el soporte de q(·|y1:t)

contenga al soporte de p(·|y1:t). Notar además que el denominador de (4.43) permite que

q(x0:t|y1:t) no sea necesariamente una fdp.

Consecuentemente, mediante la obtención de N muestras extráıdas según q(x0:t|y1:t) es
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posible construir una aproximación de Monte Carlo de I(φ) basado en (4.43), es decir:

Î(φ) =

∑N
i=1 φ(x

(i)
0:t)ω(x

(i)
0:t)∑N

i=1 ω(x
(i)
0:t)

(4.45)

=
N∑
i=1

φ(x
(i)
0:t)ω̄(x

(i)
0:t),

donde los pesos de importancia normalizados están dados por:

ω̄(x
(i)
0:t) =

ω(x
(i)
0:t)∑N

j=1 ω(x
(j)
0:t)

. (4.46)

Notar que para N finito, el estimador Îπ[φ(x0:t)] es sesgado, pues es una razón de dos

estimadores. Sin embargo, bajo ciertos supuestos la ley de los grandes números garantiza la

consistencia asintótica de Îπ[φ(x0:t)], es decir,

Êπ[φ(x0:t)]
c.s.−→Eπ[φ(x0:t)]. (4.47)

Además, el teorema central del ĺımite garantiza convergencia independiente de la dimensión

del integrando. Para una explicación detallada referirse a (Geweke 1989).

El método de muestreo de importancia es ampliamente usado en los métodos de MC

para reducir la varianza de estimación. La idea detrás de esta aplicación es aprovechar el

hecho de que ciertos valores tienen un mayor impacto en la estimación que otros. En este

caso, IS enfatiza la utilización de éstos valores, lo cual –debido al uso de distribuciones no

representativas del proceso– puede llevar a estimaciones sesgadas a no ser que se ponderen

correctamente las estimaciones obtenidas según sus pesos de importancia.

Si bien el método de muestreo de importancia representa un enfoque simple para apro-

ximar integrales definidas invariantes, no es adecuado dentro del contexto de estimación

recursiva, ya que cada vez que se desee estimar π(x0:t|y1:t) se necesita de todo el conjunto

de valores y1:t, haciendo el procedimiento computacionalmente ineficiente debido a la alta

dimensionalidad de la densidad objetivo. Además, el uso de IS en el contexto de estimación

recursiva ha dejado de manifiesto que la varianza de los pesos de las estimaciones explotan
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si no se incluyen rutinas de remuestreo (Doucet et al. 2001). En resumen, cada vez que una

observación yt es recibida, interesa simplemente recalcular los pesos y las muestras represen-

tativas de la densidad de filtrado de forma secuencial y sin degeneración de los pesos. En la

siguiente subsección se presenta una alternativa de estimación recursiva basada en IS.

4.3.2. Muestreo de Importancia Secuencial y Remuestreo

Para evitar la necesidad de altos recursos computacionales relacionados con la utilización

de toda la secuencia y1:t cada vez que se quiera estimar p(x0:t|y1:t), es posible derivar una

relación recursiva para la estimación de la densidad posterior, en la que en el instante t

se conservan las muestras anteriores del estado {x(i)0:t−1; i = 1, ..., N}, y sólo se extraen las

muestras {x(i)t ; i = 1, ..., N} en base a la observación recibida yt, y a la estimación anterior

de la densidad de filtrado p(x0:t−1|y1:t−1). Adicionalmente, para solucionar el problema de

la degeneración de pesos es posible introducir un paso de remuestreo de la población de

part́ıculas, el que asegura una varianza mı́nima de los pesos, permitiendo que la densidad

emṕırica πNt (x
(i)
0:t) sea representativa de p(x0:t|y1:t).

Para asegurar que las muestras {x(i)0:t−1; i = 1, ..., N} pueden ser conservadas para la esti-

mación de {x(i)0:t; i = 1, ..., N}, se debe disponer de una función de importancia q(x0:t|y1:t) que

admita a la función de importancia en el instante anterior q(x0:t−1|y1:t−1) como distribución

marginal, es decir:

q(x0:t|y1:t) = q(x0:t−1|y1:t−1)q(xt|x0:t−1, y1:t), (4.48)

i.e. el muestreo de x0:t−1 desde q(x0:t−1|y1:t) no depende de yt, lo cual es bastante sencillo de

obtener.

Con este supuesto para la función de importancia, es posible obtener una muestra x
(i)
0:t sin

alterar la muestra anterior correspondiente x
(i)
0:t−1, esto es:

x
(i)
0:t = [x

(i)
0:t−1, x

(i)
t ] (4.49)

con

x
(i)
t ∼ q(xt|x(i)0:t−1). (4.50)
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También se necesita una relación recursiva para los pesos de importancia, la cual consi-

derando (4.48), está dada por:

ω̄(x
(i)
0:t) ∝ ω̄(x

(i)
0:t−1)

p(yt|x(i)0:t)p(x
(i)
t |x

(i)
t−1)

q(x
(i)
t |x

(i)
0:t−1, y1:t)

(4.51)

Un caso importante es cuando se considera la densidad a priori del estado como la función

de importancia, es decir, q(x0:t|y1:t) = p(x0:t). Con esta relación, la recursión para los pesos

de importancia se puede expresar como:

ω̄(x
(i)
0:t) ∝ ω̄(x

(i)
0:t−1)p(yt|x

(i)
0:t). (4.52)

lo que implica que los pesos pueden ser ajustados en forma recursiva directamente de la

obtención de nuevas mediciones evaluadas en la función de verosimilitud.

Este enfoque, conocido como Muestreo de Importancia Secuencial (SIS), resuelve el pro-

blema de estimación recursiva de manera mucho más eficiente que IS. Sin embargo, es bien

sabido (Doucet et al. 2001) que la distribución de los pesos de importancia en SIS se vuelve

cada vez más diśımil hasta el punto en que sólo una part́ıcula tiene peso no nulo, lo cual no

permite una representación acabada de la distribución posterior.

Para resolver este problema, el enfoque Remuestreo de Importancia Secuencial (SIR)10

considera la estructura anterior para generar muestras recursivamente y ponderarlas de acuer-

do a su verosimilitud, incorporando además un paso de remuestreo. En este paso se remueven

las part́ıculas con bajo peso –y por ende baja verosimilitud– para (i) generar nuevas part́ıcu-

las en una región donde la densidad objetivo es alta, y (ii) evitar el esfuerzo computacional

perdido en la actualización de part́ıculas que no son significativas para el esquema de esti-

mación.

La pregunta de cuando es el mejor instante para ejecutar el resampleo puede ser abordada

considerando el criterio del tamaño efectivo de muestras (ESS) introducido por (Liu 1996) y

10A.k.a Bootstrap Filter.
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definido por (Kong, Liu & Wong 1994) como:

ESS =
N

1 + varp(·|y1:t)[ω(x0:t)]
(4.53)

=
N

Ep(·|y1:t)[ω(x0:t)2]
≤ N.

ESS no puede ser calculado, sin embargo, una estimación ÊSS dada por (Doucet, Godsill

& Andrieu 2000) es:

ÊSS =

(∑N
i=1 ω(x

(i)
0:t)
)2

∑N
j=1

(
ω(x

(j)
0:t)
)2 . (4.54)

Básicamente, cuando ÊSS cae bajo cierto umbral, la rutina de resampleo es ejecutada

(Rubin 1988). Uno de los métodos más usados es el enfoque multinomial (Del Moral 2004),

el cual consiste en extraer muestras (con reemplazo) del conjunto {x(i)0:t}i=1..N , en donde cada

muestra es elegida con probabilidad proporcional a su peso.

Una forma de obtener las nuevas muestras {x̂(i)0:t}i=1..N del conjunto de part́ıculas {x(i)0:t}i=1..N

acorde a sus pesos es mediante:

x̂
(i)
0:t = Inv(ui), i = 1..N (4.55)

donde las muestras {ui}i=1..N son uniformemente distribuidas [0, 1], e Inv(u) = x es la inversa

de la distribución emṕırica acumulada de xt,

ΠN
t =

∫ x

−∞

N∑
i=1

ω̄(i)δ
x
(i)
0:t

(x)dx, (4.56)

es decir,

Inv(u)
.
= x

(i)
0:t ⇐⇒ u ∈

(
i−1∑
j=1

ω(x
(j)
0:t),

i∑
j=1

ω(x
(j)
0:t)

]
. (4.57)

Cabe destacar que en este esquema de remuestreo, los nuevos pesos serán uniformes, ya

que las muestras fueron extráıdas según la estimación de la propia estimación de la densidad

posterior del estado.

Si bien el remuestreo es una herramienta fundamental para evitar la degeneración de las
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part́ıculas, la aplicación de SIR conlleva consecuencias teóricas y prácticas (Doucet et al.

2000). Teóricamente, esta rutina de remuestreo remueve la independencia estad́ıstica de las

muestras, por lo que importantes resultados de los algoritmos de Monte Carlo ya no se

cumplen, sin embargo, (Berzuini, Best, Gilks & Larizza 1997) establece el teorema central de

ĺımite para Î(φ) cuando SIR es aplicado en cada iteración. Por otro lado, desde el punto de

vista práctico, el remuestreo –además de demandar recursos computacionales adicionales– no

permite la propagación de las part́ıculas en paralelo, pues al ocupar SIR, todas las part́ıculas

deben ser combinadas.

4.3.3. PF en estimación de parámetros.

En el contexto de la estimación de estado, es fundamental contar con un modelo repre-

sentativo del sistema presentado (4.4)-(4.5), sin embargo, los parámetros del modelo gene-

ralmente son desconocidos, o bien varian durante rutinas de estimación de horizontes muy

extensos. Es por esta razón que la identificación recursiva es necesaria en estas rutinas. Para

abordar este tópico desde el punto de vista de PF, considérese la función de verosimilitud-

lorgaŕıtmica11 del vector de parámetros θ, condicional a las observaciones y1:T según:

l(θ) = logL(θ) (4.58)

= log p(y1:T |θ)

= log
T∏
t=1

p(yt|y1:t−1, θ)

=
T∑
t=1

log p(yt|y1:t−1, θ)

En general, la presencia de variables latentes en (4.4)-(4.5) hace que (4.58) sea una integral

multidimensional cuya maximización no es directa, por lo que la determinación de θ mediante

máxima verosimilitud no puede ser realizada. Incluso si la maximización de p(yt|y1:t−1, θ)

fuese abordada con un enfoque numérico, e.g. realizando una estimación de Monte Carlo de

11log-likelihood
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la forma:

p(yt|y1:t−1, θ) '
1

N

N∑
i=1

ω
(i)
t y

i
t (4.59)

el error de muestreo y el alto esfuerzo computacional relacionado hacen que el método de

máxima verosimilitud pierda sentido de todas formas (Doucet et al. 2001).

En estos casos, (Kitagawa & Sato 2001) propone la estimación Bayesiana de los paráme-

tros del modelo, aumentando el vector de estado xt con los parámetros desconocidos θ de la

forma:

zt =

 xt

θt

 , (4.60)

con θt = θ, definiendo la evolución trivial de los parámetros θt = θt−1.

Mediante la densidad p(zt|y1:t) es posible obtener las distribuciones posteriores tanto del

estado como de los parámetros desconocidos. Los modelos de esta forma reciben el nombre

de Self-Organising State-Space Models y varias aplicaciones de éstos pueden ser encontradas

en (Kitagawa 1998). Para poder ocupar esta formulación en conjunto con PF, es necesario

que la evolución de θt también sea afectada por una fuente de incertidumbre, asegurando la

existencia de su propia fdp no trivial12.

4.3.3.1. Evolución Artificial de Parámetros

Al considerar el estado variante en el tiempo, (Gordon, Salmond & Smith 2002) sugie-

re un enfoque para reducir la degeneración de las muestras mediante la incorporación de

pequeñas perturbaciones a las part́ıculas (llamadas roughening penalties) además de los rui-

dos inherentes del modelo. Esta idea ha sido extrapolada al problema de identificación de

parámetros invariantes, donde –con la inclusión de perturbaciones aleatorias en el proceso de

evolución de los parámetros– éstos son vistos como si fueran variantes en el tiempo, es decir,

una “evolución artificial”.

La implementación de esta idea, según (Liu & West 2001), considera la ecuación de estados

12Distinta a δk(·) para algún k.
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de los parámetros como :

θt = θt−1 + εt (4.61)

εt ∼ N (0,Wt) (4.62)

para una matriz de covarianza determinada Wt, y donde θt−1 y εt son condicionalmente

independientes dadas las observaciones hasta el instante t− 1. Ejemplos en donde la matriz

de varianza es manipulada en función de cierta medida de eficiencia pueden ser encontrados

en (Orchard et al. 2009) y (Tobar & Orchard 2009).

La incorporación de (4.61)-(4.62) en el modelo de evolución de estado permite que enfo-

ques de filtro de part́ıculas como el SIR puedan ser usados para estimar conjuntamente el

estado no observable y los parámetros del sistema, sin sufrir degeneración de las muestras.

Sin embargo, una desventaja relacionada con la implementación de este enfoque es que, al

introducir fuente de incertidumbre externas en la evolución de los parámetros, las densidades

resultantes para el estado original son más difusas que las densidades teóricas resultantes

para el caso de parámetros fijos. En otras palabras, la consideración de un modelo donde los

parámetros están expuestos a perturbaciones aleatorias artificiales, implica que la precisión

de la inferencia sea limitada.

4.3.4. PF en modelos de volatilidad

A diferencia de KF/EKF, el hecho de que el ruido de observacion de los modelos de

volatilidad es multiplicativo (3.2) no es un problema para implementar técnicas de estimación

de estado basadas en PF. De igual manera, las caracteŕısticas no Gaussianas de las variables

en el modelo logaŕıtmico de volatilidad estocástica –o del modelo uGARCH introducido en

el caṕıtulo siguiente–, la cuales son necesarias para explicar fenómenos observados en series

de retornos, pueden sin duda ser modeladas por PF. Una aplicación de PF en sistemas

econométricos se puede ver en (Johannes et al. 2009), donde se consideran procesos de Lévy

para dirigir la evolución de la volatilidad estocástica e ı́ndices bursátiles. Además, en (Raggi

& Bordignon n.d.) se implementa un modelo de logaŕıtmico de VE de parámetros variantes
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en el tiempo.

En el Caṕıtulo 5 se propone un modelo de VE basado en la estructura del modelo GARCH

para filtrar y predecir la volatilidad estocástica de instrumentos financieros utilizando PF.

Este modelo considera distribuciones no Gaussianas, funciones no lineales, y ruido multipli-

cativo para explicar el clustering de volatilidad, y los altos 3er y 4to momento; por lo que se

espera que un enfoque basado en PF entregue estimaciones confiables de los estad́ısticos del

estado latente.



Caṕıtulo 5

Desarrollo de un Modelo de
Volatilidad Estocástica Basado en el
Modelo Determińıstico GARCH

En los caṕıtulos anteriores se ha mostrado que una ventaja del modelo GARCH presen-

tado en (3.3)-(3.4), con respecto al modelo logaŕıtmico VE (3.15)-(3.16), es que la estimación

de sus parámetros es directa dado un conjunto de observaciones del proceso de retornos. Sin

embargo, como este enfoque asume que la evolución de la volatilidad es determińıstica, no per-

mite la inferencia de propiedades estad́ısticas importantes, tales como grados de asimetŕıa1,

kurtosis, e intervalos de confianza para los problemas de estimación y predicción. Diversos

trabajos comparan los modelos GARCH y de VE, entre los que cabe mencionar (Lehar,

Scheicher & Schittenkopf 2002), en donde modelos de volatilidad constante, GARCH, y de

volatilidad estocástica son comparados en el contexto del error observado del precio de opcio-

nes, y de predicción de riesgo en situaciones hipotéticas (VaR). La conclusión general de este

trabajo es que el modelo GARCH reporta satisfactorios resultados en el contexto de la valo-

rización de las opciones, sin embargo, en cuanto al manejo de riesgo no hay una superioridad

evidente de dicho modelo. Por otro lado, en (Franses, van der Leij & Paap 2008) se propone

un modelo de volatilidad estocástica construido mediante la estructura del modelo GARCH,

y la adición de un proceso de innovación2. La estructura de este modelo es tal que, cuando

13er momento skewness
2Este modelo es llamado stochastic GARCH (SGARCH).

44
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la varianza del proceso de innovación introducido es nula, el modelo propuesto colapsa al

modelo estándar GARCH. Las conclusiones en este trabajo aseguran que los parámetros del

modelo presentado pueden ser estimados fácilmente, y que éste presenta menores errores de

estimación paramétrica al ser comparado con el modelo GARCH convencional, sin embargo,

en el contexto de predicción la diferencia entre ambos modelos no es evidente.

5.1. Modelo

En este trabajo se propone un modelo de volatilidad estocástica basado en la estructura

del modelo GARCH, en el cual se asume que la volatilidad en (3.3) no es dirigida por el

proceso observado3 ut = rt−µ, sino que por un proceso u′t que tiene la misma distribución de

ut pero no es observado. El fundamento de esta hipótesis es que, dadas las observaciones del

proceso de retornos, se cree que la evolución del proceso σ1:t será mejor descrita si se considera

completamente la densidad de los residuos, en lugar de una realización particular ut.

Como el modelo GARCH presentado en el Caṕıtulo 3 considera que el proceso de innova-

ción ut = rt−µ es Gaussiano ∀t ∈ N, la forma de implementar esta propuesta es reemplazando

el proceso ut∈N en (3.3) por u′t∈N definido según:

u′t = σtηt (5.1)

ηt ∼ N (0, 1) i.i.d ∀t. (5.2)

Con estas consideraciones, el nuevo modelo está dado por (5.3)-(5.4) y recibe el nombre

de uGARCH (unobserved GARCH).

σ2
t = ω + ασ2

t−1η
2
t−1 + βσ2

t−1 (5.3)

rt = µ+ σtεt. (5.4)

donde rt es un proceso de retornos, σt es la volatilidad estocástica, µ ∈ R, ω ∈ R+, y

α, β ∈ [0, 1]2 son parámetros; y εt ∼ N (0, 1) y ηt ∼ N (0, σ) i.i.d. ∀t. Nótese que a diferencia

3O bien, realised shocks.
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del modelo GARCH convencional, el sub́ındice de la volatilidad en (5.3) indica que en este

modelo la volatilidad al instante t, σt, no es conocida sin incertidumbre dado r1:t.

En el contexto de la utilización del modelo uGARCH en un enfoque de estimación del

proceso σ1:t basado en filtro de part́ıculas, es importante conocer las distribuciones que ex-

plican los procesos de evolución (5.3) y observación (5.4). Dado que ηt ∼ N (0, 1), se tiene

η2t ∼ χ2
1, con lo que la distribución condicional a priori, i.e., p(σ2

t |σ2
t−1), puede ser calculada

de la siguiente forma:

p(σ2
t |σ2

t−1) = p
(
ω + ασ2

t−1η
2
t + βσ2

t−1|σ2
t−1
)

(5.5)

=
∂

∂σ2
t

P[ω + ασ2
t−1η

2
t + βσ2

t−1 < σ2
t ]

=
∂

∂σ2
t

P
[
η2t <

σ2
t − ω − βσ2

t−1

ασ2
t−1

]
= χ2

1

(
σ2
t − ω − βσ2

t−1

ασ2
t−1

)
∂

∂σ2
t

(
σ2
t − ω − βσ2

t−1

ασ2
t−1

)
=

1√
(2π)(σ2

t − ω − βσ2
t−1)(ασ

2
t−1)

exp

(
ω + βσ2

t−1 − σ2
t

2ασ2
t−1

)
, σ2

t ≥ ω + βσ2
t−1.

En la Figura 5.1 se presentan distintos ejemplos de p(σ2
t |σ2

t−1) para diversos valores de

σ2
t−1. Se puede ver que debido a la presencia del ruido η2t en (5.3), esta distribución tiene una

forma similar a χ2
1.
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Figura 5.1: Ejemplos de p(σ2t |σ2t−1) con ω = 10−6, α = 0,2, y β = 0,7 para distintos valores de
σ2t−1. Rojo: σ2t−1 = 0, 0004, azul: σ2t−1 = 0, 00044, y verde: σ2t−1 = 0, 00048. Se grafica
también el comienzo del dominio para cada distribución (linea punteada).

A pesar de no ser utilizada en implementación basada en PF, también se presenta la

densidad a priori p(σt|σt−1) en (5.6) (definida igualmente en σ2
t ≥ ω + βσ2

t−1).

p(σt|σt−1) =
2σt√

(2π)(σ2
t − ω − βσ2

t−1)(ασ
2
t−1)

exp

(
ω + βσ2

t−1 − σ2
t

2ασ2
t−1

)
. (5.6)

Por otro lado, la densidad del proceso de observación condicional a la variable latente σ2
t ,

la cual define la función de verosimilitud del estado L(σ2
t |rt), está dada por:

L(σ2
t |rt) = p(rt|σ2

t ) = N (µ, σt). (5.7)

Otra densidad importante para el problema de la estimación de estado es la densidad
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posterior p(σ2
t |r1:t) dada por (5.8) según:

p(σ2
t |r1:t) = p

(
(rt − µ)2

ε2t
|r1:t
)

(5.8)

=
∂

∂σ2
t

P
[

(rt − µ)2

ε2t
< σ2

t

]
=

∂

∂σ2
t

P
[

1

ε2t
<

σ2
t

(rt − µ)2

]
= Inv-χ2

1

(
σ2
t

(rt − µ)2

)
∂

∂σ2
t

(
σ2
t

(rt − µ)2

)
, pues εt ∼ N (0, 1)

=
1√
2π

exp

(
−(rt − µ)2

2σ2
t

)
|rt − µ|
σ3
t

.

Un problema importante de esta distribución es que, tal como la distribución de Cauchy-

Lorentz, no posee primer momento central, es decir, dada una secuencia de retornos r1:t, el

valor esperado de la varianza σ2
t del último retorno diverge, en efecto:

Ep(σ2
t |r1:t)(σ

2
t |r1:t) =

∫
R+

1√
2π

exp

(
−(rt − µ)2

2σ2
t

)
|rt − µ|
σ3
t

σ2
t dσ

2
t (5.9)

>

∫ ∞
1

1√
2π

exp

(
−(rt − µ)2

2σ2
t

)
|rt − µ|
σt

dσ2
t (argumento > 0)

>
|rt − µ|√

2π
exp

(
−(rt − µ)2

2

)∫ ∞
1

1

σt
dσ2

t (e
−1
x creciente)

=
|rt − µ|√

2π
exp

(
−(rt − µ)2

2

)∫ ∞
1

1
√
ρ
dρ (cambio de variable)

= 2
|rt − µ|√

2π
exp

(
−(rt − µ)2

2

)
√
ρ|∞1

= ∞.

Con este resultado, la estimación del estado latente parece perder sentido desde el punto

de vista Bayesiano, pues las esperanzas condicionales requeridas para la solución de los pro-

blemas de filtrado y predicción no pueden ser calculadas. Sin embargo, como los esquemas de

estimación de estado basados en PF consideran un número finito de muestras, y los esquemas

basados en filtro de Kalman aproximan la densidad posterior por una distribución normal de

media y varianza finitas, el objetivo de las estructuras de estimación propuestas será estimar

los estados latentes del sistema mediante la consideración de una estimación de la densidad
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posterior p̂(σ2
t |r1:t), de momentos finitos, que sea representativa de la distribución p(σ2

t |r1:t)

en las zonas de mayor concentración de masa de probabilidad.

Nótese que a pesar de que p(σ2
t |r1:t) no posee momentos finitos, el hecho de que sea uni-

modal (pues es monótona a partir de su moda) permite que sus intervalos de confianza śı sean

finitos. Por esta razón, en las implementaciones de estimación y predicción de la volatilidad

se pondrá énfasis en la estimación de intervalos de confianza, por ejemplo, del 95 %. Por otro

lado, si bien la inexistencia de los primeros momentos de p(σ2
t |r1:t) invalida los resultados de

convergencia conocidos para SMC, se espera que la utilización del modelo uGARCH para

filtrar y predecir σ1:t utilizando SMC, presente resultados cuyas media sean similares a las

entregadas por el modelo GARCH, pero que además entregue una noción completa de la

distribución p(σ2
1:t|r1:t) en las zonas donde ésta concentra su masa de probabilidad.

5.2. Identificación adaptativa de parámetros

Para lograr una implementación exitosa del modelo propuesto, es necesario considerar un

conjunto de parámetros que sea representativo del proceso bajo estudio. Como se explicó en

los caṕıtulos anteriores, la estimación de los parámetros del modelo uGARCH mediante ML

no es directa, pues la función de verosimilitud a maximizar es una integral multidimensional.

En efecto, de forma similar a (3.21) sea θ = [µ, α, β], la función de verosimilitud de los

parámetros está dada por:

L(θ|r1:t) = p(r1:t|θ) (5.10)

=

∫
p(r1:t|σ2

1:t, θ)p(σ
2
1:t|θ)dσ2

1:t

=

∫ t∏
j=1

p(rj|σ2
j , θ)p(σ

2
j |σ2

j−1, θ)dσ
2
1:t

donde la última igualdad se tiene por las mismas razones que (3.22)-(3.23). Reemplazando

(5.5) y (5.7) en (5.10), es posible expresar la función de verosimilitud de los parámetros del
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modelo uGARCH según:

L(θ|r1:j) =

∫ j∏
j=1

1

2πσjσj−1
√
α(σ2

j − ω − βσ2
j−1)

exp

(
ω + βσ2

j−1 − σ2
j

2ασ2
j−1

+
(rj − µ)2

2σ2
j

)
dσ2

1:t

luego, es claro que la maximización de dicha función de verosimilitud no es un problema

trivial de resolver.

Con el fin de obtener un conjunto de parámetros adecuados para implemetar rutinas de

inferencia de estado, y basado en la similitud de las estructuras de los modelos GARCH y

uGARCH, se considerará que –dada una secuencia de observaciones r1:t– los parámetros del

modelo determińıstico GARCH estimado mediante ML servirán como condiciones iniciales

de las estimaciones de los parámetros del modelo uGARCH. Considerando dichos valores ini-

ciales, es posible identificar adaptativamente los parámetros del modelo mediante el enfoque

de evolución artificial de parámetros presentado en (Liu & West 2001), y explicado en la

Sección 4.3.3.1, en el caso que los filtros lo permitan.

Filtro de part́ıculas permite la consideración de sistemas que contemplen ruidos no Gaus-

siano y no linealidades, por lo que todos lo parámetros del modelo pueden ser estimados

con este enfoque. Sin embargo, resultados experimentales preliminares revelan que la con-

sideración de µ y ω en el contexto de estimación adaptativa mediante evolución artificial,

no aporta estimaciones más certeras. Por otro lado, el filtro extendido de Kalman asume

que los ruidos son Gaussianos y que los regresores son funciones del estado para realizar la

estimación paramétrica, por esta razón, se considerará (5.3) de la forma:

σ2
t = ω + βσ2

t−1 + ασ2
t−1 + ασ2

t−1(η
2
t−1 − 1), (5.11)

con esta expresión, el proceso de innovación es (η2t−1−1), el cual tiene media cero y por ende es

más cercano a una distribución normal que η2t−1. Además, ambos parámetros a estimar (α y β)

están acompañados de regresores que son funciones expĺıcitas del estado, sin embargo, al estar

ambos parámetros acompañados del mismo regresor, se espera que este enfoque conlleve a

problemas de observabilidad, en donde si bien la estimación de α+ β puede ser correcta, las
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estimaciones por separado de dichos parámetros pueden no serlo necesariamente.

En la Figura 5.2 se presenta un diagrama de bloques para la estimación conjunta de

los parámetros y estados del modelo uGARCH, considerando el banco de EKF como fue

mencionado en la sección 4.2.2 y el enfoque de evolución artificial de parámetros presentado

en la Sección 4.3.3.1.

Figura 5.2: Banco de filtros extendidos de Kalman para realizar la estimación conjunta del estado
y los parámetros de un modelo uGARCH. El tilde gorro denota las estimaciones de
los filtros y z−1 representa el operador de retraso.

En el próximo Caṕıtulo se presentan los resultados de la aplicación del modelo uGARCH y

PF para el problema de filtrado y predicción de la volatilidad estocástica del ı́ndice NASDAQ

Composite. El desempeño del modelo propuesto es comparado con el modelo logaŕıtmico de

VE y con el modelo GARCH. Además, EKF es utilizado para validar el eficiencia de PF en

el filtrado y la predicción de estado en los modelos de volatilidad mencionados.



Caṕıtulo 6

Análisis de Resultados

En este caṕıtulo se presentan, comparan, y evalúan, los resultados de los enfoques pro-

puestos para estimar y predecir la volatilidad estocástica de una serie de retornos financieros.

Las estructuras de filtrado PF y EKF son implementadas considerando los modelos dinámi-

cos log-VE y uGARCH, utilizando tanto datos simulados como series financieras reales. La

evaluación de los resultados obtenidos es realizada por medio de un conjunto de indicadores

propuestos.

La plataforma para todas las simulaciones y estimaciones fue MATLAB 7.9 (R2009b)

corriendo sobre Mac OS X 10.5.8 en un Intel Core 2 Duo de 2.16GHz (32bits). El ajuste de

modelos GARCH mediante ML se realizó con el GARCH Toolbox, mientras que todo el código

utilizado para generar los resultados presentados en este caṕıtulo fue escrito espećıficamente

para este fin. Los algoritmos más importantes de este código pueden ser encontrados en el

Apéndice.

En la implementación de los modelos log-VE y uGARCH se consideró el concepto de

evolución artificial de parámetros tal como se precisó en (4.61)-(4.62), consecuentemente la

identificación de los parámetros del modelo uGARCH se realizó acorde a las consideraciones

del Caṕıtulo 5. La estimación del vector de estado y parámetros variantes en el tiempo

(hiperestado) fue realizada a través de esquemas Bayesianos de filtrado. En cuanto a los filtros

utilizados, se consideró EKF tal como fue presentado en (4.29)-(4.34), y la implementación

de FP fue el enfoque SIR presentado en la Sección 4.3.2, con 2000 part́ıculas y un umbral de

52
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remuestreo del 60 %.

La organización de este caṕıtulo es de la siguiente forma, en la Sección 6.1 se presentan

indicadores para cuantificar el desempeño de las estructuras propuestas, luego, en 6.2 se

presentan y evalúan los resultados de los algoritmos utilizando señales de retornos simuladas.

Finalmente, en 6.3 se presenta un análisis similar utilizando datos financieros reales, donde

se consideró el valor del ı́ndice NASDAQ Composite.

6.1. Indicadores de Desempeño

Para analizar cuantitativamente el desempeño de los modelos y filtros propuestos en el

contexto del filtrado y predicción de estado, se define el siguiente conjunto de indicadores.

En ambientes de simulación se considerará que el estado generado, y por ende conocido, es

la mejor estimación posible para el estado, mientras que en el caso de utilizar datos reales,

se considerará que la mejor aproximación del estado es una estimación suavizada de éste. La

motivación para usar una estimación suavizada como patrón de comparación es que, dado el

Teorema Rao-Blackwell, y el hecho de que la estimación del estado al instante t ∈ [1, T ], σ̄2
t ,

considera todas las observaciones disponibles (es decir, {rτ |τ ∈ [1, T ]}), ésta será mejor –en el

sentido de minimos cuadrados– que cualquier estimación que considere sólo las observaciones

{rτ |τ ≤ t}, si la estructura de estimación cumple ciertas propiedades (Rao 1965).

6.1.1. Filtrado

Para un instante dado t, es posible cuantificar la exactitud de un esquema de filtrado

mediante la expresión:

iACX (t) =
|σ̂2
t − σ̄2

t |
CIX(t)

(6.1)

donde σ̄2
t y CIX(t) son respectivamente las mejores estimaciones1 de σ2

t y del intervalo de

confianza (CI) del X %, al tiempo t. σ̂2
t es la estimación del estado σ2

t .

Con (6.1) es posible definir el ı́ndice de exactitud IACX , con respecto al CI del X %, como

1Es decir, una estimación suavizada o bien la propia señal generada donde corresponda.
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el promedio de iACX (t) durante el horizonte de filtrado [1,T], es decir:

IACX =
1

T

T∑
j=1

iACX (t) =
1

T

T∑
j=1

|σ̂2
t − σ̄2

t |
CIX(t)

(6.2)

Valores cercanos a cero del ı́ndice IACX sugieren que las estimaciones de la estructura

analizada son exactas con respecto a la propia estimación del CI del X %.

En cuanto a la precisión instantánea de una estructura de filtrado, ésta puede ser cuan-

tificada por (6.3).

iPRX (t) =
ĈIX(t)

CIX(t)
(6.3)

donde ĈIX(t) es la estimación del CI del X % de σ2
t al tiempo t proporcionada por el filtro

a evaluar.

Análogamente, con (6.3) es posible definir el ı́ndice de precisión IPRX relacionado con el

intervalo de confianza del X % como el promedio de iPRX (t) durante el horizonte de filtrado

[1,T], es decir:

IPRX =
1

T

T∑
j=1

iPRX (t) =
1

T

T∑
j=1

ĈIX(t)

CIX(t)
(6.4)

Valores cercanos a 1 para este indicador indican que la estimación de la estructura bajo

análisis reporta niveles de incertidumbre similares al proceso en estudio. Por otro lado, valores

menores que 1 reflejan que las estimaciones no son capaces de representar la dispersión real

del proceso.

6.1.2. Predicción

A diferencia de la evaluación de las rutinas de filtrado, en aplicaciones de predicción de

estado es de interés cuantificar el desempeño de las estructuras propuestas en el sentido

de que la predicción del intervalo de confianza incluya a la mejor aproximación del estado

(de acuerdo a lo expresado anteriormente). Este concepto tiene más sentido que construir

un indicador basado en el error de la predicción del valor esperado del estado, pues como

éste es un proceso estocástico, en general la probabilidad de que dicho proceso tome un
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valor determinado es nula. En este contexto, una medida instantánea del desempeño de la

predicción del estado en t, σ2
t , realizada en τ , i.e. (t− τ) instantes antes, se presenta en (6.5).

iFRX (τ) =
√

2

√(
σ̄2
t − ĈI

Sup

X (t, τ)
)2

+
(
σ̄2
t − ĈI

Inf

X (t, τ)
)2

CIX(t)
(6.5)

donde σ̄2
t es la mejor estimación de σ2

t , y ĈI
Inf

X (t, τ) y ĈI
Sup

X (t, τ) son respectivamente los

limites inferior y superior de la estimación del CI de σ2
t realizada en τ .

Un ı́ndice que cuantifique el desempeño de la predicción del estado σ2
t durante un peŕıodo

de tiempo definido [t0, t], es presentado en (6.6)

IFRX =
1

c

t∑
τ=t0+1

iFRX (τ)(τ − t0)2 (6.6)

=

√
2

c

t∑
τ=t0+1

√(
σ̄2
t − ĈI

Sup

X (t)
)2

+
(
σ̄2
t − ĈI

Inf

X (t, τ)
)2

CIX(t, τ)
(τ − t0)2

donde t0 ∈ R+, y la introducción del término (τ−t0)2 le da más importancia a las predicciones

a “corto plazo”, i.e. τ ∼ t, pues es de esperar que las estimaciones realizadas a pocos instantes

de t sean más acertadas. Además, c =
∑t

τ=t0+1(τ − t0)2 es una constante de normalización.

Valores pequeños para este ı́ndice indican que las predicciones del intervalo de confianza

del X % son precisas y que posiblemente contienen a σ̂2
t (τ), τ ∈ [t0, t]. Sin embargo, valores

menores a 1 indican que las predicciones del intervalo de confianza no son representativas de

la incertidumbre propia del proceso.

Con los ı́ndices presentados es posible realizar una comparación cuantitativa de los mo-

delos y filtros introducidos en los Caṕıtulos 3, 4 y 5, para el problema de la estimación de

la volatilidad estocástica. Se debe poner énfasis en que la utilización de una estimación sua-

vizada del estado es necesaria sólo en aplicaciones con datos financieros reales, pues cuando

los algoritmos son evaluados en un ambiente de simulación, el estado a estimar σ2
1:t es cono-

cido, y por ende, éste debe ser usado como señal de referencia absoluta. Es decir, es posible

considerar σ̄2
1:t = σ2

1:t.
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En los casos de series de retornos reales, es posible ocupar el modelo GARCH (3.3)

ajustado fuera de linea mediante ML como estructura de estimación suavizada.

6.2. Resultados Usando Series de Tiempo Generadas

En esta sección se presentan resultados de la utilización de los modelos y filtros propues-

tos para resolver los problemas de filtrado y predicción de una señal de retornos generada

mediante simulación. La consideración de resultados en un ambiente simulado permite una

comprensión acabada del comportamiento de los métodos implementados, pues en este caso

el proceso latente a estimar es conocido sin incertidumbre.

Ocupando el modelo logaŕıtmico de volatilidad estocástica (3.15)-(3.16) y el modelo

uGARCH (5.3)-(5.4) es posible generar secuencias de T muestras para la volatilidad, i.e.

σ2
1:T y V1:T , y construir un proceso de retornos r1:T según (3.2). Considerando dicho proceso

como las observaciones de los retornos de cierto instrumento financiero, se han implemen-

tado estructuras, basadas en EKF y PF, para estimar y predecir el proceso de volatilidad

generado.

6.2.1. Generación de Datos

Para evaluar la adaptatividad de las estructuras propuestas en simulación, las secuencias

generadas r1:T y σ2
1:T (o V1:T en el caso del modelo de log-VE), consideran un cambio de

parámetros.

Para validar el modelo de log-VE, se generó un proceso de T = 500 muestras V1:500,

con condición inicial V0 = −9,5 según la estructura del modelo logaŕıtmico de volatilidad

estocástica, cambiando dos de sus parámetros para la mitad de las muestras. Las primeras

250 muestras (t ∈ [1, 250]) fueron generadas según el modelo:

Vt = −1 + 0,85Vt−1 + ηt, ηt ∼ N
(

0,
1

10

)
(6.7)

rt = exp(
1

2
Vt)εt, εt ∼ N (0, 1) (6.8)
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mientras que las 250 muestras restantes (t ∈ [251, 500]) fueron generadas según:

Vt = −1 + 0,8Vt−1 + ηt, ηt ∼ N
(

0,
1

5

)
(6.9)

rt = exp(
1

2
Vt)εt, εt ∼ N (0, 1) . (6.10)

De forma similar al modelo de log-VE, para la validación del modelo uGARCH, se ge-

neró un proceso de T = 500 muestras σ2
1:500, con condición inicial σ2

0 = 0,002 según la

estructura del modelo GARCH(1,1), cambiando dos de sus parámetros para la mitad de las

muestras. Las primeras 250 muestras (t ∈ [1, 250]) fueron generadas según el modelo:

σ2
t = 10−6 + 0,6σ2

t−1 + 0,2u2t−1 (6.11)

rt = 9 · 10−4 + σtεt, εt ∼ N (0, 1) (6.12)

mientras que las 250 muestras restantes (t ∈ [251, 500]) fueron generadas según:

σ2
t = 10−6 + 0,85σ2

t−1 + 0,1u2t−1 (6.13)

rt = 9 · 10−4 + σtεt, εt ∼ N (0, 1) . (6.14)

Considerando subconjuntos de las series generadas según los modelos presentados, es

posible ajustar modelos para implementar rutinas de filtrado y predicción. En la siguiente

sección se presenta la identificación de dichos modelos.

6.2.2. Ajuste de Modelos para Estimación de Estado

Para implementar rutinas de filtrado utilizando los modelos log-VE y uGARCH, en algo-

ritmos PF y EKF, es necesario definir valores para los parámetros del modelo y condiciones

iniciales para el hiperestado. En el caso del modelo log-VE, es posible utilizar el subconjunto

del proceso generado según (6.7)-(6.10) r1:150 para ajustar un modelo GARCH(1,1) mediante

ML, el cual reporta una estimación σ̄2
1:150 de la volatilidad. Luego, considerando σ̄2

1:150, es

posible estimar el proceso latente de volatilidad logaŕıtmica en el peŕıodo t ∈ (1, 150) V1:150
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asumiendo:

V1:150 ' V 1:150 = 2 log(σ̄1:150), (6.15)

y ajustar el modelo log-VE mediante ML (pues de esta forma se dispone de una estimación

del proceso latente). Además, la condición inicial para el estado será considerada según:

V0 = log(r21). (6.16)

Con estas consideraciones, el modelo a usar para estimar la volatilidad logaŕıtmica, y los

parámetros del modelo, usando filtro de part́ıculas es:

Vt = γt + φtVt−1 + ηt, ηt ∼ N (0, σηt ) (6.17)

γt+1 = γt + η
(γ)
t (6.18)

φt+1 = φt + η
(φ)
t (6.19)

σηt+1 = σηt + η
(ση)
t (6.20)

rt = exp

(
1

2
Vt

)
εt (6.21)

donde los procesos de ruido η
(γ)
t , η

(φ)
t , η

(ση)
t son normales de media nula y baja varianza, con

respecto a la magnitud de sus respectivas condiciones iniciales2, siendo éstas últimas:

V0 = −11,2 (6.22)

γ0 = −1,08 (6.23)

φ0 = 0,85 (6.24)

ση0 = 0,37 (6.25)

Por otro lado, los resultados de la consideración del modelo (6.17)-(6.25) en una rutina de

estimación basada en EKF no son óptimos, pues éste esquema asume que el sistema dinámico

sólo considera ruido aditivo, por lo que el parámetro σηt no podŕıa ser estimado. Además,

resultados experimentales preliminares evidencian que el asumir γt variante en el tiempo

introduce ruido excesivo en la estimación al usar EKF.

210 % de la condición inicial de cada parámetro.
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Con estas consideraciones, el modelo a usar para filtrar la volatilidad logaŕıtmica usando

el filtro extendido de Kalman es:

Vt = −1,08 + φtVt−1 + ηt, ηt ∼ N (0, 0,37) (6.26)

φt+1 = φt + η
(φ)
t (6.27)

rt = exp

(
1

2
Vt

)
εt (6.28)

donde los procesos de ruido y las condiciones iniciales V0 y φ0 cumplen con las mismas

propiedades que el modelo anterior.

Nótese que el resultado de aplicar ML con el fin de obtener los modelos dinámicos que

se utilizarán en las rutinas de estimación, implican ligeras diferencias entre las estimaciones

de los valores óptimos de las condiciones iniciales (6.23)-(6.25), y los valores reales de los

parámetros que se definen en (6.7), a pesar del supuesto introducido en (6.15). Sin embargo, en

el caso particular de la condición inicial (6.25), pueden apreciarse diferencias más significativas

debido a que el parámetro ση está asociado a un regresor desconocido, lo que conlleva un

problema de observabilidad.

Con respecto de la implementación del modelo uGARCH en las rutinas de estimación

de estado, del proceso de retornos generado según (6.11)-(6.14) r1:500, el subconjunto r1:150

se utilizó para identificar un modelo determińıstico GARCH(1,1) mediante ML. El sistema

identificado fue:

σ2
t = 8,4 · 10−7 + 0,6756σ2

t−1 + 0,184u2t−1 (6.29)

rt = 7,7 · 10−5 + σtεt. (6.30)

De forma similar a la identificación del modelo log-VE, las estimaciones de los parámetros

son bastante similares a los valores reales, de hecho, las estimaciones de α = 0,2 y β = 0,6

tienen un error menor a 15 %. Se pone énfasis en estas cantidades ya que son las responsables

de la estabilidad del modelo. Además, éstas fueron consideradas como parámetros variantes

en el tiempo tal como se verá a continuación.

Considerando que las estructuras de los modelos GARCH y uGARCH son iguales salvo
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las propiedades de la distribución del proceso de innovación3, los parámetros en el modelo

identificado (6.29)-(6.30) fueron utilizados como condiciones iniciales en un modelo uGARCH

de parámetros variantes en el tiempo. Este modelo sirvió de estructura subyacente para la

implementación de rutinas de filtrado utilizando PF y EKF, y está dado por:

αt = αt−1 + η
(α)
t−1 (6.31)

βt = βt−1 + η
(β)
t−1 (6.32)

σ2
t = 8,4 · 10−7 + βtσ

2
t−1 + αtσ

2
t−1η

2
t−1 (6.33)

rt = 7,7 · 10−5 + σtεt. (6.34)

donde los procesos de ruido η
(α)
t y η

(α)
t son Gaussianos de baja varianza con respecto a la

magnitud de sus respectivas condiciones iniciales, y η2t ∼ N (0, 1). Además, las condiciones

iniciales están dadas por:

α0 = 0,184 (6.35)

β0 = 0,6756 (6.36)

σ2
0 = r21 (6.37)

Con los modelos log-VE y uGARCH identificados, es posible implementar rutinas de

estimación y predicción de la volatilidad estocástica de las series generadas según (6.7)-

(6.10) y (6.11)-(6.14). En las siguientes secciones, se presentan dichos resultados utilizando

las estrcturas de estimación PF y EKF.

3Como se explicó en el Caṕıtulo 5
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6.2.3. Filtrado

6.2.3.1. log-VE

En la Figura 6.1 se presentan los procesos generados σ2
1:500 = 2 log(V1:500) y r1:500, además

de las estimaciones del valor esperado del estado y su intervalo de confianza del 95 % para

todo el peŕıodo simulado [1,500] utilizando PF y EKF. En esta figura se puede ver claramen-

te el cambio de parámetros introducido en el proceso simulado a partir de t = 250, y cómo

responde cada filtro a este cambio de comportamiento. La media de la estimación de PF

es similar al proceso generado por el modelo log-VE, asimilando rápidamente el cambio de

parámetros. Por otro lado, EKF reporta estimaciones altamente sesgadas y su estimación del

intervalo de confianza no comprende al proceso generado en la mayoŕıa del peŕıodo considera-

do. Adicionalmente, como las estimaciones de PF se encuentran en la forma de distribuciones

discretas, es posible construir versiones continuas de éstas mediante la utilización del kernel

de Epanechnikov (Li & Racine 2007). En la Figura 6.2 se muestran estas distribuciones para

los 30 primeros instantes del peŕıodo considerado, donde se ve cómo las estimaciones de PF

abandonan el valor de la condición inicial a medida que se reciben nuevas observaciones.
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Figura 6.1: Resultados para la estimación de la volatilidad estocástica de la serie autogenerada
r1:500 usando el modelo log-VE. a) Negro: Volatilidad autogenerada con modelo log-
VE. Azul: Estimación de PF. Magenta: Estimación de PF del Intervalo de confianza
del 95 %. b) Negro: Volatilidad autogenerada con modelo log-VE. Azul: Estimación
de EKF. Magenta: Estimación de EKF del Intervalo de confianza del 95 %. c) Proceso
de retornos generado
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Figura 6.2: Versiones continuas de las estimaciones de la distribución de la volatilidad usando PF
y el modelo log-VE para los 30 primeros instantes del proceso simulado. En rojo se
muestran las medias.

En cuanto a la identificación paramétrica, ésta fue realizada adaptativamente en base a

evolución artificial con los respectivos filtros EKF y PF. Estas estimaciones se presentan en

la Figura 6.3. Se debe notar que la implementación basada en EKF sólo estima el parámetro

φt por las razones que se enunciaron anteriormente, no aśı PF, el cual es capaz de estimar

todos los parámetros. La Figura 6.3 muestra cómo el cambio de parámetros fue detectado

por ambos filtros, pues a pesar del ruido presente en las estimaciones es posible notar una

disminución en la estimación de φt y una aumento para σηt en t = 250.
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Figura 6.3: Estimaciones de los parámetros γ, φ y ση del modelo log-VE usando serie de retornos
simulada. Rojo: Estimación de máxima verosimilitud para el modelo GARCH usando
r1:150 (offline). Azul: Estimación online EKF. Negro: Estimación online PF.

6.2.3.2. uGARCH

En la Figura 6.4 se presentan los procesos generados por el modelo GARCH σ2
1:500 y

r1:500, además de las estimaciones del valor esperado del estado y su intervalo de confianza

del 95 %, para todo el peŕıodo simulado [1,500] realizadas por PF y EKF, usando el modelo

uGARCH. En esta figura se puede ver que, a pesar del cambio de parámetros en la generación
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del proceso σ2
1:500, el filtrado usando PF sigue a dicho proceso de forma muy exacta, y su

estimación del CI siempre abarca al proceso generado. Por otro lado, la estimación reportada

por EKF es evidentemente sesgada, y su estimación del intervalo de confianza no comprende

a σ2
1:500 durante la mayoŕıa del peŕıodo considerado.
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Figura 6.4: Resultados para la estimación de la volatilidad estocástica de la serie simulada r1:500
usando el modelo GARCH. a) Negro: Volatilidad autogenerada con modelo GARCH.
Azul: Estimación de PF y uGARCH. Magenta: Estimación de PF y uGARCH del In-
tervalo de confianza del 95 %. b) Negro: Volatilidad autogenerada con modelo GARCH.
Azul: Estimación de EKF y uGARCH. Magenta: Estimación de EKF y uGARCH del
Intervalo de confianza del 95 %. c) Proceso de retornos generado mediante GARCH.

Versiones continuas de la densidad estimada mediante PF (kernel de Epanechnikov) se

muestran en la Figura 6.5 para las 30 primeras estimaciones, en esta figura se puede ver
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cómo las estimaciones se alejan de la media y varianza iniciales a medida se reciben las

observaciones de los retornos.

Además, en este caso los parámetros también han sido estimados adaptativamente me-

diante estimación artificial con los filtros EKF y PF. Estas estimaciones se presentan en la

Figura 6.6, donde se puede ver: (i) el cambio de comportamiento a partir de t = 250, sugirien-

do un cambio de parámetros, y (ii) el problema de observabilidad asociado a la estimación

conjunta de los parámetros α y β, tal como fue mencionado en el Caṕıtulo 5 .

Figura 6.5: Versiones continuas de las estimaciones de la distribución de la volatilidad usando
PF y el modelo uGARCH para los 30 primeros instantes usando la serie de retornos
simulada. En rojo se muestran las medias.
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Figura 6.6: Estimaciones de los parámetros α y β del modelo uGARCH para una serie de retornos
simulada. Rojo: Estimación de máxima verosimilitud para el modelo GARCH usando
r1:80 (offline). Azul: Estimación online EKF. Negro: Estimación online PF.

6.2.4. Predicción

Basado en resultados preliminares, el criterio para realizar las predicciones usando filtro de

part́ıculas se basó en realizar únicamente la etapa de predicción (4.13), ignorando la etapa de

actualización (4.14). Esto es equivalente a realizar ambas etapas y asumir que la densidad de

verosimilitud de las observaciones p(rt|σ2
t ) es uniforme; es decir, se asumió que cualquier valor

de σ2
t tiene la misma verosimilitud de generar los retornos (no observados en el problema de
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predicción). Con este supuesto, ni siquiera es necesario calcular el valor esperado de dichos

retornos. Igualmente, el criterio para predecir la volatilidad usando el filtro extendido de

Kalman fue considerar sólo la etapa de predicción; esto es asumir que el valor esperado de

los retornos es igual a la estimación predicha, lo que implica que el término de error en (4.31)

sea nulo.

Para implementar dichas rutinas de predicción de la volatilidad estocástica en un ambien-

te simulado, se han considerado los procesos r1:200, σ
2
1:200 generados por los modelos (6.7)-(6.8)

(log-VE), y (6.11)-(6.12) (uGARCH). Además, el subconjunto r1:150 se ha utilizado para iden-

tificar un conjunto apropiado de parámetros (o de las condiciones iniciales de los parámetros

cuando corresponda) para predecir la volatilidad al instante t = 200, σ2
200 considerando mues-

tras según τ ∈ [150, 200]. Los resultados de esta rutina de predicción para cada uno de los

modelos introducidos en los Caṕıtulos 3 y 5 se presentan a continuación.

6.2.4.1. log-VE

El modelo utilizado para generar los procesos r1:200 y σ2
1:200 = exp(V1:200) fue (6.7)-(6.8).

Además, la identificación de cada modelo log-VE (para utilizar en conjunto con PF y con

EKF) fue realizada considerando el subconjunto r1:150 de la misma forma que en la Subsección

6.2.2.

En la Figura 6.7 se presentan los resultados de la predicción de la señal generada σ2
150:200,

utilizando las observaciones r1:150, y se puede ver cómo las predicciones tienden al punto de

equilibrio a medida que el horizonte de predicción aumenta. Estos puntos de equilibrio son

distintos debido a que los enfoques que utilizan EKF y PF usan distintos modelos dinámicos

(EKF no considera todos los parámetros como variantes en el tiempo), y distintos criterios

de predicción.
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Figura 6.7: Predicción de la volatilidad estocástica autogenerada usando el modelo log-VE para
t ∈ [150, 200]. Rojo: Proceso generado. Negro: Estimación de PF de media (grueso)
y CI del 95 % (delgado). Azul: Estimación de EKF de media (grueso) y CI del 95 %
(delgado). Para t ≤ 150 la estimación corresponde a filtrado y para t > 150 a predicción
considerando sólo la información hasta t = 150 (Abscisas = t).

Figura 6.8: Predicción de la volatilidad estocástica autogenerada usando el modelo log-VE para
t = 200 en función del horizonte de predicción. Rojo: Valor de la volatilidad estocástica
en t = 200, σ2200. Negro: Predicción del valor esperado (grueso) y del CI del 95 %
(delgado) de σ2200 usando muestras hasta τ ∈ [150, 200] usando PF. Azul: Predicción
del valor esperado (grueso) y del CI del 95 % (delgado) de σ2200 usando muestras hasta
τ ∈ [150, 200] usando EKF (Abscisas = τ).

Con respecto de la mejora de las predicciones de σ2
200 a medida que el horizonte de

predicción disminuye, en la Figura 6.8 se ve que para ambas estructuras, EKF y PF, el
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valor esperado de las estimaciones se aproxima a σ2
200. Además, se ve que el tamaño del

intervalo de confianza estimado por PF –a diferencia del estimado por EKF– presenta una

baja dependencia con respecto al horizonte de predicción. Es importante notar también que

la media de la estimación proporcionada por PF no mejora monótonamente, esto se tiene

porque PF incorpora rápidamente los cambios en el proceso de retornos observado, por lo

que el valle en la señal generada σ2
t poco antes de t = 170 ciclos provoca que las predicciones

tengan un valor menor.

6.2.4.2. uGARCH

Siguiendo la lógica de la implementación de la rutina de predicción basada en el modelo

log-VE, el modelo para generar los procesos r1:200 y σ2
1:200 en esta etapa fue (6.11)-(6.12).

Además, la identificación de cada modelo uGARCH (para PF y EKF) también fue realizada

considerando el subconjunto r1:150.

En la Figura 6.9 se puede ver, como es de esperar, que las predicciones igualmente tienden

a su punto de equilibrio. A diferencia de la implementación basada en el modelo log-VE, en

este caso los puntos de equilibrios son muy similares, esto es debido a que ambas estructuras

de estimación consideran a ambos parámetros como variantes en el tiempo, a pesar de que

las estimaciones de los parámetros por ambas estructuras no son iguales (ver Figura 6.6),

pues la estimación de los parámetros del modelo uGARCH con el EKF tiene problemas de

observabilidad tal como se comentó en el Caṕıtulo 5.

Además, de la Figura 6.10 se puede ver que la predicción de PF mejora de forma monótona

a medida que el horizonte de predicción disminuye, a diferencia de la predicción de EKF. Es

importante notar que el intervalo de confianza del 95 % predicho por PF incluye a σ2
200 para

horizontes de predicción menores a 20 ciclos, en cambio el predicho por EKF no se aproxima

a σ2
200, lo que era de esperar basado en las estimaciones presentadas en la Figura 6.4 b).



6.2. Resultados Usando Series de Tiempo Generadas 72

Figura 6.9: Predicción de la volatilidad estocástica autogenerada usando el modelo uGARCH para
t ∈ [150, 200]. Rojo: Proceso generado. Negro: Estimación de PF de media (grueso)
y CI del 95 % (delgado). Azul: Estimación de EKF de media (grueso) y CI del 95 %
(delgado). Para t ≤ 150 la estimación corresponde a filtrado y para t > 150 a predicción
considerando sólo la información hasta t = 150 (Abscisas = t).

Figura 6.10: Predicción de la volatilidad estocástica autogenerada usando el modelo uGARCH
para t = 200 en función del horizonte de predicción. Rojo: Valor de la volatilidad
estocástica en t = 200, σ2200. Negro: Predicción del valor esperado (grueso) y del CI
del 95 % (delgado) de σ2200 usando muestras hasta τ ∈ [150, 200] usando PF. Azul:
Predicción del valor esperado (grueso) y del CI del 95 % (delgado) de σ2200 usando
muestras hasta τ ∈ [150, 200] usando EKF (Abscisas = τ).
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6.2.5. Evaluación

Utilizando los indicadores presentados en la Sección 6.1 es posible cuantificar el desempeño

de los modelos y filtros presentados en un ambiente de simulación. En la Tabla 6.1 se presentan

dichos indicadores para cada uno de los casos analizados en las secciones anteriores. De la

información en esta Tabla, se puede inferir que –para el problema de filtrado– las estimaciones

de PF son más exactas que las de EKF para ambos modelos. Sin embargo, las estimaciones

de EKF son más precisas que las de PF, lo cual no es tan bueno como parece, pues las

estimaciones de EKF son altamente sesgadas. Finalmente, las estimaciones usando el modelo

uGARCH son en general más precisas y exactas que las hechas usando el modelo log-VE

para cualquier filtro.

Tabla 6.1: Índices de desempeño para resultados de filtrado y predicción de una señal simulada de
retornos usando los modelos log-VE y uGARCH, y los filtros PF y EKF.

Modelo log-VE uGARCH
Filtro PF EKF PF EKF
IAC95 0.57 1.98 0.23 1.62
IPR95 2.9 0.84 1.91 1.31
IFR95 5.9 14.7 1.896 2.195

En cuanto al desempeño de las estructuras propuestas para el problema de predicción, se

puede ver que el modelo uGARCH reporta mejores predicciones que el modelo log-VE en el

sentido del tamaño del CI predicho ĈIX , y su posición con respecto al proceso de volatilidad

generado. De hecho, el modelo uGARCH muesra valores cercanos a 1 para el ı́ndice IFR95 , lo

que quiere decir que la mayor parte del tiempo, ĈIX comprende a la estimación suavizada

tal como se vió en la Figura 6.10.

En esta sección, se han presentado, comparado, y evaluado los resultados del filtrado

y predicción de la volatilidad estocásticas de un proceso simulado de retornos utlizando

dos estructuras de modelación, y dos estructuras de filtrado. A continuación se presenta un

análisis similar, pero utilizando una serie de retornos reales.
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6.3. Resultados para el Índice NASDAQ Composite

En funcionamiento desde el 5 de Febrero de 1971, el ı́ndice NASDAQ Composite (INC)

representa a los más de 3000 componentes que cotizan en el mercado NASDAQ4, y es mun-

dialmente reconocido como indicador del funcionamiento del mercado de la tecnoloǵıa. El

estudio de la volatilidad de INC –motivado por inversionistas interesados en transar deriva-

dos sobre éste y por agentes que pretenden entrar al mercado de la tecnoloǵıa– es un desaf́ıo

interesante dadas las fuertes fluctuaciones y los altos niveles de incertidumbre que este ı́ndice

ha mostrado desde sus inicios. Estas caracteŕısticas convierten a INC en un buen candidato

para validar las estructuras propuestas.

6.3.1. Preprocesamiento

En vista de que los modelos presentados en los Caṕıtulos 3 y 5 asumen que el proceso

observado es una serie de tiempo de retornos, los datos disponibles –en forma de series de

precios, o ı́ndices– deben ser convertidos a retornos. La conversión en este trabajo fue reali-

zada usando composición continua5, es decir, los precios pt y retornos rt están relacionados

mediante:

rt = log(
pt+1

pt
) (6.38)

En la Figura 6.11 se puede ver la serie de precios de cierre diario del ı́ndice NASDAQ

Composite6, y sus respectivos retornos utilizando (6.38) para los d́ıas hábiles de los últimos

4 años. En esta figura, se ven los primeros indicios del comienzo de la recesión de fines del

2008. La muestra 600 representa Septiembre 4, 2008.

4National Association of Securities Dealers Automated Quotations
5Continuous compounding.
6Obtenida de http://finance.yahoo.com
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Figura 6.11: Índice NASDAQ Composite y sus retornos entre Abril 18, 2006 y Abril 8, 2010.

Además, para justificar el uso de modelos autoregresivos para la volatilidad (o la varianza),

es necesario verificar que la serie de INC presenta clustering de volatilidad. Para verificar esto,

considerése la autocorrelación de los retornos y de los cuadrados de éstos.

En la Figura 6.12 se puede ver que si bien los retornos no presentan una autocorrelación

significativa, los cuadrados de éstos śı lo hacen, lo que motiva el uso de modelos autoregresivos

para la varianza. Se debe notar además que la autocorrelación de los cuadrados de los retornos

presenta un lento decaimiento, lo que es usual en series financieras y representa cierto grado

de no estacionariedad/markovianidad común en las series de retornos financieros.
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Figura 6.12: Funciones de autocorrelación muestral para a) el proceso de retornos y b) el proceso
de los cuadrados de los retornos del ı́ndice NASDAQ Composite entre Abril 18, 2006
y Abril 8, 2010.

Continuando con la justificación de la utilización de modelos de volatilidad estocástica

(i.e. uGARCH y log-VE), se deben verificar los estad́ısticos del proceso de retornos. Es

posible estimar los momentos de orden superior (3er y 4to) con las medidas estándar, o

convencionales, con la finalidad de tomar en cuenta toda la información contenida en los

outliers7, i.e.:

Skewness ' 1

M

M∑
t=1

(
rt − r̂
ŝ

)3

(6.39)

Kurtosis ' 1

M

M∑
t=1

(
rt − r̂
ŝ

)4

− 3 (6.40)

donde t = 1 corresponde a Abril 18, 2006; el instante M = 1000 corresponde a Abril 8, 2010;

rt es el retorno del ı́ndice en el instante t, y tanto la media muestral r̂, como la desviación

estándar muestral ŝ están dadas por:

r̂ =
1

M

M∑
t=1

rt (6.41)

ŝ =
1

M

M∑
t=1

(rt − r̂)2 (6.42)

7O realizaciones aisladas del proceso
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Para una revisión sobre distintas medidas robustas de los 3er y 4to momentos, referirse a

(Kim & White 2004).

Tabla 6.2: Mediana y 4 primeros momentos para los retornos del ı́ndice NASDAQ Composite entre
Abril 18, 2006 y Abril 8, 2010

Mediana Media Varianza Skewness Kurtosis
0.0010 3.3665e-05 3.0177e-04 -0.1381 8.9040

Con estas consideraciones, en la Tabla 6.2 se presentan la mediana y los 4 primeros mo-

mentos muestrales para los retornos de ı́ndice dentro del peŕıodo mencionados. Para verificar

si estos valores efectivamente representan un exceso de 3er y 4to momento, considérense

las estimaciones de los errores estándar de skewness (ses) y kurtosis (ses) presentadas en

(Tabachnick & Fidell 1996), definidas por:

ses =

√
6

M
= 0,0775 (6.43)

sek =

√
24

M
= 0,1549 (6.44)

Además, basándose en el criterio de que para que exista efectivamente presencia de 3er

y 4to momentos, las aproximaciones de éstos (Tabla 6.2) deben mayores que 2 veces sus

respectivos errores estándar. Con esto, es posible afirmar que dichos valores sugieren que la

serie de retornos considerada efectivamente presenta alta kurtosis. En cambio la presencia de

asimetŕıa no es tan evidente, pues la skewness muestral está dentro del rango considerado

como error de aproximación.

Finalmente, en la Figura 6.13 se muestra un histograma de la serie de retornos y una

distribución normal de igual media y varianza. En esta figura se puede ver claramente que

la asimetŕıa de los retornos no es considerable, en cambio las altas frecuencias en torno a la

media evidencian la presencia de excess kurtosis con respecto a las distribución normal.
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Figura 6.13: Histograma de los retornos del ı́ndice NASDAQ Composite entre Abril 18, 2006 y
Abril 8, 2010. En rojo se presenta una distribución normal de igual media y varianza.

Con los resultados presentados en esta sección, es posible justificar la utilización de los

modelos propuestos en los Caṕıtulos 3 y 5, en conjunto con las estructuras de estimación de

estado presentadas en el Caṕıtulo 4. A continuación, se implementan dichos enfoques en el

contexto del filtrado y la predicción de la volatilidad del ı́ndice NASDAQ Composite.

6.3.2. Filtrado

Para evaluar los resultados de la utilización de los modelos log-VE y uGARCH en el con-

texto del filtrado de la volatilidad estocástica de INC, se consideró su valor de cierre diario

desde Julio 21, 2008 hasta Julio 17, 2009 (250 muestras correspondientes sólo a d́ıas hábiles,

compuestas continuamente, y denotadas por r1:250), obtenido desde http://finance.yahoo.com.

La motivación para considerar este intervalo de tiempo es evaluar la respuesta de las estruc-

turas de filtrado frente a cambios significativos en el ı́ndice, ya que el instante t = 50 del

peŕıodo considerado representa Septiembre 30, 2008; es decir, la fecha aproximada del inicio

de la crisis 2008-2010 que comenzó en EUA8

6.3.2.1. log-VE

De la serie de retornos r1:250, se consideró el subconjunto correspondiente a las primeras

80 muestras, i.e. r1:80, para identificar un modelo GARCH(1,1), y posteriormente ajustar los

8De acuerdo al National Bureau of Economic Research.
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parámetros y condiciones iniciales de los modelos log-VE para los filtros EKF y PF mediante

ML, de la misma forma que se hizo en la Sección 6.2.

En la Figura 6.14 se presentan el ı́ndice y sus retornos, además de todas las estimaciones

realizadas. En la Subfigura c) se puede ver la cáıda del ı́ndice en t = 50, mientras que d)

muestra cómo los retornos tienen cada vez mayor varianza a partir de este instante. En cuanto

a los resultados de los filtros, tanto PF como EKF identifican el cambio en la volatilidad de

los retornos, pues ambas estimaciones de la volatilidad se asemejan a la señal suavizada, a

pesar de que la estimación de EKF parece ser mucho más sesgada.



6.3. Resultados para el Índice NASDAQ Composite 80

Figura 6.14: Resultados del filtrado de la volatilidad estocástica de los retornos del ı́ndice NAS-
DAQ Composite r1:250 durante el peŕıodo Julio 21, 2008 - Julio 17, 2009 usando el
modelo log-VE. a) Negro: Estimación suavizada de la volatilidad de ı́ndice por un
modelo GARCH(1,1) y ML. Azul: Estimación de PF. Magenta: Estimación de PF
del CI del 95 %. b) Negro: Estimación suavizada de la volatilidad del ı́ndice por
un modelo GARCH(1,1) y ML. Azul: Estimación de EKF. Magenta: Estimación de
EKF del CI del 95 %. c) Valores observados del ı́ndice. d) Retornos del ı́ndice usando
composición cont́ınua.

En la Figura 6.15 se presentan las estimaciones de las fdp de la volatilidad al instante
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t = 76, σ2
76 (Noviembre 5, 2008) estimadas por ambos filtros, el conjunto de part́ıculas, y la

estimación suavizada para dicho instante. En esta figura se puede ver que a pesar de que EKF

entrega una estimación más precisa, su densidad indica que es probable que la volatilidad

tome valores que en realidad tienen verosimilitud nula (el soporte de la estimación de EKF

de la fdp de σ2
76 incluye valores negativos). Nótese que en la Figura 6.15 b), el conjunto de

part́ıculas fue truncado, ignorándo el 0.02 % de las part́ıculas.

Además, las estimaciones adaptativas de los parámeros –presentadas en la Figura 6.16–

muestran (i) variaciones muy pequeñas para µ (< 5 %), (ii) consistencia por parte de ambos

filtros para φ, y (iii) pequeñas variaciones para ση (< 5 %).

Figura 6.15: Densidades estimadas para la volatilidad del ı́ndice NASDAQ Composite en Noviem-
bre 5, 2008 usando el modelo log-VE. a) Magenta: Versión continua de la estimación
de la fdp de σ276 estimada mediante PF, Azul: Estimación de la fdp de σ276 por EKF,
Negro: Estimación suavizada de σ276 por GARCH(1,1)y ML, Rojo: Valor esperado de
σ276 estimado por PF. b) Part́ıculas correspondientes a la estimación de σ276 de PF.
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Figura 6.16: Estimaciones de los parámetros γ, φ y ση del modelo log-VE para los retornos del
ı́ndice NASDAQ Composite. Rojo: Estimación de máxima verosimilitud para el mo-
delo GARCH usando r1:80 (offline). Azul: Estimación online EKF. Negro: Estimación
online PF.

6.3.2.2. uGARCH

Para implementar el filtrado de la volatilidad del INC usando en modelo uGARCH, se

utilizó el subconjunto r80 para identificar un modelo GARCH(1,1) mediante ML y estimar los

parámetros y condiciones iniciales de un modelo uGARCH (se aprovecharon las similitudes
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entre los modelos GARCH y uGARCH de la misma forma que se hizo en la Sección 6.2).

En la Figura 6.17 se presentan el ı́ndice y sus retornos, además de todas las estimaciones

realizadas. En esta figura se puede ver la estructura basada en EKF no es capaz de seguir

la estimación suavizada, en cambio PF sigue la estimación suavizada de forma muy exacta y

sin caer es una estimación imprecisa del CI. Esta figura representa la habilidad del conjunto

PF-uGARCH para seguir cambios abruptos en los procesos de volatilidad estocástica, tal

como se vió en simulación en la Figura 6.4.
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Figura 6.17: Resultados del filtrado de la volatilidad estocástica de los retornos del ı́ndice NAS-
DAQ Composite r1:250 durante el peŕıodo Julio 21, 2008 - Julio 17, 2009 usando el
modelo uGARCH. a) Negro: Estimación suavizada de la volatilidad de ı́ndice por un
modelo GARCH(1,1) y ML. Azul: Estimación de PF. Magenta: Estimación de PF
del Intervalo de confianza del 95 %. b) Negro: Estimación suavizada de la volatilidad
de ı́ndice por un modelo GARCH(1,1) y ML. Azul: Estimación de EKF. Magenta:
Estimación de EKF del Intervalo de confianza del 95 %. c) Valores observados del
ı́ndice. d) Retornos del ı́ndice usando composición cont́ınua.

En la Figura 6.18 se presentan las densidades estimadas por ambos filtros para la vola-



6.3. Resultados para el Índice NASDAQ Composite 85

tilidad al instante t = 76, σ2
76 (Noviembre 5, 2008), además del conjunto de part́ıculas y de

la estimación suavizada para este instante. En esta Figura se puede ver que, igualmente que

los resultados de la utilización del modelo log-VE mostrado en la Figura 6.15, la estimación

de PF es más exacta que la de EKF, de hecho, el valor esperado de σ2
76 estimado por PF es

muy similar a la estimación suavizada de la volatilidad. Sin embargo, la verosimilitud de que

la volatilidad tome valores negativos –estimada por EKF– es mucho menor que la reportada

al usar el modelo log-VE.

Figura 6.18: Densidades estimadas para la volatilidad del ı́ndice NASDAQ Composite en No-
viembre 5, 2008 usando el modelo uGARCH. a) Magenta: Versión continua de la
estimación de la fdp de σ276 estimada mediante PF, Azul: Estimación de la fdp de
σ276 por EKF, Negro: Estimación suavizada de σ276 por GARCH(1,1), Rojo: Valor
esperado de σ276 estimado por PF. b) Part́ıculas correspondientes a la estimación de
σ276 de PF.

La Figura 6.19 presenta la evolución de la estimación de los parámetros del modelo

uGARCH, esta figura muestra claramente el problema de observabilidad de los parámetros

α y β generado al estimar los parámetros como se explicó en el Caṕıtulo 5. Las estimaciones

de ambos parámetros realizadas por EKF son iguales salvo una constante, pues en realidad

el parámetro que se estimó fue α+ β. En cuanto a la estimación de los parámetros realizada
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por PF, a pesar de presentar pequeñas variaciones, la cáıda de la estimación de αt a partir de

t = 100 ciclos explica la estabilización de INC después de su cáıda en Septiembre 30, 2008.

Figura 6.19: Estimaciones de los parámetros α y β del modelo uGARCH para los retornos del ı́ndi-
ce NASDAQ Composite. Rojo: Estimación de máxima verosimilitud de los paráme-
tros del modelo GARCH usando r1:80 (offline). Azul: Estimación online EKF. Negro:
Estimación online PF.

Los resultados presentados en esta sección dejan de manifiesto las ventajas del conjunto

uGARCH-PF en aplicaciones de filtrado de la volatilidad estocástica de instrumentos fi-

nancieros, en el sentido de entregar estimaciones precisas y exactas. Estas aseveraciones se

respaldarán en la Sección 6.3.4.
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A continuación se presentan los resultados de las estructuras presentadas para el problema

de la predicción de la volatilidad estocástica de INC.

6.3.3. Predicción

Considerando el criterio de predicción explicado en la Sección 6.2.4 se han implementado

rutinas de predicción de la volatilidad del ı́ndice NASDAQ Composite. Para esto, se consi-

deró el proceso de retornos r1:100, equivalente al peŕıodo Julio 21, 2008 - Diciembre 15, 2008,

donde el subconjunto r1:50 se utilizó para identificar los parámetros y las condiciones iniciales

de los modelos a utilizar para predecir la volatilidad al instante t = 100, σ2
100 considerando

muestras hasta τ ∈ [50, 100]. Los resultados de esta rutina de predicción para cada uno de los

modelos log-VE y uGARCH son presentados a continuación tal como se hizo en simulación

(Sección 6.2.4).

6.3.3.1. log-VE

Al igual que en la implementación de filtrado usando el modelo log-VE, el modelo para

predecir la volatilidad de INC fue ajustado considerando un modelo GARCH(1,1), identifi-

cado mediante ML, y la transformación V1:50 = 2 log(σ1:50).
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Figura 6.20: Predicción de la volatilidad estocástica del ı́ndice NASDAQ Composite usando el mo-
delo log-VE para t ∈ [50, 100]. Rojo: Estimación suavizada de σ2t con GARCH(1,1).
Negro: Estimación de PF de media (grueso) y CI del 95 % (delgado). Azul: Estima-
ción de EKF de media (grueso) y CI del 95 % (delgado). Para t ≤ 50 la estimación
corresponde a filtrado y para t > 50 la predicción considerando sólo la información
hasta t = 50 (Abscisas = t).

Figura 6.21: Predicción de la volatilidad estocástica del ı́ndice NASDAQ Composite usando el
modelo log-VE para t = 100. Rojo: Estimación suavizada de la volatilidad estocásti-
ca en t = 100, σ2100. Negro: Predicción del valor esperado (grueso) el CI del 95 %
(delgado) de σ2100 usando muestras hasta τ ∈ [50, 100] usando PF. Azul: Predicción
del valor esperado (grueso) el CI del 95 % (delgado) de σ2100 usando muestras hasta
τ ∈ [50, 100] usando EKF. (Abscisas = τ)

En la Figura 6.20 se presentan los resultados de la predicción del proceso de volatilidad
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de INC σ2
t y se puede ver cómo las predicciones tienden al punto de equilibrio a medida

que el horizonte de predicción aumenta. De forma similar a los resultados de simulación, los

puntos de equilibrio son distintos, pues los ambos enfoques usan distintos modelos dinámicos

y criterios de predicción.

Con respecto de la mejora de las predicciones de σ2
100 a medida que el horizonte de

predicción disminuye, en la Figura 6.21 se ve que para ambas estructuras, EKF y PF, el

valor esperado de las estimaciones se aproxima a σ2
100 de forma similar a los resultados en

simulación. De hecho, la dependencia en el tiempo del tamaño de los intervalos de confianza

estimados por ambos filtros también muestra propiedades similares a los resultados simulados.

6.3.3.2. uGARCH

En el caso de la predicción de la volatilidad de INC usando el modelo uGARCH, también

se ha ocupado la ventana de tiempo Julio 21, 2008 - Diciembre 15, 2008 (equivalente a r1:100),

y el subconjunto r1:50 para ajustar los parámetros del modelo de estimación.

En la Figura 6.22 se puede ver que las predicciones igualmente tienden a su punto de

equilibrio, el cual está muy alejado del valor real de la volatilidad, pues justamente en t = 50

hay un cambio considerable en el comportamiento de ı́ndice. Igual que en los resultados de

simulación, en este caso los puntos de equilibrios son muy similares, esto es debido a que

ambas estructuras de filtrado estiman adaptativamente los mismos parámetros del modelo

Además, de la Figura 6.23 se puede ver que si bien ambas estimaciones del valor esperado

mejoran de forma monótona a medida que el horizonte de predicción disminuye, el EKF falla

en asignar verosimilitud no nula a valores negativos para σ2
100. Es importante también notar

que el CI del 95 % estimado por PF incluye a la estimación suavizada de σ2
100 para horizontes

de predicción menores a 6, mientras que el CI estimado por EKF lo hace para horizontes

menores a 4.
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Figura 6.22: Predicción de la volatilidad estocástica del ı́ndice NASDAQ Composite usando
el modelo uGARCH para t ∈ [150, 200]. Rojo: Estimación suavizada de σ2t con
GARCH(1,1). Negro: Estimación de PF de media (grueso) y CI del 95 % (delgado).
Azul: Estimación de EKF de media (grueso) y CI del 95 % (delgado). Para t ≤ 150
la estimación corresponde a filtrado y para t > 150 a predicción considerando sólo la
información hasta t = 150 (Abscisas = t).

Figura 6.23: Predicción de la volatilidad estocástica del ı́ndice NASDAQ Composite usando el
modelo uGARCH para t = 200. Rojo: Estimación suavizada de la volatilidad es-
tocástica en t = 200, σ2200. Negro: Predicción del valor esperado (grueso) y del CI
del 95 % (delgado) de σ2200 usando muestras hasta τ ∈ [150, 200] usando PF. Azul:
Predicción del valor esperado (grueso) y del CI del 95 % (delgado) de σ2200 usando
muestras hasta τ ∈ [150, 200] usando EKF. (Abscisas = τ)
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6.3.4. Evaluación

Tal como se hizo con los resultados de simulación, a continuación se presenta una eva-

luación de las estructuras propuestas para filtrar y predecir la volatilidad de INC usando los

indicadores de desempeño presentados en la Sección 6.1.

En la Tabla 6.3 se presentan dichos ı́ndices. Es posible notar que los resultados de es-

timación de estado que consideran filtro de part́ıculas, son mucho más exactos que sus co-

rrespondiente de EKF, de hecho, para el caso de modelo uGARCH, el ı́ndice de exactitud es

un orden de magnitud inferior al de log-VE. Por otro lado, y al igual que los resultados de

simulación, el EKF es la estructura que reporta estimaciones más precisas, aunque no muy

alejadas de las presentadas por PF.

En cuanto a los resultados de predicción, la suprerioridad de uGARCH frente a log-VE

es considerable. Esta diferencia es atribuible a que el subconjunto de muestras considerado

es suficiente para ajustar un modelo uGARCH –en una rutina de predicción– pero no para

ajustar un modelo log-VE.

Tabla 6.3: Índices de desempeño para resultados de filtrado y predicción del ı́ndice NASDAQ
Composite usando los modelos log-VE y uGARCH, y los filtros PF y EKF.

Modelo log-VE uGARCH
Filtro PF EKF PF EKF
IAC95 1.34 3.52 0.29 4.06
IPR95 8.695 7.92 4.21 2.53
IFR95 34.96 32.71 3.39 4.02

Cabe destacar que el conjunto uGARCH-PF es el que presenta las ventajas más evidentes

para filtrar y predecir la volatilidad estocástica tanto en ambientes simulados como en el caso

real visto en esta sección. Estos resultados son consistentes con la teoŕıa presentada, pues se

ha mostrado la habilidad de los modelos no Gaussianos para modelar series de tiempos de

alta incertidumbre, y la capacidad de filtro de part́ıculas para estimar el estado, e identificar

adaptativamente los parámetros de modelos no lineales y no Gaussianos.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo se presenta, y evalúa, una estructura que considera estado latente, y

parámetros variantes en el tiempo, para modelar la volatilidad de una serie de retornos fi-

nancieros basada en la estructura del modelo determińıstico GARCH(1,1). Esta estructura

es comparada con el modelo logaŕıtmico de volatilidad estocástica en los problemas de esti-

mación y predicción de volatilidad, en ambientes simulados y con datos reales, utilizando dos

estructuras de filtrado: filtro de part́ıculas y filtro extendido de Kalman.

Mediante la introducción de ı́ndices de desempeño, fue posible cuantificar tanto la exac-

titud y precisión de las estructuras propuestas en el problema de estimación de estado, como

también la consistencia de la predicción de intervalos de confianza. Basado en dichos ı́ndi-

ces, es posible afirmar que los resultados más exactos del problema de estimación –tanto en

ambientes simulados como en la consideración de datos reales– son los correspondientes a

la implementación del modelo uGARCH en conjunto con filtro de part́ıculas. Igualmente,

dicho conjunto presenta respuestas considerablemente precisas, en comparación a las otras

estructuras consideradas. Es importante notar también que la implementación del modelo

uGARCH con EKF también entrega estimaciones precisas, pero altamente sesgadas.

En cuanto a los resultados del problema de predicción, es posible afirmar que el conjunto

uGARCH-PF –tanto en simulación como con datos reales– es el que presenta los resultados

más consistentes en el sentido de entregar predicciones exactas del intervalo de confianza,

que incluyen el valor real del proceso a predecir (o a una estimación suavizada de éste en el

92
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caso de la implementación con datos reales).

Finalmente, se cree que considerando mejores estimaciones para los parámetros, y las

condiciones iniciales de las cantidades variantes en el tiempo, los resultados del conjunto

uGARCH-PF podŕıan mejorar. En este sentido se propone identificar estas cantidades me-

diante Quasi-Máxima Verosimilitud, o Expectation Maximisation, y analizar los resultados

que dichas estimaciones producen para verificar si la incertidumbre relacionada a las estruc-

turas de estimación se acerca a los niveles de incertidumbre inherentes al proceso, es decir,

alcanzar ı́ndices de precisión en torno a 1.
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Apéndices

A . Códigos

T=500; // Cantidad de datos a generar1

τ=150; // Cantidad de datos a considerar para ajustar modelo GARCH2

σ0 = 0,002, C = 9 · 10−4, K = 10−6, β = 0,6, y α = 0,2;3

r0 ∼ N (0, σ0);4

for i = 1 : floor(T/2) do5

σ2
i = K + σ2

i−1 ∗ β + α ∗ (ri−1 − C)2;6

ri ∼ N (0, σi);7

end8

β = 0,85, α = 0,1; // Cambiar valor de α y β9

for i = floor(T/2) + 1 : T do10

σ2
i = K + σ2

i−1 ∗ β + α ∗ (ri−1 − C)2;11

ri ∼ N (0, σi);12

end13

[σ̄t, C̄, K̄, β̄, ᾱ]=garchfit(r1:T ); // GARCH Toolbox14

Algoritmo 1: Código de la generación de datos y ajuste de modelo correspondiente a
la Sección 6.2 - modelo uGARCH
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A . Códigos 102

T=500; // Cantidad de datos a generar1

τ=150; // Cantidad de datos a considerar para ajustar modelo GARCH2

V0 = −9,5, µ = −1, φ = 0,85, y seta = 0,1;3

r0 ∼ N (0, exp(V0/2));4

for i = 1 : floor(T/2) do5

V =
i µ+ φVi−1 + ηi, (ηi ∼ N (0, seta));6

ri ∼ N (0, σi);7

end8

φ = 0,8, seta = 0,2; // Cambiar valor de φ y seta9

for i = floor(T/2) + 1 : T do10

V =
i µ+ φVi−1 + ηi, (ηi ∼ N (0, seta));11

ri ∼ N (0, exp(Vi/2));12

end13

[σ̄t, C̄, K̄, β̄, ᾱ]=garchfit(r1:T ); // GARCH Toolbox14

[V t, µ, φ, seta]=LeastSquares([r1:T , 2 log(σ̄t)])15

Algoritmo 2: Código de la generación de datos y ajuste de modelos correspondiente a
la Sección 6.2 - modelo log-VE

N=2000; // Número de partı́culas1

Rth = 0,6; // Umbral de remuestreo2

for j=1:T do // Horizonte de estimación3

for i=1:N do // Para todas las partı́culas4

α
(i)
j+1 ∼ N (α

(i)
j , 0,1α0);5

β
(i)
j+1 ∼ N (β

(i)
j , 0,1β0);6

σ
2(i)
j+1 = K + βjσ

2(i)
j + αjσ

2(i)
j η2j , (ηj ∼ N (0, 1));7

W
(i)
j+1 = W

(i)
j p(rj+1|σ2(i)

j+1);8

end9

W
(1:N)
j+1 =

W
(1:N)
j+1∑N

i=1W
(i)
j+1

; // Normalización de pesos
10

if 1∑N
i=1W

2(i)
j+1

< Rth then // Remuestreo
11

for i=1:N do // Para todas las partı́culas12

Elegir [σ̂
2(i)
j+1, α̂

(i)
j+1, β̂

(i)
j+1] = [σ

2(i)
j+1, α

(i)
j+1, β

(i)
j+1] con probabilidad W

(i)
j+113

end14

[σ
2(1:N)
j+1 , α

(1:N)
j+1 , β

(1:N)
j+1 ] = [σ̂

2(1:N)
j+1 , α̂

(1:N)
j+1 , β̂

(1:N)
j+1 ]15

end16

end17

Algoritmo 3: Código de las rutinas de filtrado de las Secciones 6.2 y 6.3. Para la rutina
de predicción sólo se debe reemplazar la linea 8 por W

(i)
j+1 = W

(i)
j


