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Chapitre 1

Introduction

A quoi tu penses ?

Je pense que;

si en ouvrant un dictionnaire au hasard, on tombait sur le
mot hasard, ce serait un mairacle, alors que si on tombait sur
le mot maracle, ce serait un hasard.

H. Le Tellier, Les amnésiques n’ont rien vécu d’inoubliable.

Il peut paraitre irréaliste et prétentieux de vouloir, de par sa nature méme, quanti-
fier le hasard. C’est pourtant ce qui a conduit & la notion de Probabilité. Nous
allons dans ce livre introduire ce concept mathématique, dont la puissance permet-
tra de modéliser d’innombrables situations ot le hasard intervient, dépassant ainsi
largement le cadre restreint des jeux de dés et tirages de cartes. La modélisation pro-
babiliste est fondamentale dans tous les domaines d’applications, qu’ils soient issus des
sciences dures ou des sciences humaines, de la physique (physique quantique, physique
des particules), de la climatologie, de la biologie (mutations du généme), de I’écolo-
gie (variabilité des comportements individuels ou variations environnementales), de
I'informatique et des réseaux de télécommunications, du traitement du signal et de
la parole, de la médecine (imagerie médicale), de 1’économie, 1’assurance, la finance
(marchés boursiers), ou de la sociologie.
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1.1 Remerciements

Ce livre est issu d’un cours donné aux cing cents éléves de premiére année de I’Ecole
Polytechnique. Il est le fruit du travail pédagogique de nombreuses années, déve-
loppé tout d’abord a I’Université, puis dans son format actuel & I’Ecole Polytech-
nique. L’auteur remercie ses prédécesseurs Francis Comets et Michel Benaim pour
certaines de leurs idées, Michel Delasnerie et Florent Benaych-Georges pour leur aide
précieuse dans le développement des simulations, Amandine Veber et Carl Graham
pour leur relecture attentive de ce manuscrit, Aldjia Mazari pour la mise en page des
figures et tous les enseignants de petites classes pour leur formidable enthousiasme et
leurs encouragements : Stéphanie Allassonniére, Vincent Bansaye, Julien Berestycki,
Thierry Bodineau, Olivier Cappé, Jean-René Chazottes, Nicolas Chopin, Arnak Dala-
lyan, Jean-Frangois Delmas, Randal Douc, Christophe Giraud, Carl Graham, Arnaud
Guillin, Caroline Hillairet, Marc Hoffmann, Benjamin Jourdain, Jean-Michel Marin,
Stefano Olla, Olivier Rioul, Frangois Roueff, Denis Talay.

Symbole d’une résurrection hautement aléatoire ce livre remerecie également tous ceux
qui 'ont accompagnée.

1.2 Avant-Propos

Le mot Hasard est un mot d’origine arabe : az-zahr, le dé. Il est apparu en francais
pour signifier tout d’abord un jeu de dés, puis plus généralement un événement non
prévisible, et par extension le mode d’apparition de ce type d’événement.

Dans la vie quotidienne, chacun est familier avec le- mot. et méme le concept de pro-
babilité : probabilité qu’il pleuve la semaine suivante, probabilité d’avoir une fille aux
yeux bleus, probabilité de gagner au loto-ou celle d’étre dans la bonne file au super-
marché. Les assurances fixent le(contrat d’assurance-vie d’un individu de 20 ans, grace
4 une estimation de sa probabilité de survie & 80 ans. Dans de nombreux domaines,
les probabilités interviennent : les entreprises cherchent & calculer le besoin probable
de leurs produits dans le futur, les médecins cherchent & connaitre les probabilités
de succes de différents protocoles de soin, les compagnies pharmaceutiques doivent
estimer les probabilités d’apparitions d’effets secondaires pour leurs médicaments. Un
exemple récent et spectaculaire est celui de 'utilisation des probabilités en économie,
et en particulier en finance. Nous pouvons citer également d’autres domaines d’appli-
cations extrémement importants et en pleine expansion, aussi variés que le calcul de
structures, la théorie du signal, 'optimisation et le controle des systémes, I'imagerie
médicale, la génomique et la théorie de I’évolution.

Les probabilités sont en lien étroit avec la vie quotidienne. A ce titre, elles s’appuient
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sur un passage du concret a 'abstrait : la modélisation mathématique. En effet, la
premiére difficulté face a un probléme concret va étre de transformer cette réalité phy-
sique en un modéle mathématique abstrait qu’il est possible d’étudier et sur lequel
des calculs peuvent étre menés. Il est alors possible de fabriquer des expérimentations
fictives du probléme concret sur ordinateur, que ’on appelle des simulations numé-
riques, obtenues a partir du modéle mathématique. Ces simulations sont utilisées, soit
a des fins descriptives, soit a des fins numériques.

Pour pouvoir modéliser les innombrables situations, de natures trés différentes, ou le
hasard intervient, un cadre trés général d’étude.est nécessaire. Ce cadre abstrait a été
défini rigoureusement par Andrei Kolmogorov en 1933 (donc trés récemment), sous le
nom de modéle probabiliste. Sa définition a nécessité préalablement le développement
de théories d’analyse importantes telles le calcul intégral et la théorie de la mesure.

C’est ce grand écart entre I’apparente simplicité de certains problémes probabilistes
concrets, et I’abstraction que nécessite leur résolution, qui peut rendre le monde de
I'aléatoire difficile ou inquiétant, mais c’est aussi ce qui en fait un domaine mathéma-
tique fascinant et palpitant.

1.3 Phénoménes aléatoires

Le but de ce cours est d’introduire les notions de base de la théorie des probabilités,
et surtout de permettre d’acquérir le raisonnement probabiliste. Cette théorie des
probabilités ne peut se construire axiomatiquement qu’en utilisant la théorie de la
mesure et de 'intégration, ce qui en constitue une des difficultés principales. Nous
n’en donnerons dans ce texte que les éléments nécessaires & sabonne compréhension,
sans exiger de prérequis dans ce domaine. (Mais nous.reniarquerons que la théorie des
probabilités constitue un trés bel exemple d’application de la théorie de intégration).

L’objet de la théorie des probabilités est I’analyse mathématique de phénoménes dans
lesquels le hasard intervient. Ces phénoménes sont appelés des phénoménes aléa-
toires.

Définition 1.3.1 Un phénoméne est dit aléatoire si, reproduit maintes fois dans des
conditions identiques, il se déroule chaque fois différemment de telle sorte que le résultat
de I'expérience change d'une fois sur I'autre de maniére imprévisible.

Nous pouvons donner des exemples variés de tels phénoménes :
e Jeu de Pile ou Face

e Jeu de lancé de dés
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Dans ces deux exemples, la différence entre les résultats, si I'on réitére I’expérience,
peut étre liée a I'impulsion initiale communiquée au dé, a la rugosité de la table,
aux vibrations du plancher... Le hasard est l'illustration de la méconnaissance des
conditions initiales, car la piéce ou le dé ont des trajectoires parfaitement définies par
la mécanique classique.

e Durée de vie d'une ampoule électrique

e Temps de passage d’un bus

e Nombre de voitures passant une borne de péage

e Promenade d’un ivrogne : un pas en avant, deux pas en arriére...
e Position d’'un impact sur une cible, dans un jeu de fléchettes

e Evolution du prix.d’un actif financier au cours du temps

e Mutations dans le géndme.

Ces exemples présentent comme point commun des variations liées a la présence de
facteurs extérieurs, influant sur le résultat de ’expérience, et que l’on ne sait pas
controler. De nombreux effets physiques fonctionnent ainsiy et chaque phénoméne dé-
terministe est inévitablement accompagné d’écarts ‘aléatoires. Dans certains cas, il
est possible de négliger les éléments aléatoires et-de remplacer le phénomeéne réel par
un schéma simplifié, en sélectionnant/ pour ce faire les paramétres les plus importants
(comme par exemple en mécanique classique). Mais cette approximation n’est pas tou-
jours possible et il est souvent fondamental de pouvoir quantifier les écarts aléatoires.
Dans d’autres domaines, tels la physique quantique, l'aléatoire fait intrinséquement
partie de la théorie, et certaines mesures ne peuvent étre connues qu’aléatoirement
dans un ensemble de résultats possibles.

1.4 Deux idées majeures et incontournables

Deux idées majeures illustrent‘la ‘théorie des probabilités et son extréme richesse :
la loi des grands nombres et le conditionnement (lié a la notion d’indépendance).
Ces deux notions formeront l'ossature de ce cours et méritent d’étre assimilées en
profondeur.

1.4.1 La loi des grands nombres

La notion de hasard, ou d’aléatoire, est souvent liée & la méconnaissance de para-
meétres intervenant dans une expérience, ou & la trop grande multitude de ceux-ci.
Néanmoins, bien que ces comportements aléatoires soient a priori sujets a des varia-
tions imprévisibles, nous serons capables de donner des renseignements sur ce type de
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phénomeénes. L’idée majeure est que ces informations seront données par la répétition
de I'expérience.

En effet, 'observation d’un grand nombre de répétitions d’un méme phénoméne aléa-
toire permet d’y déceler généralement des lois régissant les résultats, tout a fait dé-
terminées, stables. Par exemple, pour toute piéce non truquée d’un jeu de Pile ou
Face, et quelque soit ’endroit ot se déroule le jeu, 1000 lancés de la piéce donneront
environ 50% de piles et 50% de faces. De méme, ’étude de la répartition des tailles
d’un groupe d’individus, et quel que soit 1’échantillon pris dans ce groupe, montre
qu’il y aura toujours une courbe des répartitions de méme type. Il va étre ainsi pos-
sible de prévoir la fréquence d’apparition ‘de chaque résultat, la valeur moyenne de
ces résultats et les oscillations autour de cette valeur moyenne.

C’est cette stabilité confirmée par l'expérience qui s’appelle Loi des grands
nombres, et qui légitime 'utilisation d’'un modéle mathématique.

1.4.2 Conditionnement et Indépendance

La construction d’un modéle probabiliste repose sur I'information connue a priori sur
I'expérience aléatoire. Ce modéle permet de quantifier les probabilités de réalisation de
certains résultats de I’expérience. Il est fondamental de remarquer que si 'information
change, les probabilités de réalisation changent. Par exemple, la chance de choisir au
hasard un homme de plus de 100 kilos parmi 1000 hommes de la population francaise
est plus grande si le groupe est composé d’hommes de plus de 1,80m que si le groupe
est composé d’hommes de moins de 1,66m. La richesse du modéle probabiliste que
nous allons construire réside dans le fait que si 'information change par rapport au
modéle initial, les nouvelles chances de réalisation pourront étre calculées. Ce raison-
nement lié & l'information a priori se résume en théorie des Probabilités par le mot
conditionnement. Quand 'information donuée a priori sur un phénoméne aléatoire
n’a aucune influence sur la réalisation d’un autre phénomeéne, par exemple deux tours
successifs de roulette dans un casino, ces phénoménes aléatoires sont dits indépen-
dants. Cette hypothése d’indépendance sera fondamentale dans toute la théorie, et
simplifiera de nombreux calculs.

1.5 Les variables aléatoires

1.5.1 Loi d’une variable aléatoire

Nous allons dans ce livre étudier des fonctions qui dépendent du résultat de I'ex-
périence aléatoire sous-jacente. Elles sont appelées variables aléatoires, car leurs
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valeurs varient en fonction du hasard. Plutot que de chercher les antécédents de chaque
valeur possible de la fonction, nous allons nous intéresser a la chance de réalisation
de ’ensemble des antécédents qui permettent & la fonction d’étre égale & une de ces
valeurs ou d’appartenir 4 un ensemble de ces valeurs. C’est cela que nous appellerons
la loi de la variable aléatoire. Cette notion de loi d’une variable aléatoire est & la base
du raisonnement probabiliste moderne.

1.5.2 Simulation de variables aléatoires

La simulation consiste en une expérimentation fictive sur machine d’un phénomeéne
modélisé. Elle permet-de visualiser une expérience aléatoire, de calculer des quantités
numériques et de vérifier certains résultats théoriques.

Des simulations, proposées dans le cours de I’'Ecole polytechnique, peuvent accompa-
gner la lecture de cet ouvrage et en illustrer la.compréhension. Elles se trouvent a
I’adresse :

http ://www.cmapx.polytechnique.fr/“benaych/aleatoire_index.html. Nous
remercions en cela la participation de leur auteur Florent Benaych-Georges.

La méthode de simulation probabiliste la plus célébre est la méthode de Monte-Carlo,
du nom du quartier ou se trouve le casino de Monaco. Elle consiste a effectuer certains
calculs (calculs d’intégrales notamment) par de nombreuses simulations numériques de
réalisations indépendantes de variables aléatoires de loi donnée. Ce procédé est fondé
sur la loi des grands nombres qui en assure la convergence.-Mais, pour obtenir une
précision acceptable, nous verrons qu’il faut accomplir une grande quantité de simu-
lations, ce qui explique que la méthode n’a pu se développer de maniére significative
que depuis l'introduction massive'd’ordinateurs performants.

L’outil de base est un générateur de nombres au hasard qui simule une variable
aléatoire de loi uniforme. La plupart des langages de programmation et des logiciels
mathématiques en possédent un :

e la méthode Math.random en JAVA,
e les fonctions rand et grand sous SCILAB.

Ainsi, par exemple, I'application répétée de la fonction rand fournit une suite de
nombres indépendants les uns des autres et uniformément répartis sur [0, 1]. Nous
verrons comment, a partir de ce générateur, nous pouvons simuler de nombreux types
de loi.
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1.6 Historique

La notion de modéle abstrait commun & des expériences variées a mis beaucoup de
temps a émerger. Le hasard étant par nature pour nos ancétres une représentation du
divin, il a fallu, pour définir la notion de probabilité, attendre une certaine maturité
de la pensée. Il y a trés peu d’écrits anciens concernant le calcul des probabilités. Au
4éme siécle, 'existence d’une science des jeux de dés apparait dans le Mahabharata
(célébre ouvrage indien), de méme que ses rapports|étroits avec une évaluation de
type sondage (cf. Hacking). Mais les premiéres références publiées sur les chances de
gagner au jeu datent de Cardan (1501-1576) dans son livre De Ludo Alea. Des calculs
de probabilité apparaissent aussi dans les oeuvres de Kepler (1571-1630) et de Galilée
(1564-1642). Le calcul probabiliste se développe au cours du 17éme siécle, motivé
en particulier par engouement frénétique pour les jeux de hasard a cette époque. Le
sujet commence réellement & étre rigoureusement développé par Pascal (1623-1662) et
Fermat (1601-1665) vers 1654, comme un calcul combinatoire, & partir de paradoxes
issus de ces jeux (les paradoxes du Chevalier de Méré que l'on verra au Chapitre
2). Dés 1657, Huyghens (1629-1695) rédige un mémoire amplifiant sensiblement les
résultats de Pascal et Fermat, et son travail reste jusqu’a la fin du 17éme siécle
lexposé le plus profond de calcul des Probabilités. Bernoulli (1654-1705) établit la
loi des grands nombres sous satforme la plus simple, résultat fondamental qu’il dit
avoir médité vingt ans. ' Vers la fin du 17éme siécle, une autre impulsion au calcul des
probabilités vient d’Angleterre et de Hollande, motivée par des problémes d’assurance
(Halley (1656-1742), De Witt (1625-1672)). En effet, I’évaluation des populations (par
exemple : tables de mortalité et rentes viagéres) devient une discipline essentielle a la
gouvernance moderne des états.

La théorie des probabilités se construit dans la modélisation d'une'réalité qui n’est pas
forcément (pas souvent) de nature physique. Pascal la‘croit utilisable en théologie. Le
céléebre Pari de Pascal montre que croire en Dieu est une solution statistiquement plus
avantageuse, en supposant au préalable que les deux hypothéses d’existence ou non
de Dieu ont la méme probabilité. Leibnitz (1646-1716), et plus tard Laplace (1749-
1827), Poisson (1781-1840) (Recherches sur la probabilité des jugements en matiéres
criminelles et matiere civile), Pappliquent aux controverses juridiques. Les probabi-
lités sont un outil privilégié de modélisation des comportements humains, comme en
témoigne l'intérét récurrent des philosophes pour leurs fondements.

De Moivre (1667-1754) et Euler (1707-1803) développent les idées de Pascal et Fer-
mat, Bayes (1671-1746) introduit la notion de probabilité conditionnelle (probabilité
a priori), mais faute d’outils mathématiques puissants, il faut pour développer plus
avant la théorie, attendre Laplace (1749-1827). Celui-ci donne une application ma-
gistrale du calcul différentiel et intégral a la théorie des probabilités dans son trés
important Traité analytique des probabilités (en 1812). Laplace formule le postulat du
déterminisme universel. Cette intelligence est un idéal, un horizon, que notre science
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ne nous permet pas d’atteindre. Le calcul des probabilités est imaginé comme un outil
permettant de pallier cette faiblesse. Laplace permet & la discipline de dépasser défi-
nitivement sa premiére phase combinatoire. Il met en avant le role de la loi normale et
démontre une version du théoréme de la limite centrale. Gauss (1777-1855) développe
intensément la théorie. Dans les pays anglo-saxons se développe également 'outil sta-
tistique, avec I’étude des données et I'analyse prédictive a partir de ces données. Le
mot "statistique" vient du mot "état", et cette science a été, depuis cette époque,
un outil puissant pour les organismes de décisions. Elle se développe en utilisant le
support d’'un modéle probabiliste.

Le développement des probabilités-grace aux méthodes d’analyse occupe le 19éme
siécle et le début du 20éme siécle, fondé en particulier sur les travaux de Borel (1871-
1956) et de Lebesgue (1875-1941) sur la théorie de la mesure. Les avancées au 19¢éme
siécle de la physique statistique (Maxwell (1831-1879), Boltzmann (1844-1906)) ap-
portent un nouveau point de vue qui dépasse les idées rationalistes de Laplace et per-
met d’envisager que le hasard est une réalité objective indépendante de nos connais-
sances, conformément aux idées du philosophe Cournot (1801-1877) qui le premier
affirme que le hasard et le déterminisme sont compatibles entre eux. Le principe d’in-
certitude d’Heisenberg montrera ultérieurement (1927) l'impossibilité de connaitre
avec une infinie précision la position. et la ‘vitesse d’une particule; on ne peut les
connaitre qu’a l’aide d’une loi de probabilité.

Sous l'incitation de problémes de physique statistique, mais aussi de démographie,
commence & se dégager, vers la fin du 19éme siécle, la notion fondamentale de fonc-
tion aléatoire, destinée & rendre compte d’un phénoméne aléatoire qui évolue au cours
du temps. Les probabilités entrent a cette époque dans une nouvelle phase de dévelop-
pement. Dés 1875, Galton (1822-1911) et Watson (1827-1903) étudient I’évolution du
nombre d’individus d’une population au cours de ses générations successives, mettant
en évidence un exemple de processus aléatoire qui sera introduit dans toute sa géné-
ralité par Markov (1856-1922). Einstein (1879-1955) vers 1905 s’intéresse & la notion
de mouvement Brownien. Brown avait déja observé le mouvement d’une particule de
pollen sur la surface de I’eau, heurtée de toutes parts par des molécules d’eau ; ce mou-
vement parait totalement désordonné. En fait, Bachelier (1870-1946) avait lui aussi
introduit le mouvement brownien en 1900 pour modéliser la dynamique d’un cours
boursier. Ce processus aléatoire, évoluant de maniére apparemment totalement erra-
tique, s’est avéré étre un outil fondamental de modélisation probabiliste dés lors que
I’on s’intéresse & un phénomeéne aléatoire évoluant continiiment au cours du temps.

La période moderne, caractérisée par I’étude systématique des processus aléatoires,
débute vers 1930. Dans les Fondements de la Théorie des Probabilités que Kolmogorov
(1903-1987) publie en 1933 apparait ’axiomatique rigoureuse, fondée sur la théorie
de la mesure et de l'intégrale de Lebesgue et qui sera universellement adoptée ensuite.
L’expression mathématique donnée ainsi aux concepts confére & ceux-ci une clarté et
une maniabilité beaucoup plus grandes, et cette axiomatique s’est révélée indispen-
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sable dans I’étude de tous les modeéles dynamiques. Aprés le travail fondamental de
Kolmogorov, Lévy (1886-1971), donne le ton pour les probabilités modernes par son
travail sur les processus stochastiques, ainsi que sur les fonctions caractéristiques et
les théorémes limites. Mentionnons ici le role essentiel joué par les écoles russes et
japonaises et notamment par Itd (prix Gauss 2006), qui définit une notion d’intégrale
par rapport au mouvement brownien et, grace a elle, conduit & la création d’un calcul
intégral, appelé calcul stochastique, pour certaines familles de processus stochastiques.
Ces résultats avaient été, en partie et de maniére totalement indépendante, découverts
par le mathématicien frangais Doeblin pendant la deuxiéme guerre mondiale. Celui-ci
sentant sa fin proche (il est mort en 1940 dans les Ardennes) envoya ses trouvailles
sous forme d’'un «pli cacheté»a 1’Académie des Sciences. Ce pli a été découvert et
ouvert il y a seulement quelques années et a suscité une grande émotion.

De nos jours, I’Ecole frangaise de Probabilités est trés active. Une médaille Fields
a été décernée en aout 2006 a Werner (Université Paris 11, ENS). “Communiqué
de Presse : Les travaux de Wendelin Werner sont a linteraction de la physique et
des mathématiques. Ils introduisent des idées et des concepts nouveauxr combinant
la théorie des probabilités et l’analyse complexe, pour comprendre les phénoménes
critiques de certaines transitions de phase (par exemple,“la transition liquide/gaz)".
Depuis 2006, de nombreux prix et récompenses-ont souligné la grande effervescence
des probabilités et de leurs applications.

Les probabilités se développent de plus en plus, alimentées en particulier de ma-
niére essentielle par la physique, le développement des réseaux de télécommunica-
tions, la finance, et plus récemment, par la biologie et la médecine. Elles permettent
de construire des modéles mathématiques, qui peuvent étre validés par les données
suivant la théorie statistique, et fournissent également des possibilités d’expérimenta-
tions fictives dans de multiples domaines d’applications.






Chapitre 2

Espace de probabilité

On ne peut guére donner une définition satisfaisante de la probabilité. La défini-
tion compléte de la probabilité est donc une sorte de pétition de principe.

Henri Poincaré (1854-1912) - Calcul des Probabilités.

2.1 Le langage des probabilités

2.1.1 Expériences et événements aléatoires

a) Expérience Aléatoire

Définition 2.1.1 Nous appelons expérience aléatoire une expérience £ qui, reproduite
dans des conditions identiques, peut conduire a plusieurs résultats possibles, et dont on ne
peut prévoir le résultat par avance. L'espace de tous les résultats possibles, appelé espace
d’états (associé a I'expérience), sera noté 2. Un résultat possible de |'expérience est noté
classiquement w. Ainsi, w € €.

Les jeux de hasard, tels Pile ou Face, jeux de cartes, loterie, fournissent des exemples
d’expériences aléatoires pour lesquels €2 est fini, mais {2 peut étre un espace beaucoup
plus compliqué.

17
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e Exemple 1. Lancé de deux piéces a Pile ou Face : Q = {PP, PF,FP,FF}.
e Exemple 2. Lancé d'un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}.

e Exemple 3. Envoi d’une fléchette sur une cible circulaire de 30 cm de diamétre.
L’expérience consiste a décrire I'impact de la fleche dans un repére orthonormé
de centre le centre de la cible : = {(x,y), /22 + y? < 15}.

e Exemple 4. Durée de vie d’une ampoule électrique : © = [0, +o0].

— Exemple 5 : Roméo attend Juliette'qui lui a promis d’arriver entre minuit et
une heure. Quel va étre son'temps d’attente ? Q = [0, 1].

e Exemple 6. Temps de passage des véhicules & une borne de péage : ) = (R+)N.

e Exemple 7. L’observation d’un prix d’actif financier sur un intervalle de temps
[t1,t2] conduit & prendre pour  'ensemble C([t;5t2], R4 ) des fonctions conti-
nues sur [t1,ts], & valeurs réelles positives,

o Exemple 8. L’étude de la vitesse d’'une molécule dans un gaz raréfié sur un
intervalle de temps! [t1; 2] conduit & prendre pour ) I'ensemble des fonctions
continues & droite et avec limites a gauche sur [t, 2], & valeurs dans R3.

Cette longue liste d’exemples montre que l’espace ) peut varier énormément dans sa
structure, d’une expérience a l'autre. Cela permet de réaliser-la richesse de la théorie
qu’il faut mettre en place, pour créer un modéle qui englobe tous ces cas.

Nous verrons également ultérieurement que le modéle abstrait que nous allons
construire permettra de s’affranchir du fait que 2 décrit précisément tous les résultats
possibles de ’expérience.

b) Evénements aléatoires

Définition 2.1.2 Nous appelons événement aléatoire (associé a I'expérience £) un
sous-ensemble de € dont on peut dire au vu de I'expérience s'il est réalisé ou non. Un
événement est donc une partie de (2.

Ainsi, si 'expérience consiste en un lancé de deux dés,

A = { la somme des deux dés est inférieure a 4 }
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est un événement aléatoire, mais ’ensemble
B = { le résultat du premier dé lancé est un nombre inférieur a 4 }

n’en est pas un si §2 ne contient que les résultats non ordonnés des tirages.

Pour notre Roméo, 'ensemble "Juliette se fait attendre plus de 3/4 d’heure" est
lévénement aléatoire |3/4, 1].

Si lon s’intéresse au prix d’un actif financier sur le temps [t1, 2], 'ensemble

A = { le prix est inférieur au seuil o/} = {w € C([t1,12),R), sup |w(t)| < a}
tE(t1,t2)

est un événement aléatoire.

Ainsi, les événements aléatoires sont des ensembles. Nous allons utiliser le
formalisme de la théorie des ensembles, en particulier les opérations élémentaires sur
les ensembles, pour décrire diverses possibilités de réalisations d’événements.

c) Rappels sur les ensembles

Considérons un ensemble €2, c’est a dire une collection d’objets appelés éléments de
Q, ou points de 2. L’appartenance d’un point w & I’ensemble 2 est notée w € 2, et
w ¢ € signifie que le point w n’appartient pas a .

Une partie A de Q est aussi un ensemble, appelé sous-ensemble de’ Q2. Dans ce cas, A
est dit inclus dans €, ce qui s’écrit A C €.

Rappelons les opérations élémentaires sur les parties d’'un ensemble.

Intersection : AN B est I'intersection des ensembles A et B, c’est a dire ’ensemble
des points appartenant a la fois & A et & B.

Réunion : A U B est la réunion des ensembles A et B, c’est-a-dire ’ensemble des
points appartenant & au moins I'un des deux ensembles.

Ensemble vide : C’est I'ensemble ne contenant aucun point. Il est noté (.
Ensembles disjoints : Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = (.

Complémentaire : Si A € Q, son complémentaire (dans §2) est 'ensemble des points
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de Q n’appartenant pas a A. Il est noté A° ou parfois Q\A. Les ensembles A et A€
sont disjoints.

Différence : Si A et B sont deux sous-ensembles de Q, A\B désigne ’ensemble
des points qui sont dans A mais pas dans B. Ainsi A\B = AN B¢.

La réunion et l'intersection sont des opérations commutatives et associatives. Nous
avons AUB =BUAet ANB=BNA, etaussi AU(BUC)=(AUB)UC et
AN(BNC)= (AN B)NC, ensembles que nous notons naturellement AU B UC et
AnBnNnC.

Plus généralement, pour une famille (A;);c; d’ensembles, indexée par un ensemble
quelconque I, U;erA; désigne la réunion de cette famille, i.e. I’ensemble des
points appartenant & au moins 'un des A;. De méme, N;crA; désigne l’intersec-
tion de cette famille, i.e. ’ensemble des points appartenant a tous les A;. Dans ces
deux cas, 'ordre d’indexation des A; n’a pas d’importance.

Une partition de 2 est une famille (4;);cr telle que les'ensembles A; soient disjoints

deux-a-deux (4; N A; =0, Vi, j), et que U;crA; ="

d) Modélisation ensembliste des événements aléatoires

Les événements aléatoires étant des ensembles, (rappelons-nous qu’une partie de 2
décrit un sous-ensemble de résultats possibles de ’expérience), nous pourrons effectuer
les opérations ensemblistes précédemment décrites, avec 'interprétation suivante.

Correspondance entre opérations ensemblistes et. événements aléatoires :

Si A et B sont deux événements,
e NON : la réalisation de 1’événement contraire & A est représentée par A° : le

résultat de I'expérience n’appartient pas a A.

e ET : I'événement “ A et B sont réalisés” est représenté par AN DB : le résultat de
I'expérience se trouve a la fois dans A et dans B.

e OU : I’événement “A ou B sont réalisés” est représenté par ’événement AU B :
le résultat de I'expérience se trouve dans A ou dans B.

o IMPLICATION : le fait que la réalisation de I’événement A entraine la réalisa-
tion de B se traduit par A C B.
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e INCOMPATIBILITE : si ANB = (), A et B sont dits incompatibles. Un résultat
de expérience ne peut étre a la fois dans A et dans B.

e TOUJOURS VRALI : I’événement ) est ’événement certain (tous les résultats
de Pexpérience prennent leurs valeurs dans Q).

e IMPOSSIBLE : () est ’événement impossible.

Nous notons par A I'ensemble de tous les événements.-ll modélise I'information qui peut
8tre obtenue a partir des résultats de |'expérience:* Nous pourrons prendre A = P (),
ensemble de toutes les parties de {2, mais pas toujours et nous verrons pourquoi dans la
suite de ce cours.

Remarque fondamentale : Pour que la modélisation soit cohérente avec l’intui-
tion, A doit étre stable par les opérations ensemblistes ci-dessus : si A, B € A, alors
ANBe A, AUBec A, A°c A, mais aussi Q€ A, ) € A.

2.1.2 Probabilité - Premiéres propriétés

Nous cherchons a définir; pour un ensemble possible de réalisations de 'expérience
A € A, la vraisemblance accordée a priori & A (avant le résultat de lexpérience).
Nous voulons donc associer & chaque événement A un nombre P(A) compris entre 0
et 1, qui représente la chance que cet événement soit réalisé a la suite de I’expérience.

Approche intuitive : Pensons & un jeu de Pile ou Face. Si nous jouons 3 fois, une
suite de 3 résultats n’offre presqu’aucune information: En revanche, si nous jouons
10000 fois et si nous obtenons 5003 Pile et 4997 Face, il est tentant de dire que la
probabilité que la piéce tombe sur Pile est)la méme que celle qu’elle tombe sur Face,
a savoir 1/2.

Cette idée intuitive est a la base du raisonnement probabiliste.

Considérons un événement A lié & une expérience aléatoire donnée £. Nous répétons
n fois 'expérience &£, dans des conditions similaires. Notons n4 le nombre de fois ou
A est réalisé, et définissons
na
fn (A) =
n 3
la fréquence de réalisation de A sur ces n coups. Nous avons les propriétés suivantes :

fn(A) € [Oal] ) fn(Q) =1;
Si A et B sont disjoints, fn(AU B) = f,(A) + f.(B).
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L’approche intuitive et naturelle consiste & définir P(A) comme étant la limite quand
n tend vers l'infini des fréquences de réalisation f,,(A). Nous donnerons ultérieurement
une justification et un sens précis a cette limite, grace a la loi des grands nombres,
qui est un des théorémes fondamentaux de la théorie, justifiant toute la construction
mathématique.

Intuitivement,
P(A) = limite de f,(A) quand nT Foo. (2.1.1)

Des propriétés évidentes des fréquences, nous en déduisons immédiatement que

Proposition 2.1.3 Une probabilité est définie sur les ensembles aléatoires li€s a ’ex-
périence et vérifieles propriétés essentielles suivantes :

e 0<P(A) <1, (2.1.2)
o P(Q) =1, (2.1.3)
e PAUB)=PA)+PB) si ANB=0, (2.1.4)

et il en découle que

Corollaire 2.1.4 Une probabilité vérifie de plus :

e PWM)=0 (2.1.5)
o P(A)+P(A%) =1,

. PUL A;) = ZP(Ai) , st les A; sont deuz-a-deux disjoints, (2.1.7)
i=1

e PAUB)+PANB)=P(A)+P(B),
e PA)<PB) siAcCB.

—_
O 0o
=

Preuve. La propriété (2.1.5) se montre en appliquant (2.1.4) avec A = B = 0, et
(2.1.6) s’obtient de la méme fagon avec A et A°. Pour prouver (2.1.8), nous décompo-
sons l’ensemble A en I'union des deux ensembles disjoints AN B et son complémentaire
A\B, et de méme pour B, comme cela est représenté dans la figure 4.8. L’inégalité
(2.1.9) se déduit de (2.1.4) avec B = AU (B\A). O

Définition 2.1.5 Un modéle probabiliste est un triplet (€2, .A,P) constitué de I'es-
pace {2, de I'ensemble des événements A, et de la famille des P(A) pour A € A. Nous
pouvons ainsi considérer P comme une application de A dans [0, 1], qui vérifie au moins
les propriétés (2.1.3) et (2.1.4) données ci-dessus. (Nous verrons ultérieurement qu’elle
doit satisfaire une propriété supplémentaire nécessaire dés que €2 n'est pas un espace fini).
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Fic. 2.1: A, B, ANB®, ANB, BN A®et AUB

Nous allons maintenant donner des définitions mathématiques rigoureuses de ces ob-
jets.

2.2 Probabilité sur un espace fini - Calcul combina-
toire

2.2.1 Définition

Dans ce paragraphe, nous supposons que l’espace de probabilité §2 est un ensemble
fini. Dans ce cas, nous choisirons toujours A4 = P(Q).

Définition 2.2.1 Une probabilité sur € fini est une application P : P(Q2) — [0, 1]
qui vérifie (2.1.3) et (2.1.4). Ainsi, elle est caractérisée par :

° 0<P(A) <1,
° P(Q) =1,
° P(AuB)=P(A)+P(B) si ANB=40.

La probabilité P satisfait également les propriétés (2.1.5)—(2.1.9).

Comme 'ensemble des singletons {w}, pour w € ), est une partition finie de 2, nous
aurons la proposition fondamentale suivante.

Proposition 2.2.2 Supposons que Q = {wq,...,w,}.

i) Une probabilité P sur Q) est entierement caractérisée par ses valeurs sur les single-
tons, c’est-a-dire par la famille {p,, = P({w;}),w; € Q}.
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it) Etant donnée une famille (p;)1<i<n de nombres réels, il lui correspond une unique
probabilité P telle pour tout w; € Q, p; = P({w;}), si et seulement si

n
0<p <1, Y pi=1 (2.2.1)
=1

Nous avons alors

VAEP(Q), P(A) =) PHw}) =) p.. (2.2.2)

weA wEA

Remarquons que les sommes dans (2.2.2) sont des sommes finies, puisque 2 et donc
A, sont de cardinal fini.

Preuve. Soit P une probabilité sur 2, et soit p, = P({w}). Il est alors évident que
0 < p, <1, et (2.2.2) découle de (2.1.7) puisque toute partie A de € est réunion
disjointe (et finie) des singletons {w}, pour les w € A. Nous en déduisons done (i) et
la condition nécessaire de (ii). En effet, la seconde partié de(2.2.1) découle de (2.2.2)
appliqué & A =Q et de P(Q) = 1.

Inversement, considérons n _nombres (p;)i1<i<n, vérifiant (2.2.1). Nous posons
P({wi}) = p; et pour tout. A-C 2, nous définissons P(A) par (2.2.2). La vérifica-
tion de (2.1.2), (2.1.3) et (2.1.4) est immédiate. O

Exemple 2.2.3 Loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1].
L’espace 2 a deux éléments :

Q={wi,we} et pu, =D; Pu,=1=p.

Cette probabilité modélise en particulier la chance pour une piéce de tomber sur Pile
(ou Face) dans un jeu de Pile ou'Face. Dans ce cas, ! = {P, F'} peut étre assimilé
plus simplement a {0,1}. Si la piéce est équilibrée, p sera égal & 1/2. Mais cette
probabilité peut aussi modéliser la probabilité de réalisation d’un des résultats, pour
toute expérience aléatoire avec deux résultats possibles (mon premier enfant sera-t-il
une fille ou un gargon ?).

2.2.2 Probabilité Uniforme

Un exemple important de probabilité sur un espace d’états € fini est celui de la proba-
bilité uniforme, pour laquelle chaque singleton de €2 a la méme chance de réalisation.
Ainsi, la deéfinition suivante découle de (2.2.1).



2.2 — Probabilité sur un espace fini - Calcul combinatoire 25

Définition 2.2.4 Nous dirons que la probabilité P sur I'espace fini {2 est uniforme si
pw = P({w}) ne dépend pas de w. Nous avons donc pour tout w :

1

P = card(Q2) ’

ol card(2) désigne le cardinal de (2, c’est & dire son nombre d'éléments.

Si P est une probabilité uniforme, nous déduisons de (2.2:2) que

card(A)

P(4) = card(Q)’ (2.2.3)

de sorte que le calcul-des probabilités se raméne, dans ce cas, & des dénombrements :
nous sommes dans le cadre du calcul combinatoire.

Remarquons que sur un espace fini donné ), il existe une et une seule probabilité
uniforme.

Cette probabilité décrit mathématiquement:1'expression intuitive de “au hasard” (ti-
rage au hasard d’une carte, lancé au hasard d’un dé, choix au hasard d’un échantillon
dans une population).

2.2.3 Modéles d’urnes

Dans les calculs de probabilités uniformes sur des ensembles. finis, il est fondamental de
faire trés attention & bien préciser I’espace de probabilité sous-jacent. Cette remarque
prend toute son ampleur dans ce paragraphe, ou nous allons développer différents
“modéles d’urnes” que 'on peut également voir comme des modéles de prélévement
d’échantillons dans une population-au cours d’'un sondage. Ces modéles interviennent
aussi en controle de fabrication, ou dans de multiples autres situations. Si le lecteur
n’est pas inspiré par les couleurs des boules d’une urne, il pourra transcrire ’analyse
suivante dans le cadre des opinions politiques dans la population frangaise ou celui
du niveau de perfection d’un objet dans une chaine de fabrication.

Le modéle général est le suivant : une urne contient N boules de k couleurs différentes,
réparties en N7 boules de couleur 1, Ny boules de couleur 2, ..., Ny boules de couleur
k. Nous appelons p; = ]X[ la proportion de boules de couleur ¢. Tirons au hasard n
boules de cette urne, n < N, et intéressons-nous a la répartition des couleurs dans
I’échantillon obtenu. Nous notons par P, p,...n, la probabilité d’obtenir n; boules de
couleur 1, no boules de couleur 2,..., ng boules de couleur k, avec bien stir ny + ng +

eee g =M.
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Nous allons considérer trois facons de tirer les boules au hasard : tirage avec remise,
tirage sans remise, tirage simultané. Nous verrons que chaque tirage donnera lieu a
un calcul de probabilité et & un résultat différent.

Remarque : Le probléme du choix du tirage de I'échantillon se pose sans cesse dés que
I'on souhaite récolter des données statistiques.

Remarque 2.2.5 : Pour k et n deux entiers tels que & < n, nous allons souvent
utiliser, dans la suite, le nombre de parties (Z) & k) éléments dans un ensemble & n
éléments, qui vaut :

= Hl(n—k)! k!

AWE nl _nm—1)...(n—k+1)
k

Tirage exhaustif ou simultané - La loi hypergéométrique

Nous tirons toutes les boules en méme temps. L’ensemble €2 est alors ’ensemble de
toutes les parties possibles de n éléments distincts, et le nombre de résultats possibles

est (JZ ) Le nombre de cas favorables donnant la bonne répartition des couleurs est
Nl) ) (N,C

alors égal a (! n

). La probabilité recherchée vaut donc

; () -+ ot

Pnlng...nk = M (224)
(n)
Cette distribution s’appelle la distribution polygéométrique. Dans le cas de deux
couleurs, elle vaudra
N1\ (N<=N.
s __(n;)(nfn;)

ny,M—ni 57 Wv
n

qui est appelée distribution;(ou loi) hypergéométrique.

Ainsi, si dans une fabrication en série, nous savons que parmi N piéces usinées, M sont
a mettre au rebut, et si nous choisissons au hasard et simultanément un échantillon
de n piéces, la probabilité pour que cet échantillon contienne k piéces défectueuses
M N-—-M
(C)
n
()

sera

Tirage avec remise - La loi binomiale

Les tirages sont successifs. Nous replagons la boule tirée dans 'urne avant le tirage
suivant. Nous pouvons donc tirer plusieurs fois la méme boule. L’ensemble 2 est
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alors I'ensemble de tous les n-uplets d’éléments de I'urne. Toutes les répétitions étant
possibles, card(£2) = N™. Nous munissons (2 de sa probabilité uniforme. Le nombre de
fagons de déterminer les places des k couleurs parmi n est égal au nombre de facons de
partager n en k parties de tailles n;, & savoir #’nk, Une fois la place des couleurs
choisies, nous avons N, possibilités pour chaque boule de couleur i. Le nombre de
n-uplets de répartition ny,ng, ..., ny, est alors égal & ——2— N ...N;*. Nous avons

nilng!l...ng!
donc finalement

ni Nk
n! NN,
nilna!...ng! N7

(2.2.5)

Pnlnz...nk -

Cette probabilité est appelée(une distribution multinomiale. Dans le cas particulier
ounk=2p=p= % et po = 1 — p, la probabilité définie par

Py = < " >p"1 (1-p)™ (2.2.6)
n

sera appelée loi binomiale de paramétres n et p. (Elle fait_intervenir les coefficients

du binéme, d’ont son nom). Attention, les paramétres ne sont pas interchangeables :

n € N et p € [0,1]. Notons également. que cette probabilité est définie sur l'espace

Q=1{0,1,2,...,n} comportant n+1 éléments.

Remarque : le lecteur pourra vérifier que

> (T;)pi(l -p)" =1

i=0
Tirage sans remise

Nous tirons maintenant successivement les boules de 'urne, mais sans les replacer
dans 'urne aprés tirage. L’ensemble 2 est alors ’ensemble des suites de n éléments
distincts parmi N et le nombre de cas possibles sera N(N —1)...(N —n+1) = A%,.
En raisonnant comme dans le cas avec remise, nous pouvons montrer que le nombre
de cas favorables vaut #,'WAX}I "‘A7VIZ’ ce qui finalement donne pour probabilité
la méme que celle du cas de tirage simultané.

Ainsi, il y a équivalence du tirage sans remise et du tirage simultané, du point de
vue de la composition de ’échantillon, et I’on peut se permettre de ne pas prendre en
compte 'ordre des individus dans le tirage.
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Cas d’une urne dont le nombre de boules est infini

Nous nous plagons dans les hypothéses du tirage simultané, avec 2 couleurs, en sup-
posant que N et Ny tendent vers 'infini de telle maniére que % converge vers p < 1.
Il est treés facile de montrer qu’alors,

(Nl)(N—Nl

~ _ n

_ n1 n—mni _ (s n—m

Py n—n, = ——5— converge vers P, n_n, = <n >p 1 —=p)t—m.
1

(n)

Ce résultat est intuitivement évident car si le nombre de boules devient infini, les ti-
rages de boules avec ou sans remise deviennent presque équivalents : on a une chance
trés infime de tomber deux fois sur la méme boule.

Remarque 2.2.6 Nous avons obtenu la loi binomiale comme limite de lois hypergéo-
métriques. Cette convergence d’une suite de probabilités vers une probabilité donnée
sera développée au chapitre 6.3. (Convergence en loi)

Exemple 2.2.7 : Les yeux bandés, vous manipulez 7 fiches ot sont écrites les lettres
E, E, T, B, R, L, I. Quelle est la probabilité que vous écriviez le mot

LIBERTE
1

: L2
Solution : 5= 3590

Exemple 2.2.8 : On tire au hasard quatre cartes d’un jeu de cinquante-deux cartes.
Quelle est la probabilité pour que, parmi ces quatre cartes, il y ait exactement deux
rois 7

Solution : L’hypothése au hasard. améne a modéliser cette expérience comme un tirage

uniforme dans un certain ensemble 2 qu’il faut préciser. Ici, on prend pour 2 la classe

des parties a 4 éléments de I’ensemble de 52 cartes. Le cardinal de € est (542) et P est

la probabilité uniforme sur 2. Les résultats favorables sont les tirages qui contiennent

exactement 2 rois, a savoir 2 rois et42 4csartes parmi les 48 cartes autres que des rois.

Ainsi, la probabilité cherchée vaut %
4

Exemple 2.2.9 : On lance trois dés parfaitement équilibrés. Montrer que la pro-
babilité que la somme des points amenés dépasse dix est égale & la probabilité que
cette somme ne dépasse pas dix. (Cela permettra de construire un jeu parfaitement
équitable...)
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Solution : L’ensemble Q est ici ’ensemble des suites (a1, ag, as) de 3 nombres compris
entre 1 et 6, muni de la probabilité P uniforme. Remarquons que

al—l—ag—l—ag>1O<:>(7—a1)+(7—a2)+(7—a3)§10.

Ainsi, si A désigne I’événement "la somme des points obtenus est strictement supé-
rieure & 10", nous remarquons que l'application (a1, az,a3) — (7 —a1,7 — az,7 — a3)
est une bijection de A sur A°. Les événements A et A° ont donc méme cardinal, et
donc méme probabilité de réalisation.

Une difficulté majeure dans ce style de'calcul combinatoire est de bien préciser le
modéle probabiliste. De célébres paradoxes sont nés de cette difficulté.

Exemple 2.2.10 Rappelons le probléme du chevalier de Méré. Ce personnage mar-
quant de la cour de Louis XIV qui “avait trés bon esprit, mais n’était pas trés bon
géometre" (cf. lettre de Pascal a Fermat du 29 juillet 1654) était un joueur impéni-
tent, toujours & la recherche de régles cachées lui permettant d’avoir un avantage sur
ses adversaires. Voici deux de ses régles.

1) 1l est avantageux de parier surd’apparition d’au moins un 6 en lancant un dé 4
fois de suite.

Cette régle est bonne puisque la probabilité de I’événement qui nous intéresse vaut

5)4 1
1-(2) ~o05177> =.
(6 ~ 3

La différence avec % est faible, mais apte & fournir a long terme des gains assurés : le
chevalier devait jouer souvent...

2) Il est avantageuz de parier sur lapparition d’auw moins un double-siz en lancant
deux dés 2/ fois de suite.

Cette régle est mauvaise, puisque la probabilité de I’événement cherché vaut :

35\ 1
1 (36) ~ 0.4914 < 5

Le Chevalier était donc moins heureux avec cette régle qu’avec la précédente. En fait,
il s’était laissé abuser par un soi-disant argument d’homothétie : en lancant un dé,
il y a 6 résultats possibles, en lancant deux dés, il y en a 62 = 36, soit 6 fois plus.
Comme il est avantageux de parier sur I’apparition d’au moins un 6 en lancant un dé
4 fois de suite, il doit étre avantageux de parier sur 'apparition d’un double-six en
langant deux dés 4 x 6 = 24 fois de suite. Paradoxe !
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2.3 Définition générale des Probabilités
2.3.1 Pourquoi la définition précédente ne suffit-elle pas ?

Lorsque 'espace d’états € n’est pas fini, la définition 2.2.1 n’est pas suffisante.
Nous allons nous en rendre compte sur ’ensemble suivant. Jouons a Pile ou Face.

Si nous jouons n fois, Pespace €2 naturel est I’ensemble { P, F'}"™ (ensemble des mots de
n lettres avec un alphabet a deux lettresiP-et F'). C’est un ensemble fini de cardinal
2™. Si nous supposons que la piécen’est pas truquée, la probabilité de chaque tirage
est uniforme et nous nous retrouvons dans le cadre de la combinatoire. Ainsi, pour
tout A C €,
card(A
P,(A) = % (2.3.1)

Supposons maintenant que le jeu se poursuive indéfiniment. L’espace d’états
devient Q@ = {P,F}V, cest a dire I'ensemble des mots de longueur infi-
nie, avec le méme alphabet P et F. (C’est un ensemble infini. Essayons d’éva-
luer la probabilité P(A) de l'événement A = “on ne tire jamais Pile”. Soit
A, = “on ne tire jamais Pile lors des n premiers tirages’. D’aprés (2.3.1), nous
avons P(4,) = P,(A4,)'= 27". Remarquons que A est la limite naturelle des en-
sembles A, au sens ou les A,, sont décroissants (i.e. A,11 C Ay,) et ot A =N, A4,. 11
est alors naturel d’écrire que

P(A) = lim P(A,) = 0. (2.3.2)

n—oo

Pour que ceci soit vrai, les propriétés (2.1.2), (2.1.3);(2.1.4) sont insuffi-
santes. Il faut ajouter un axiome supplémentaire permettant le passage a
la limite dans (2.3.2).

A cet effet, nous devons d’abord caractériser les propriétés que doit satisfaire la classe
A des événements. En effet, si sur un ensemble fini, il est naturel de prendre A = P (),
il n’en est plus de méme lorsque €2 est infini, ceci pour des raisons mathématiques et
des raisons de modélisation qui seront explicitées plus loin. La classe A doit toutefois
satisfaire un certain nombre d’axiomes, et pour les définir, rappelons ce qu’est un
ensemble dénombrable.

2.3.2 Les ensembles dénombrables

Un ensemble E est dénombrable s’il est en bijection avec N, c’est-a-dire si ses points
peuvent étre énumérés en une suite (z,)nen. C’est le cas de ensemble N lui-méme,
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de Z, de Q, des entiers pairs ou de toute suite strictement croissante d’entiers. Ce
n’est pas le cas de {0,1}", de R, ni des intervalles [a, b] lorsque a < b.

Enoncons quelques propriétés des ensembles dénombrables.

e Tout ensemble dénombrable est infini. (Mais la réciproque est fausse, comme
nous I’avons vu ci-dessus.)

e Toute partie d’un ensemble dénombrable est elle-méme finie ou dénombrable.

e La réunion d’une famille finie ou dénombrable d’ensembles eux-mémes finis ou
dénombrables est un ensemble fini.ou dénombrable.

e Si A n’est ni fini, ni dénombrable, il en est de méme de A\ B, pour tout B C A
qui est fini ou dénombrable.

2.3.3 Tribu
Définition 2.3.1 La classe A est une tribu si elle vérifie les propriétés suivantes :

e (Al):Pec Aete A
e (A2) : A est stable par passage au complémentaire : A € A= A° € A.

e (A3) : A est stable par réunion et intersection dénombrables, i.e. si (A )nen est
une suite d'éléments de A, alors U,enA, et NpenA, sont dans A.

Notons que A est alors stable par réunion et intersection ‘finie : si A, B € A, alors
AUBe Aet AN B € A. 1l suffit de prendre Ag = A ¢t A, = B pour n > 1.

Notons également que (A3) n’entraine pas que A soit stable par réunion ou intersection
infinie non dénombrable.

Remarque fondamentale : Dans la modélisation de notre phénomeéne aléatoire, la
tribu représente un ensemble de parties de € (parties composées de certains résultats
de I'expérience) dont on va pouvoir mesurer la chance de réalisation. C'est pour un
élément A de cette tribu que nous allons étre capable de définir sa probabilité de réalisa-
tion P(A), tandis que P(A) n’aura pas de sens dés lors que A n’appartient pas a la tribu A.

Comme ces ensembles A sont des sous-ensembles de résultats possibles de 1'expé-
rience, la tribu modélise I’information que nous donne cette expérience.
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Exemple 2.3.2 A = {(),Q} est la tribu grossiére, ou triviale : c’est la plus
petite tribu de ).

(ii) L’ensemble P () des parties de € est une tribu sur . C’est celle que nous
choisirons systématiquement si 2 est un ensemble fini ou dénombrable. Cepen-
dant, pour des raisons fondamentales que nous indiquerons sommairement ul-
térieurement, cette tribu sera trop grande dés que €2 est infini non dénombrable
pour que l'on puisse définir la probabilité de tous ses éléments de maniére non
triviale.

Définition 2.3.3 Si C C P(RQ), on_appelle-tribu engendrée par C' la plus petite tribu
contenant C'. Elle existe toujours,)car d'une part P(2) est une tribu contenant C, et
d’autre part l'intersection d’'une famille quelconque de tribus est une tribu. Ainsi, la tribu
engendrée par C' est.|'intersection de toutes les tribus contenant C'.

Exemple 2.3.4 e La tribu engendrée par ensemble A est {0, A, A¢, Q}.

o Si (A;)ier est une partition finie ou dénombrable de ¥-(i.e. les A; sont deux-
a~-deux disjoints et leur réunion est ), la-tribu engendrée par {A;,i € I} est
I’ensemble des réunions Bj = U;c 45, ot J décrit la classe de toutes les parties
de I.

Définition 2.3.5 Si 2 =R, on appelle tribu borélienne la tribu engendrée par la classe
des intervalles ouverts de R.

A titre d’exercice de maniement des tribus, donnons en détail la démonstration du
résultat suivant :

Proposition 2.3.6 La tribu borélienne de R _est la tribu engendrée par les intervalles
de la forme ] — 0o, a] pour a € Q.

Preuve. Rappelons que toute tribu est stable par passage au complémentaire, par
réunion ou intersection dénombrable.

Puisque | — 00, a] est le complémentaire de Uintervalle ouvert |a, +00[, il appartient a
la tribu borélienne, et donc la tribu C engendrée par ces intervalles est incluse dans
la tribu borélienne. Réciproquement, soit |a, y[ un intervalle ouvert de R. Soit (2, )n
une suite de rationnels décroissant vers z et (y,), une suite de rationnels croissant
strictement vers y. On a :

J&, y[= Un (] = 00, yn]0] — 00, 2]°).

Nous en déduisons que tout intervalle ouvert appartient a C, d’ou le résultat. 0
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2.3.4 Définition d’une probabilité

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition générale d’une probabilité.

Définition 2.3.7 Une probabilité sur I'espace (Q2,.4) est une application de A dans
[0, 1], notée PP, telle que :

e Ona
P(Q) = 1. (2.3.3)

e Pour toute suite (dénombrable)*(4,,), d'éléments de .4 deux-a-deux disjoints, on
a

P(Undn) =Y P(Ay). (2.3.4)

Remarque : La probabilité P (dite aussi mesure de probabilité), est une mesure abstraite
de masse 1 sur l’espace mesurable (Q, A). Le cadre_dans lequel nous travaillons est
mathématiquement développé par la théorie de(la mesure, mais nous n’invoquerons
aucun résultat général de cette théorie,

L’axiome (2.3.4), dit “axiome de o-additivité”, entraine en particulier que la série de
terme général P(A,) est convergente (et de somme P(U,A,)). Il est plus fort que
(2.1.4). Pour le voir, nous commencons par appliquer (2.3.4) avec A,, = () pour tout
n € N :si a = P(0), nous obtenons Y, a = a, ce qui entraine a = 0. Ensuite, si
A, B € A sont disjoints, nous appliquons (2.3.4) avec Ag = A, A; = B et A,, = ) pour
tout n > 2, ce qui donne P(AU B) = P(A) +P(B) + 3,5, P(0) = P(A) + P(B), d’ou
(2.1.4).

Notons que toute probabilité vérifie les propriétés (2.1.5)—(2.1.9).

Le résultat suivant est trés utile dans la pratique, et répond au probléme de modéli-
sation que nous nous étions posé en Section 2.3.1. Pour ce résultat, nous utilisons les
notations suivantes. Si (A,,) est une suite décroissante de parties de €, i.e. A,,11 C A,
pour tout n et si A = N, A,, nous écrivons A, | A. De méme, si la suite (4,) est
croissante, i.e. A, C A,41 pour tout n et si A = U, A,, nous écrivons A4,, T A.

Proposition 2.3.8 Supposons que P : A — [0,1] vérifie (2.3.3) et (2.1.4). Il y a
équivalence entre :

(i) La propriété de o-additivité (2.5.4).

(i) Pour toute suite (A, ), croissante,

P (UnAy) = lim | P(A,). (2.3.5)
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(iii) Pour toute suite (Ay), décroissante,

P (M Ay) = lim | P(4,,). (2.3.6)

Ce résultat entraine en particulier que si (Ay, ), est une suite croissante ou décroissante
d’événements, la suite (P(A4,,)), admet une limite quand n tend vers Pinfini.

Preuve. Etant donné (2.1.6), on a (i7) < (iii). Montrons que (i) < (44).

Supposons d’abord (i7). Considérons une suite (A, ), d’éléments de A deux-a-deux
disjoints, et posons B, = Up<pA,et/B'="U,A,. Comme P vérifie (2.1.4), elle vérifie
(2.1.7) et P(B,) = >, <, P(Ap) eroit vers 3, P(A,) et aussi vers P(B) par (ii). Nous

avons donc ().

Supposons maintenant (). Soit A,, € A pour n > 0, avec A,, T A. Soit aussi By = A,
et définissons par récurrence B,, = A,\B,_1, pour n > 1. Comme U,B, = A et
comme les B,, sont deux-a-deux disjoints, nous avons

P(A)=> P(B,) = lim i]P’(Bp) = limP(4,),
n p=0

la derniére égalité provenant de (2.1.7). Nous obtenons donc le résultat. O

La propriété (2.3.4) donne la probabilité de la réunion U, A, en fonction des proba-
bilités P(A,,), lorsque les événements A,, sont deux-a-deux disjoints. Si ce n’est pas le
cas, nous avons tout de méme la majoration suivante, trés utile dans la pratique :

Proposition 2.3.9 Soit P une probabilité, et soit (An)ner une famille finie ou dé-
nombrable d’événements. On a alors

P(UnerAn) < P(Ay). (2.3.7)
nel

Preuve. a) Supposons d’abord ’ensemble [ fini. Il s’agit de montrer que pour tout k
entier,

P(A1U---UAg) <P(A;) + -+ P(Ag). (2.3.8)

Nous montrons cette propriété par récurrence sur k : elle est évidente pour k£ = 1.
Supposons la propriété vraie pour k — 1, avec k > 2, et posons B = A;U---UAg_1 et
C = BUA. En vertu de (2.1.8), nous avons P(C) +P(BNAy) = P(B) +P(Ag), donc
P(C) < P(B) + P(Ay), et nous en déduisons immédiatement que (2.3.8) est satisfaite
pour k.
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b) Considérons maintenant le cas ou I est dénombrable. Nous pouvons supposer sans
restriction que I = N*. Posons B,, = U}"; 4;, qui croit vers 'ensemble C = UpcrA,,.
D’aprés (a), nous avons

P(B,) < zn:IP(Ai).

Mais le membre de gauche ci-dessus croit vers P(C) en vertu de la proposition précé-
dente, tandis que le membre de droite croit vers >, . P(Ay). En passant a la limite,
nous obtenons donc (2.3.7). O

Nous avons pu ainsi construire dans toute sa généralité un espace abstrait €2, une
tribu sur cet espace et définir la notion de probabilité sur cette tribu. C’est cette
idée géniale qu’a introduite Kolmogorov en 1933 : avoir mis au coeur des probabilités
un objet nouveau, une mesure de probabilité, et ne pas s’intéresser aux causes de
I’expérience génériquement représentées par w € ).

Définition 2.3.10 On appelle le triplet (Q,.4,P)un espace de probabilité. C'est
un espace mesuré au sens de la théorie de 1a ‘mesure.

La modélisation probabiliste consiste donc a4 décrire une expérience aléa-
toire par la donnée d’un espace de probabilité.

Une question fondamentale va ainsi étre de décrire et caractériser les mesures
de probabilité définies pour des espaces de probabilité de plus en plus gros :
N, Q,R,R" C([t1,t2],R). Le dernier exemple, qui traite de trajectoires aléatoires, ne
pourra pas étre abordé dans ce cours de base.

Remarquons que l'on peut construire de nombreuses probabilités distinctes sur le
méme espace (£2,.4). Nous'verrons beaucoup d’exemples ultérieurement, mais nous
pouvons nous en convaincre rapidement dans le cadre du jeu de Pile ou Face, suivant
que la piéce est truquée ou non truquée. Nous pouvons définir sur {0,1} différentes
lois de Bernoulli, en fonction du paramétre p € [0,1] choisi.

La définition suivante est fondamentale en théorie des probabilités. Elle introduit une
notion de “vrai ou faux” qui dépend de la probabilité choisie sur I'espace d’états.

Définition 2.3.11 Soit (£2,.A,P) un espace de probabilité.

Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.
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Une propriété est vraie P-presque-siirement (en abrégé P-p.s.), si I'ensemble des w € Q
pour lesquels elle est vraie est de probabilité égale a 1. Dans ce cas, |'ensemble des w pour
lesquels la propriété est fausse est négligeable.

2.3.5 Probabilités sur un espace dénombrable

Supposons que {2 soit dénombrable. Nous pouvons‘alors numéroter ses éléments par
{wo, w1, ,wy, -}, n € N. La proposition suivante généralise au cas dénombrable
la proposition 2.2.2 vue dans le cas fini. Ici, la tribu considérée est 'ensemble P(2)
des parties de .

Proposition 2.3:12 Une probabilité sur un ensemble dénombrable est entiérement
caractérisée par ses valeurs sur les singletons.

FEtant donnée une suite (pn)n de nombres réels tels que
Of;pnfgl ’ E:lm:=1a
n

il lui correspond une unique probabilité P telle que pour tout A C E,

P(A) = > P({wn}) = > pn- (2.3.9)

wn€A wn€A

Preuve. Lorsque ) est fini, ce résultat n’est autre que la proposition 2.2.2. Lorsque
) est dénombrable, la démonstration est analogue, si ce n’est que pour prouver que P
définie par (2.3.9) vérifie (2.3.4), il faut utiliser la propriété de sommation par paquets
pour les séries. (Voir Section 3.1 ci-aprés.) U

Exemple 2.3.13 Soit § > 0 et p, = e ¢ en—T;. Il est facile de vérifier que 0 <p, <1
etquey, pn=e¢"% 3, Gn—T; = 1. La suite (py,)n définit une probabilité sur N, appelée
loi de Poisson de paramétre 6. Cette loi fut introduite par Siméon Denis Poisson, dans
son ouvrage "Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en

matiére civile" (1837).

Exemple 2.3.14 1) Considérons un espace mesurable (£2,.4) et un point wy fixé dans
Q. Nous pouvons alors définir la probabilité d,,, appelée mesure de Dirac en wp, de
la maniére suivante : pour A € A,

dwo(A) =1siwg € A; §uy(A) =05siwy ¢ A.

Une propriété est alors vraie §,,-presque-sirement si elle est satisfaite par wp, et
lensemble Q\{wp} est un ensemble §,,-négligeable.
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2) Soit P une probabilité définie sur Q = {wo, w1, - ,wp,- -}, et pp = P({wy}).
Alors pour tout A € A, on a

P(A) = an O, (A).

La probabilité P peut donc s’écrire

P =" pnbu,

2.4 Loi d’une variable aléatoire

En théorie moderne des probabilités, on préfére prendre un point de vue fonctionnel
plutét qu’ensembliste, et utiliser les variables aléatoires plutot que les événements. Ce
point de vue sera développé dans la suite du cours. Donnons-en ici uniquement les
idées de base.

Une variable aléatoire est une grandeur qui' dépend du résultat de I'expérience. Par
exemple,

e le nombre de 6 obtenus dans un lancé de 3 dés,

e le nombre d’appels dans un central téléphonique pendant une heure,
e la distance du point d’atteinte d’une fleche au centre de la cible,

e la valeur maximale d’un prix d’actif sur un intervalle de temps donné,

sont des variables aléatoires.

En termes mathématiques, on considére un espace deé probabilité (2, A, P). Une va-
riable aléatoire X est une application de (£2,:4) 'dans un ensemble F,

weEN— X(w) EF.

En pratique, ensemble F pourra étre un ensemble fini ou dénombrable ou R ou R?
ou un espace plus sophistiqué tel que ’ensemble C(R+,Rd) des fonctions continues
de R, dans R

Attention : La terminologie, consacrée par l’usage, est trés malencontreuse et en-
gendre une difficulté liée au vocabulaire employé. Une variable aléatoire, malgré son
nom, n’est pas une variable (au sens de l’analyse), mais une fonction de la variable
w € .

Intérét fondamental : Comme l'espace F' est connu dans la pratique, nous allons
préférer nous intéresser aux chances de réalisation des valeurs de X plutdt qu'aux chances
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de réalisation des résultats de I'expérience. Ainsi, grace a une variable aléatoire X, nous
pouvons transporter la structure abstraite du modéle probabiliste (€2, .4,P) sur I'espace
d'arrivée F' (dont la structure est mieux connue), en posant pour B C F

Px(B) =P(X }(B)) = P({w, X (w) € BY}). (2.4.1)

NOTATION : I est usuel de noter l’ensemble X ~1(B) = {w, X (w) € B} par {X €
B}, ce qui allege les écritures. Rappelons-nous toutefois que cette notation simplifiée
désigne un sous-ensemble de 2.

Comme P(A) n’est définie que pour les A appartenant a A, la formule (2.4.1) ne
permet de définir Px (B) que pour les ensembles B tels que X ~1(B) = {X € B} € A,
d’ott 'importance de la proposition suivante.

Proposition 2.4.1 a) La famille F des parties B de F telles que X 1(B) € A est
une tribu de F'.

b) L’application Px définie pour B € F par
BA(B) = P(X~'(B)) = P(X € B)

définit une probabilité sur la tribu F de F.

Preuve. Les propriétés (A1), (A2) et (A3) pour F, ainsi que (2.1.3) et (2.3.4) pour
Px découlent immédiatement des propriétés du méme nom pour A et P, une fois
remarquées les propriétés élémentaires suivantes :

XTH0) =0, X' (F) =, X (B) = (X"1(B))",

X7HMiA) = XA, XHUA) = U XA, (2.4.2)

O

Définition 2.4.2 La probabilité Px, définie sur (F,F) par (2.4.1) est appelée loi de
la variable X, ou distribution de X. C'est la mesure image de [P par I'application
mesurable X.

Elle sera plus facile a caractériser que IP, puisque F' est un ensemble connu (on pourra
en particulier utiliser ses propriétés topologiques) alors que 2 est un espace abstrait.
Nous remarquerons qu’en général F # P(F), méme si on a A = P(£2). Comme Px ne
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peut étre définie que sur F, ceci constitue une premiére raison, d’ordre mathématique,
pour qu’une probabilité soit définie sur une tribu qui peut étre strictement plus petite
que 'ensemble de toutes les parties.

Les variables que nous rencontrerons dans ce cours seront soit a valeurs dans un ensemble
dénombrable, soit & valeurs dans R ou dans R?. Nous les appellerons respectivement des
variables aléatoires discrétes, réelles ou des vecteurs aléatoires. Leurs lois seront alors des
probabilités respectivement sur un ensemble dénombrable, sur R ou sur R%. Nous avons vu
ci-dessus des caractérisations simples des probabilitésisur-un espace fini ou dénombrable.
En revanche, décrire les probabilités sur R ou'sur R¢ est beaucoup plus délicat. Nous
développerons cela dans le cadre des variables et vecteurs aléatoires au Chapitre 4.

Exemple 2.4.3 Etudions un lancé de deux dés que ’on suppose bien équilibrés. Dans
ce cas, l'espace d’états vaut Q = {(i,7) : 1 <i<6; 1 < j <6}, et il est naturel de
prendre ici A = P(Q2). Considérons un événement aléatoire A C Q. Puisque les dés
sont équilibrés, nous définissons la probabilité de A par PR(A) = %6(’4) ou card(A)
est le cardinal de A et désigne le nombre d’éléments-de A. C’est la probabilité uni-

forme sur €, et nous avons P({w}) = 35~ pour chaque singleton {w}.

L’application X : Q — {1,2,---,12} deéfinie par X (i, j) = i+ j est la variable aléatoire
"somme des résultats des deux dés". Elle a pour loi

nombre de couples (i, j) tels que i + j € B
36 '

Par exemple, Px ({2}) = Px({12}) = 5, Px({3}) = &, etc.

Px(B) =

EXERCICE 2.4.4 Dessiner le diagramme en baton de la loi Px de X et remarquer
qu’elle est trés différente de la probabilité uniforme P définie préalablement sur 2.

2.5 Conditionnement et indépendance

2.5.1 Probabilités conditionnelles

La notion de conditionnement est 1'une des plus fructueuses de la théorie des pro-
babilités, et la différencie fondamentalement de la théorie de la mesure. L’idée de
base permettant la compréhension de cette notion est la suivante : une information
supplémentaire concernant I’expérience modifie la vraisemblance que 1’on
accorde a I’événement étudié.
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Par exemple (et il serait bien de méditer sur cet exemple trés simple), cherchons, pour un
lancé de deux dés, la probabilité de I'événement “la somme est supérieure ou égale a 10".
Elle vaut % sans information supplémentaire, % si I'on sait que le résultat d'un des dés
est 6, 0 si I'on sait a priori que le résultat d'un des dés est 2. Pour obtenir ces résultats,
nous avons dans chaque cas calculé le rapport du nombre de résultats favorables sur le
nombre de cas possibles. Nous remarquons qu'il est indispensable de bien définir |'espace
de probabilité lié a I'expérience munie de I'information a priori. Remarquons également

que l'information a priori a changé la valeur de la probabilité de I'événement aléatoire.

L’approche intuitive pour formaliser cette notion consiste & revenir a la notion de
fréquence empirique. La fréquence de réalisation de I’événement A sachant que I'évé-
nement B est réalisé, sur n expériences, est égale au nombre de réalisations de A
parmi celles pour lesquelles B est réalisé. Elle vaut donc

nNAnB _ fn(A N B)
np fn(B) ’

et en faisant tendre n vers I'infini, nous aboutissons & la-définition suivante.

Définition 2.5.1 Soit A et B deux événements, avec P(B) > 0. La probabilité condi-
tionnelle de A sachant B est le nombre

P(ANB)

PAIB) = —55

(2.5.1)

Cela définit bien une probabilité comme 1’énonce la proposition suivante.

Proposition 2.5.2 1) Soit (2, A, P) un espace de probabilité et B un événement de
A de probabilité strictement positive. Alors Vapplication de A dans [0,1] qui ¢ A as-
socie P(A|B) définit une nouvelle ‘probabilité sur Q, appelée probabilité conditionnelle
sachant B.

2) SilP(A) > 0 et P(B) > 0, nous avons
P(A|B)P(B) =P(AN B) =P(B|A)P(A).
Preuve. 1l est clair que 0 < P(A|B) < 1. Par ailleurs, les propriétés (2.3.3) et (2.3.4)
pour P(:|B) proviennent des mémes propriétés pour P et des remarques suivantes :

QNB=B,et (U,A,)NB =U,(A, NDB). De plus, si A et C sont disjoints, il en est
de méme de AN B et C'N B. L’assertion (2) est évidente. O
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Proposition 2.5.3 Formule des probabilités composées. Si A1, ..., A, sont des
événements de ) tels que P(A1 N AaN...NA,_1) >0, alors

P(A1NA2N...NAn) =P(A1) P(A2|A1) P(A3]A1 N A2)..P(An|A1 N A2 N ... N An1).
(2.5.2)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence. Si n = 2, les formules (2.5.1)
et (2.5.2) sont les mémes. Supposons que (2.5.2),s0it vraie pour n — 1, et soit
B=AnNAnNn..NA,_1. Daprés (2.5.1); ona P(BN A,) = P(B)P(A,|B). En
remplagant P(B) par sa valeur donnée par (2.5.2) avec n — 1, nous obtenons (2.5.2)
pour n. O

Proposition 2.5.4 Formule des probabilités totales. Soit (B;);cn une partition
finie ou dénombrable d’événements de €, telle que P(B;) > 0 pour chaque i. Pour tout
A€ A, on a alors

P(A) =) P(ANB;) =Y P(AIB;)P(B;). (2.5.3)

Preuve. Nous avons A = U;cr(A N B;). Par hypothése, les ensembles (A N B;) sont
deux-a-deux disjoints, et par ailleurs P(A N B;) = P(A|B;) P(B;). 1l suffit alors d’ap-
pliquer (2.3.4). O

Théoréme 2.5.5 Formule de Bayes. Sous les mémes hypothéses que dans la pro-
position 2.5.4, et si P(A) >0,

Wi €N, P(Bj|A) = ;ﬁﬁﬁg@j)' (2.5.4)

Preuve. Le dénominateur de (2.5.4) vaut P(A) d’aprés (2.5.3), tandis que (2.5.1)
implique
P(ANBi) _ P(A|B:) P(Bi)
P(B;|A) = _
i) =50 P(4)

Exemple 2.5.6 Un individu est tiré au hasard dans une population ot I'on trouve
une proportion 10™% de séropositifs. On lui fait passer un test de détection de la
séropositivité. Par ailleurs, des expérimentations antérieures ont permis de savoir que
les probabilités d’avoir un résultat positif lors de 'application du test si I'individu est
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séropositif, ou s’il ne l'est pas, sont respectivement égales a 0,99 (c’est la sensibilité
du test) et & 0,001 (0,999 = 1 — 0,001 est la spécificité du test). Sachant que le test
donne un résultat positif, quelle est la probabilité pour que I'individu soit effectivement
séropositif 7

Solution : Considérons les événements A “I'individu est séropositif”’, et B “le test
de détection donne un résultat positif”. Les données fournissent P(4) = 10=* d’ot
P(A°) = 0,9999, P(B|A) = 0,99 et P(B|A°) = 0,001. Nous trouvons alors

P(A|B) = %
P(B|A)P(A)

P(B|A) P(A) + P(B|A*)P(A°)
0,99 x 10—

- ~ 0, 09.
0,99 x 10~4 + 0,001 x 0,9999

Remarquons que contrairement & l’intuition, cette probabilité est petite.

Exemple 2.5.7 On classe les gérants de portefeuilles.en deux catégories, les bien in-
formés et les autres. Lorsqu'un gérant bieninformé achéte une valeur boursiére pour
son client, on peut montrer par une(étude préalable que la probabilité que le cours
de cette valeur monte est de,0,8. Si le gérant est mal informé, la probabilité que le
cours descende est de 0,6 On sait par ailleurs que si 'on choisit au hasard un gé-
rant de portefeuille, il y a une chance sur 10 que celui-ci soit un gérant bien informé.
Un client choisit au hasard un gérant dans l'annuaire, et lui demande d’acheter une
valeur. Sachant que le cours de cette valeur est monté, cherchons la probabilité pour
que le gérant soit mal informé.

Solution : Notons M I’événement “la valeur monte” et I'’événement “le gérant est bien
informé”. Par la formule des probabilités totales, la probabilité que la valeur monte
vaut

P(M)=P(M|)P(I)+P(M|I°)P(I¢)=0,8 x 0,14 0,4 x 0,9 =0,44.
La formule de Bayes donne alors

P(M|I)P(I) 0,4 x 0,9

PUI*IM) = P(M) 0,44

=0,818.

2.5.2 Indépendance

La notion d'indépendance est absolument fondamentale en probabilités et nous verrons
par la suite toutes ses implications dans la modélisation de |'aléatoire.
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Evénements indépendants

Intuitivement, deux événements A et B sont indépendants si le fait de savoir que A est
réalisé ne donne aucune information sur la réalisation de B et réciproquement.

Supposons que la réalisation de I’événement B n’ait aucune influence sur la réalisation
de A. Alors, aprés n expériences, la fréquence empirique de réalisation de A sera
approximativement la méme, que l'on sache ou non que B est réalisé. Ainsi donc,
fn(A|B) = % doit étre approximativement égal-a f,(A). (Le conditionnement
ne change pas l'information que l'on a sur l’expérience). Par passage a la limite sur
le nombre d’expériences, nous en-déduisons les définitions suivantes.

Si B est un événemeént de probabilité strictement positive, A sera dit indépendant
de B si

P(A|B) = P(A) — %

On remarque que cette formule se symétrise et la notion: d’indépendance se définit
finalement comme suit.

Définition 2.5.8 Deux événements aléatoires A et B de probabilité strictement positive
sont indépendants si et seulement si

P(AN B) = P(A)P(B). (2.5.5)

La probabilité de voir A réalisé ne dépend pas de la réalisation de B, et réciproquement.

Remarque 2.5.9 1) Cette notion est une notion liée au choix de la probabilité P et
n’est pas une notion ensembliste. Cela n’a en particulier rien a voir avec le fait que A
et B soient disjoints ou non. (Cf. Exemple 2.5.10 2) ci-dessous)-

2) SiP(A) > 0 et P(B) > 0, alors
P(ANB) =P(A)P(B) <= P(A|B) =P(A) < P(B|A) = P(B).

Exemple 2.5.10 1. On lance 3 fois un dé. Si A; est un événement qui ne dépend
que du iéme lancé, alors A;, As, A3 sont indépendants.

2. On tire une carte au hasard dans un jeude 52 cartes. A = {la carte est une dame};
B = {la carte est un coeur}. Il est facile de voir que P(4) = =, P(B) = 13,

et P(AN B) = P( la carte est la dame de coeur ) = &5 = P(A) P(B). Ainsi, les

événements A et B sont indépendants pour la probabilité uniforme P.

3. Supposons maintenant que le jeu de cartes soit trafiqué. Soit Q la nouvelle
probabilité correspondant au tirage de cartes. Supposons que
1 1 1

1
Q(valet de pique) = 5 ,Q(autre carte) = 3 X5 = 103"
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Alors

1 2 13
QANB) = 155 7 QA QB) = o7 x 155

Les événements A et B ne sont pas indépendants sous la probabilité Q.

Nous laissons en exercice (trés simple a vérifier) la démonstration de la proposition
suivante, dont le résultat est tout a fait intuitif.

Proposition 2.5.11 Si les événements A et B sont indépendants, alors il en est de
méme de A et B¢, A¢ et B, A° et B°.

La notion d’indépendance se généralise & une suite finie ou infinie d’événements de la
maniére suivante.

Définition 2.5.12-Une suite (A,,), d'événements de (Q,.A, P) est dite indépendante
si
P(A;, N...NA;) =P(4;)..P(4;,)

pour toute suite finie (i1, ..., ;) d'entiers deux a deux distincts.

Cette définition est délicate. Par exemple, pour-que la suite (A, B, C) soit indépen-
dante, la propriété doit étre vérifiée pour toutes les intersections de deux ensembles et
I'intersection des 3 ensembles.Il'ne suffit pas d’avoir P(ANBNC) = P(A) P(B)P(C).
Par exemple, prenons ‘un-lancé de dé avec A = {1,2,3}, B = {2,4,6} et C =
{1,2,4,5}. Nous avons P(A) = 1, P(B) = 3, P(C) = 2. Ainsi, nous avons bien

P(AN BN C) = P(A) P(B) P(C) mais P(A N B) # P(4) P(B).

Il ne suffit pas non plus que les événements soient indépendants deux a deux. On joue
2 fois a Pile ou Face et on considére les événements A = { Face au premier lancé },
B = { Face au deuxiéme lancé } et C' = {les deux tirages donnent le méme résultat}.
On vérifie que ces événements sont deux & deux indépendants mais que la probabilité
de leur intersection n’est pas égale au produiti.des probabilités.

Expériences aléatoires indépendantes et espace de probabilité produit

Considérons une suite d’espaces de probabilité (Q,, A,,P,). Nous avons vu que ces
espaces modélisent des expériences aléatoires. Nous souhaiterions construire un espace
de probabilité rendant compte de toutes ces expériences indépendantes les unes des
autres.

Si nous avons uniquement deux espaces (21,.41,P1) et (Q2, A2, P3), nous prendrons
Q = Q1 x Qy, que nous munirons de la tribu produit A = A; ® As. Cette tribu
produit de A; et As est définie comme étant la tribu engendrée par les pavés Ay X As,
Ay € Ay, Az € Ay, (voir définition 2.3.3). Nous définissons IP sur les pavés de A par
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P(A; x Az) = P1(A1) P2(A2). On peut montrer que cela suffit pour caractériser une
probabilité sur A, que 'on appelle probabilité produit, notée P; @ Ps.

Nous pouvons généraliser cette notion d’espace de probabilité produit, et considérer
le produit (dénombrable) cartésien 2 = 11,8, A = ®,.A4, ou ®,.A4, désigne la plus
petite tribu de 2 engendrée par les produits cartésiens finis d’éléments des tribus
coordonnées, donc contenant tous les ensembles de la forme

Ay X Ag X oo X A X Qa1 X Qoo X oy A€ A, k=1,2,3, ..

Il est possible de montrer par un théoréme général de théorie de la mesure qu’il existe
une unique probabilité P sur (;A) qui vérifie

P(Al X A2 X ... X Ak X QkJrl X Qk+2 X ) = Hle]P)Z(Az)

pour tous k = 1,2,... et A; € A;. Cette probabilité rend ainsi indépendantes les
expériences aléatoires correspondant a chaque espace (Q,, Ay, Pp).

En particulier, en prenant tous les espaces coordonnées égaux, cela nous permettra de
modéliser la méme expérience répétée une infinité (dénombrable) de fois, de maniére
indépendante et dans les mémes conditions.

Exemple 2.5.13 Considérons les lancés successifs et indépendants d’une méme piéce
de monnaie, telle que la probabilité de tirer Face soit égale & p €]0,1[. Soient F),
I’événement “Face au n-iéme lancé” et P, I’événement “Pile au n-iéme lancé”. Soit T’
la variable aléatoire décrivant le premier lancé pour lequel un Pile est obtenu. Alors,
par indépendance des lancés, nous avons pour k € N,

]P)(T:k) = P(Fl NN NFe_q ﬁPk)
= P(Face)* 'P(Pile) = p*~ (1 — p).

Remarquons que
P(T < 4o00) =» P(T=k) =1,

k>1

donc P(T = +00) = 0. La loi de T est appelée loi géométrique de paramétre p.

Nous allons maintenant voir un théoréme fameux, dans lequel intervient fondamen-
talement la notion d’indépendance, et qui sera trés important, en particulier pour les
théorémes de convergence (cf. Chapitre 5).
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2.5.3 Le Lemme de Borel-Cantelli

Considérons une suite (A,), d’événements aléatoires. Nous définissons ’ensemble
limsup,, A, comme étant ’ensemble

limsup A, = Np Up>p An.

n

Remarquons que
w € limsup A4, < Vp, In>p, tel quew € A,
n

< w appartient & une infinité de A,

& ZlAn(w):+OO.

De méme,

w ¢ limsup A,, < w appartient a au plus un nombre fini de A,.
n

Théoréme 2.5.14 Soit (A,,), une suite d’événements de A.

o Sila série >, P(A,) < +oo, alors P(limsup, A,) = 0, c’est a dire que P-
presque strement, il y a au plus un nombre fini de A, qui sont réalisés.

o Si de plus la suite (Ay), est indépendante, alors

ZIP’(An) =400 = P(limsup 4,) = 1. (2.5.6)
Dans ce cas, P-presque sidrement, une infinité de A, ‘sont réalisés.

Il est clair que cette derniére propriété n’est plus vraie dans le cas ou la suite n’est
pas indépendante. Il suffit pour s’en convaincre de prendre tous les A, égaux & un
méme événement A de probabilité P(A) €]0, 1[.

La premiére partie de ce lemme est un outil précieux pour démontrer qu’une propriété
est vraie P-presque stirement. Nous en verrons un exemple dans la preuve de la loi
forte des grands nombres donnée au paragraphe 4.2. La deuxiéme partie du lemme
caractérise entiérement, dans le cas indépendant, le fait que P(lim sup,, A,,) vaut 0 ou
1 suivant la convergence ou la divergence de la série de terme général P(A,,).

Preuve. Remarquons tout d’abord que

P(limsup A,) = lim | P(Up>pA,) < lim | Y P(A,), (2.5.7)
n p p

nzp
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ot lim | désigne la limite d’une suite décroissante.

Si la série >, P(A,,) est convergente, le reste de cette série tend vers 0 et (2.5.7)
implique que P(limsup,, 4,,) = 0.

Supposons maintenant que les A, soient indépendants et que la série Y, P(A,)
diverge. Soit m un nombre entier. Nous avons

P(UZ,4:) = 1-P(NZ,A7) =112 P(A7) grace a I'indépendance

_ m - ZZPP(A'L)
= 1- Hi:p(l —P(A))>1—e

grace & l'inégalité 1 — @y < e™ pour = > 0. Ainsi,
P(UR,A;) > 1— e 2P0 =g

et 'on conclut finalement que pour tout p, P(U;’ipAi) =1, ce.qui implique finalement
que P(limsup,, A,) = 1. O

Application percutante :Considérons une suite de parties indépendantes de Pile
ou Face, la probabilité d’apparition d’un Pile étant égale a p €]0, 1[. Soit A un "mot"
de longueur [ choisi a priori, c’est & dire une suite de [ termes dont chaque lettre est P
ou F'. Désignons par A; I’événement consistant en le fait que le mot se réalise dans les
[ premiéres parties, par A, I’événement consistant en le fait que le mot se réalise dans
les [ parties suivantes, etc. Les événements A1, Ao, ..., sont indépendants et pour tout
n > 1, nous avons P(A4,,) = P(4:) > 0, d’ou > ,, P(4,) = +oo! Il résulte du lemme
de Borel-Cantelli (deuxiéme assertion), qu’avec une probabilité égale a 1, le mot A se
réalise une infinité de fois au cours du jeu. Le, méme raisonnement montre que si un
singe tape au hasard sur une machine & écrire, alors, avec une probabilité égale a 1,
le mot ABRACADABRA se réalisera une infinité de fois au cours de la frappe. C’est
vrai pour n’importe quel texte, donc il tapera aussi une infinité de fois le livre "A LA
RECHERCHE DU TEMPS PERDU".

2.6 Exercices sur le chapitre 2

EXERCICE 2.6.1 1) Parmi n personnes en présence (n < 365), quelle est la proba-
bilité pour qu’au moins deux personnes soient nées le méme jour ? (On conviendra de
ne pas prendre en compte les personnes nées le 29 février). Que vaut cette probabilité
pour n=4,n=16,n=22, n=40,n =647
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2) Déterminer n,,;, pour que la probabilité qu’au moins deux personnes soient nées
le méme jour soit supérieure a 0, 5. On pourra utiliser la formule de Stirling m! ~,,
2rm™tz e,

EXERCICE 2.6.2 Montrer la formule de Poincaré :

n

P(Un1Am) =p1—p2+ 4+ (1) 'pa = > (=D 'y (2.6.1)
k=1
ou
pe=c VY P(A, N..NA). (2.6.2)

1<iy <...<ip<n

EXERCICE 2.6.3 Un facteur posséde n lettres adressées a n destinataires distincts.
11 est totalement ivre et poste au hasard une lettre par boite.

Quelle est la probabilité d’obtenir la bonne répartition ?
Quelle est la probabilité qu’une-lettre-au moins arrive a la bonne adresse ?
Quelle est la probabilité-qu’aucune lettre n’arrive & la bonne destination ?

Quel est le nombre d,, de maniéres différentes de poster les lettres de telle sorte
qu’aucune n’arrive a destination ?

EXERCICE 2.6.4 Soit a €]0, 1[. Montrer que la suite de nombres définie par p,, =
(1 — a)a™! caractérise une probabilité sur N*.

EXERCICE 2.6.5 M. et Mme Barbétipoil ont deux enfants, garcons ou filles, les
4 configurations sont équiprobables. Quelle est la probabilité que les deux enfants
Barbétipoil soient des filles;

1. sans autre information,
2. sachant que ’ainée est une fille,

3. sachant que I'un des deux enfants est une fille.

EXERCICE 2.6.6 Modéle de Hardy-Weinberg. Les caractéres héréditaires dans cer-
tains organismes, tels que les humains, sont portés par des paires de génes. Dans le
cas le plus simple, chaque géne peut prendre deux formes appelées alleles, A et a. Ces
alleles se trouvent dans une population parentale avec les proportions p et g. Comme
Aa et aA ne sont pas discernables, il y a 3 génotypes possibles, AA, aa, Aa. Nous sup-
poserons que la reproduction peut avoir lieu entre deux individus quelconques de la
population, indépendamment des génes considérés. Chaque parent transmet un géne
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de son génotype de fagon équiprobable, les deux génes ainsi obtenus constituant le
génotype du descendant.

Calculer la probabilité des différents génotypes dans la génération suivante. Montrer
que la proportion de chacun des alléles reste la méme dans la deuxiéme génération.

EXERCICE 2.6.7 L’hémophilie est transmise par la mére. La reine porte le géne
de 'hémophilie avec une probabilité de 0,5. Si elle est porteuse, chaque prince aura
une chance sur deux de souffrir de cette maladie. La reine a eu 3 fils non hémophiles.
Quelle est la probabilité qu’elle soit porteuse du géne 7 S’il nait un quatriéme prince,
avec quelle probabilité sera-t-il hémophile ?

EXERCICE 2.6.8 Le)jeu des 3 portes est un jeu télévisé populaire (Let’s make a
deal) diffusé dans les années 70 aux USA. Trois portes A, B, C sont fermées. Derriére
I'une d’elle il y a une Ferrari, derriére les autres une chévre.

e Le joueur choisit une porte, disons A.

e Le présentateur, qui sait oul se trouve la voiture, 'informe alors qu’elle n’est pas
derriére la porte B et lui offre la possibilité de réviser son choix (i.e. de choisir
la porte C).

Le joueur a-t-il intérét a réviser son’ choix ?

EXERCICE 2.6.9 Un probléme simple de démographie. Soit a €]0,1[. Soit py, la
probabilité qu’une famille ait k& enfants. Nous supposons que

po=pi=a; pr=(1-2a)2"* 1 vik>2

et que P(Fille) = P(Garcon) = 1.

On pose : E, : “la famille a n enfants”, F, : “n filles”, G,; : “n gargons”.

1) Quelle est la probabilité pour qu'une famille ayant deux filles aient deux enfants
seulement ?

2) Quelle est la probabilité qu'une famille ait deux garcons sachant qu’elle a deux
filles 7

EXERCICE 2.6.10 On jette indéfiniment une piéce de monnaie, la probabilité
d’apparition d’'un Face étant égale & p. Soit Ay, pour k entier, I’événement selon
lequel au moins "k Faces" consécutifs apparaissent au cours des lancés numérotés 2%,
2k 41, 2k 1.

Montrer que P(limsup, Aj) vaut 0 ou 1 selon que p < % ou que p > % Comment
interprétez-vous ce résultat ?
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EXERCICE 2.6.11 Montrer qu’il n’existe pas de probabilité P sur (N, P(N)) telle
que P(kN) = % pour tout entier k, ou kN désigne ’ensemble des entiers multiples
de k.



Chapitre 3

Variables aléatoires sur un
espace fini ou dénombrable

I have deeply regretted that I did(mot proceed at least to understand something of
the great leading principles of mathematics; for men thus endowed seem to have an
extra sense.

Charles Darwin, Uses and abuses of Mathematics in Biology

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons développer une étude plus systématique des
variables aléatoires et de leur loi. La'grande nouveauté va étre de comprendre que ce n'est
pas la variable aléatoire en tant que fonction précise de I'aléa qui nous intéresse, mais sa
loi, c'est-a-dire la description de son “comportement probable”.

3.1 Prérequis : quelques résultats utiles sur les séries

Nous rappelons les résultats essentiels sur les séries, qui seront d’usage constant dans
I’étude des variables aléatoires sur un espace dénombrable.

Soit (un)n>1 une suite numeérique, et S, = u1+...4+u, la “somme partielle” a 'ordre n.

51
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S1  Lasérie Y, uy, est dite convergente si S,, converge vers une limite finie S, notée
aussi S =Y, up. (Clest la “somme” de la série).

S2  Sila série Y, u, converge, la suite (up)n>1 tend vers 0. La réciproque est
fausse : on peut avoir u, — 0 sans que la série Y, u,, converge. (Prendre par exemple

u, = 1).

S3  La série >, u, est dite absolument convergente si la série Y, |un| converge.

S4  Si u, > 0 pour tout n, alors la suite .5,, est croissante, donc elle tend toujours
vers une limite S éventuellement infinie. On écrit encore S = 3", uy,, bien que la série
converge au sens de (S1) si et seulement si S < oo.

En général 'ordre dans lequel on considére les termes d’une série est important. Il
existe en effet de nombreux exemples de suites (uy,),>1 et de bijections v de N* dans
lui-méme pour lesquels »",, u, converge et >, u, ) diverge, ou converge vers une
somme différente. Cela étant, il existe deux cas importants ot I’'ordre des termes n’a
pas d’importance :

S5 Siw, > 0 pour tout n, la somme 3, u, ne change pas si 'on change 'ordre
de sommation. Rappelons rapidement la démonstration de cette propriété, qui est
fondamentale pour les probabilités : soit v une bijection-de N* dans lui-méme,
Sp = u1 4 ... Fuy et S, = uyq) + ...+ Uy ; lessuites (S,,) et (S),) sont crois-
santes. Notons S et S” leur limites respectives' (dans Ry U {+o0}). Pour tout n il
existe un entier m(n) tel que v(i) < m(n)idés que i < n. Comme u; > 0, clairement
S, < Sm(n) < S et donc en passant a la limite nous obtenons S’ < .. Nous montrons
de méme que S < §’, et doncS = 5.

S6  Lorsque les u,, sont des réels de signe quelconque et que la série est absolu-
ment convergente, nous pouvons modifier de maniére arbitraire I’ordre des termes
sans changer la propriété d’étre absolument convergente, ni la somme de la série.

S7  Siwu, >0, il est possible de “sommer par paquets”. Cela signifie la chose sui-
vante : soit (4;);e; une partition finie ou dénombrable de N*. Pour chaque i € I,
posons v; = Y, 4. Upn. Si A; est fini, c’est une somme ordinaire; sinon v; est elle-
méme la somme d’une série a termes positifs. Nous avons alors Y, u, =Y ;¢ vi, qui
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est de nouveau la somme d’une série & termes positifs si I = N*. La démonstration
de ce résultat est analogue a celle de (S5) ci-dessus.

S8  Silasérie Y, u, est absolument convergente, la propriété (S7) est encore vraie.

S9 Théoréme de Fubini pour les séries. Soit (@mn)m.nen une série double telle
que la série de terme général >, |amn| converge. Alors les séries >, > amn et
> D n Gmn sont convergentes et de méme somme,

3.2 Variables aléatoires discrétes

Dans tout ce chapitre, ’espace (2 est fini ou dénombrable.

Nous supposons donnée une probabilité P sur Q (muni de'la tribu de ses parties
P(£2)), caractérisée par les p, = P({w}). Alors touterapplication définie sur 2 est une
variable aléatoire et I’ensemble F' des valeurs'de X (i.e. I'ensemble des X (w) lorsque
w parcourt §2) est nécessairement fini(ou dénombrable. La loi de X est une probabilité
sur F. Par la proposition 2.3.12, nous savons que cette probabilité Px est caractérisée
par les nombres

p¥ =Px({z}) = P{w, X(w)=2:}) = PX=2) = > ps, VneF
w, X (w)=z;
(3.2.1)

Ainsi,
Proposition 3.2.1 La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans un espace dé-
nombrable F' est caractérisée par

{ (@i, pX), i € F,  avec pX =P(X =) }.

Exemple 3.2.2 Une variable aléatoire de loi uniforme sur {1,...,n} a pour loi
{ (k,1),1<k<n}.

La représentation graphique d’une loi de variable discréte en utilisant un diagramme
“en batons” est trés parlante. Les valeurs x; sont placées en abscisse et les images p;X
en ordonnée.

La représentation graphique ne donne pas d’information quantitative sur la loi. Dans
les paragraphes suivants, nous allons définir des nombres réels qui vont résumer en
un certain sens le comportement de la variable aléatoire.
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3.3 Espérance des variables aléatoires discrétes

Nous supposons ici que F' C R.

3.3.1 Définition

Motivation : Répétons n fois une expérience aléatoire, et notons Xi,...,X, les
valeurs successives prises par X. Pour avoir une-idée'du comportement de la variable
X, il est naturel de considérer leur moyenne arithmétique M, = %(X 1+ + X0

(Pensez a vos propres calculs de moyennes en tant qu’éléves.) En regroupant suivant
les différents résultats w, de Pexpérience, nous obtenons

My = 3 fulfw)) X(),

weN

o fn({w}) est la fréquence de réalisation du singleton {w} au'cours des n expériences.
Nous voulons faire tendre n vers 'infini. Si la propriété (2.1.1) intuitée au Chapitre
1 est vraie, c’est-a-dire si f,({w}) — pu. ,et si-dans Pexpression ci-dessus on peut
intervertir la somme et la limite (ce qui est en particulier vrai si Q est fini), alors la
suite (M), tend vers > cqpoX (w) : espérance mathématique, ou moyenne, est la
limite des moyennes arithmétiques lorsque le nombre d’expériences tend vers l'infini.
Nous justifierons cette assertion plus loin, dans I'un des théorémes les plus importants
de la théorie des probabilités, appelé la loi des grands nombres.

Définition 3.3.1 Soit X une variable aléatoire réelle sur I'espace fini ou dénombrable
Q (i.e. une application de € dans R). Son espérance (appelée aussi parfois moyenne) est
le nombre

E(X) =Y pX(w), (3.3.1)

weN

pourvu que la somme " ., p,| X (w)| soit finie.

(Rappelons que, en vertu de (S6), comme la série de terme général p,X(w) est
absolument convergente, la somme E(X) de la série ne dépend pas de la maniére dont
les w sont ordonnés.)

Remarque : E(X) est un nombre réel qui donne une valeur moyenne résumant la
variable aléatoire X.

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire est I'un des concepts les plus impor-
tants de la théorie des probabilités. La dénomination d’espérance pour cette quantité fait
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référence aux problémes de jeux et d'espérance de gain. Cette terminologie imagée a été
introduite par Pascal.

Théoréme 3.3.2 Considérons une variable aléatoire X satisfaisant Y, cq puw|X (w)]
E(|X]) < 400. On a alors la formule fondamentale suivante :

E(X) = prX(w) = Z o P(X =a;) = Z z; pi. (3.3.2)

weN z;,eF z;,€F

En particulier, nous remarquons que l’espérance de X ne dépend que de la loi de X .

Preuve. La preuve de cette proposition consiste juste & observer que la sommation
par paquets est justifiée par (S8) puisque >, cqpw|X(w)| = E(|X|) < +o0, puis a
écrire

B = nx@=3( ¥ mn)= Y wrlexe=n)= 3wl

weN z,€F w,X(w)=x; z,€F z,€F

O

Analogie avec une notion de mécanique : Le concept d’espérance est a rappro-
cher de la notion de centre de gravité d’un groupe de masses au sens de la mécanique.
Considérons en effet une variable X de loi de probabilité {(z;,P(z;)),7 > 1}. On
montre que si les masses P(x;),4 > 1 sont réparties sur une barre sans poids aux
abscisses x;,4 > 1, le centre de gravité, c’est & dire le point sur lequel la barre pourra
étre posée et rester en équilibre, est d’abscisse E(X). En effet, il suffit d’établir que
la somme des moments des forces gravitationnelles par rapport au point d’abscisse
E(X) est nulle. En d’autres termes, il suffit de montrer que

0= Z(ZEz — EX)P(z:),

ce qui est immédiat.

Exemple 3.3.3 Un nombre est choisi au hasard entre 1 et 10, et nous devons deviner
ce nombre en posant des questions auxquelles il ne sera répondu que par oui ou
par non. Calculons l'espérance du nombre N de questions nécessaires dans les cas
suivants :

e La iéme question est du type “Est-ce ¢ 7", i étant égal a 1,2,...,10 :
Soit Ay, événement : “le nombre k € {1,...,10} a été choisi". Alors

P(N = k) = B(N = KAL) P(4) = .



56 Chapitre 3 — Espace fini ou dénombrable

et
E(N) =Y kP(N =k) = —.
e Avec chaque question, nous essayons d’éliminer a peu prés la moitié des réponses

possibles, avec le protocole suivant : est-ce < 5, < 2 (resp. < 7), < 4 (resp. < 9).
Alors

3.3.2 Propriétés de ’espérance des variables aléatoires discrétes

Définition 3.3.4' Nous appelons variable aléatoire intégrable une variable aléatoire X
qui admet une espérance, c'est & dire telle que > pu|X (w)| = E(|X]|) < +o00. L'en-
semble de toutes les variables aléatoires intégrables est noté L'. L'ensemble L' dépend
de Q2 et de la probabilité P.

Les propriétés suivantes sont immédiates :

Proposition 3.3.5 o Lliest un espace vectoriel, et lespérance est linéaire sur
L' :VX, Y € L', Va,beR,

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y). (3.3.3)

X e L' < |X|€ L, et dans ce cas,
[E(X)| < E(|X]). (3.3.4)
e L’espérance est positive :

si X >0 (i.e. Vo, X(w)>0) et X eL', alors E(X)>0. (3.3.5)

Si X,Y € L', telles que X <Y (i.e. Vw, X (w) <Y (w)), alors
E(X) < E(Y). (3.3.6)

L' contient toutes les variables aléatoires bornées.
(X est dite bornée s’il existe un réel b tel que | X (w)| < b pour tout w).

L’espérance d’une variable constante est égale o cette constante :
Si X(w)=a pour tout w, alors E(X) = a. (3.3.7)

Si ) est fini, L' contient toutes les variables aléatoires réelles.
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Exemple 3.3.6 Supposons que A soit un événement aléatoire et définissons la va-
riable aléatoire X de la maniére suivante : X(w) =1siw € A, et X(w) =0siw ¢ A.
Cette variable aléatoire est notée X = 14 et est appelée fonction indicatrice de A.
Nous remarquons alors que

E(X) = E(14) = P(4),

ce qui donne le lien entre la probabilité d’un événement et ’espérance d’une variable
aléatoire.

3.3.3 Variance et écart-type

Nous allons maintenant introduire un second ensemble de variables aléatoires , ’en-
semble L? des variables aléatoires X réelles telles que le carré X2 soit intégrable. Nous
dirons dans ce cas que X est de carré intégrable.

Proposition 3.3.7 L? est un sous-espace vectoriel de LY, et si X € L? on a
IE(X)] < E(X]) < EX?). (3.3.8)

Preuve. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et a € R. Si X et Y sont dans
L?, et comme (aX +Y)? < 2a2X?+2Y 2, nous déduisons de (3.3.3) que aX +Y € L?:
ainsi L? est un espace vectoriel. L’inclusion L? C L! découle de |X| < 1+ X? et de
la linéarité (3.3.3).

La premiére inégalité de (3.3.8) a déja été vue en (3:3.4).“Pour la seconde, nous
pouvons nous limiter au cas ou X est positive.Soit-alors ¢ = E(X) et Y = X — a.
D’aprés (3.3.3) il vient

E(Y?) = E(X?) - 2aE(X)+a® = E(X?) - d?,

et E(Y?) > 0 par (3.3.5). Donc a? < E(X?), ce qui est le résultat cherché. O

Définition 3.3.8 Si X € L?, sa variance est définie par

Var(X) =E(X — E(X))*) = ) (2 — E(X))* p*.

x, EF

En vertu de (3.3.5), Var(X) est positive, et sa racine carrée positive ox s’appelle
Pécart-type de X.
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En développant le carré (X — E(X ))2 comme dans la preuve ci-dessus, nous voyons
aussi que

0% = E(X?) —E(X). (3.3.9)

L’écart-type est une grandeur qui mesure la moyenne (en un certain sens) de 1'écart
des valeurs de X & sa moyenne, d’oll son nom.

Exemple 3.3.9 Un jeu de loto.

Le joueur coche 6 numéres sur une grille qui en comporte 49. Les 6 numéros gagnants
sont déterminés par tirage au sort. Soit IV le nombre de numéros gagnants de la grille.
Pour une mise de 2 Euros, on regoit le gain G=g(N) suivant :

n numéros gagnants | gain g(n) | probabilité
6 2132885 B | 7,210°8
5 3575 E 7,8107°
4 94 E 9,710~
3 11E 7,81072

Le gain moyen est
E(G) = Y g(n)P(N =n)

= 11x7.81072494x9.7107* +3575x 7.8 107° + 2132885 x 7.2 1078
— 1,16 E.

Le lecteur pourra vérifier que ’écart-type vaut 572. Ainsi le bénéfice moyen du joueur,
qui vaut E(G) —2 = —0.84 , est négatif, et le jeu est défavorable au joueur. La grande
valeur de 'écart-type vient de ce que parfois (mais trés rarement), le jeu peut rapporter
beaucoup.

3.3.4 Un résultat fondamental - Moments d’une variable
aléatoire

Nous avons vu en Proposition 3.3.2 que si E(|X|) < 400, alors E(X) ne dépend que
de la loi Px de X.
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Plus généralement, nous considérons maintenant une fonction f de F' dans R. Ainsi
Y = f(X) est une variable aléatoire réelle, qui prend un nombre fini ou dénombrable
de valeurs. Nous pouvons aussi considérer f comme une variable aléatoire sur ’espace
de probabilité (F,Px). Nous avons alors le résultat fondamental suivant, qui montre
la cohérence de la notion d’espérance. Ce théoréme s’appelle souvent le théoréme de
transfert dans la littérature.

Théoréme 3.3.10 Avec les hypothéses précédentes, la variable aléatoire Y = f(X)
définie sur (Q,P) est intégrable si et seulement si la)variable aléatoire f sur (F,Px)
l’est également. Dans ce cas, les espérances de'ces deux variables aléatoires sont égales,
et nous avons en particulier que

E(f(X) =D f(X@) po = Y, fl@)P(X =) (3.3.10)

weN x, €EF

Preuve. Comme nous pouvons sommer par paquets par (S7) dans une série a termes
positifs, nous voyons comme pour (3.3.2) que les deux expressions de droite de (3.3.10)
sont égales si nous remplagons f par |f|; elles sont donc finies simultanément. D’aprés
la définition de I'espace L', nous avonsidonc f(X) € LY(Q,P) & f e LY(F,Py).

Si ces propriétés sont réalisées; en utilisant cette fois (S8), nous voyons de la méme
maniére que les deux expressions de droite de (3.3.10) sont aussi égales pour f, ce
qui, compte-tenu de (3.3.1), achéve la démonstration. O

Définition 3.3.11 Soit p € N*. On dit que la variable aléatoire X admet un mo-
ment d’ordre p si la variable aléatoire XP € L', et ce moment vaut alors (en
utilisant la proposition précédente) :

E(XP) = Y al P(X = ;).

x, EF

3.4 Fonction génératrice d’une variable aléatoire a
valeurs entiéres

Considérons une variable aléatoire a valeurs dans N. Sa loi est une probabilité sur N.
Elle est donc, comme nous ’avons vu, caractérisée par une suite de nombres compris
entre 0 et 1 et de somme 1. Le but de ce paragraphe est de montrer qu’'une telle
loi de probabilité peut également étre caractérisée par une fonction, appelée fonction
génératrice, définie sur [0, 1] et indéfiniment dérivable sur [0,1]. Les dérivées auront
leur interprétation en termes de moments de la variable aléatoire.
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Nous considérons une variable aléatoire X a valeurs dans N, dont la loi est caractérisée
par les nombres p,, = pxX = P(X = n).

Définition 3.4.1 La fonction génératrice Gx de X est la fonction définie sur I'in-
tervalle [0, 1] par la formule suivante : Vs € [0, 1],

Gx(s) = E(s¥) = Z Dn ™. (3.4.1)
n=0

Comme nous le voyons ci-dessus, la fonction génératrice ne dépend que de la loi de X,
c'est a dire de la probabilité (p,)-

Proposition 3.4.2 La fonction génératrice est continue sur [0,1] et indéfiniment
dérivable sur [0,1[; elle caractérise la loi de X.

Preuve. La fonction Gx est la somme d’une série entiére qui converge absolument
au point 1, puisque Y, p, = 1. Les propriétés de.continuité et de dérivabilité en dé-
coulent. Comme la dérivée ni®™€ en 0 est Gg?) (0) = pp n!, la fonction Gx caractérise
les p,, donc la loi de X. O O

Proposition 3.4.3 Soit X une variable aléatoire o valeurs entiéres, de fonction gé-
nératrice Gx. Pour que X soit intégrable , il faut et il suffit que Gx soit dérivable a
gauche en s =1, et dans ce cas E(X) = G'x(1).

Preuve. Rappelons d’abord un résultat facile sur les séries : siles fonctions s — w,(s)
sont croissantes et positives sur [0, 1], on peut échanger la limite en s au point 1 et la
somme en 7 :

I o(s) = 5 limu(s). 3.4.2
;ganMU(S) goslgw (s) (3.4.2)

Si s < 1, nous avons

Gx(s) —Gx(1) _ Z Pn Sn:11 - an(1+s+...+s”‘1),

s—1 s
n>0 n>0

et les fonctions u,(s) = pu(1+ s+ ...+ s 1) sont croissantes et positives, avec
limgp1 un(s) = npp. Le résultat découle alors de (3.4.2). O

Plus généralement, la méme démonstration prouve que
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Proposition 3.4.4 La variable aléatoire X (X — 1)...(X — p) est intégrable (et donc
X admet un moment d’ordre p+ 1), si et seulement si Gx est p+ 1 fois dérivable a
gauche en s = 1, et nous avons alors

E(X(X-1)...(X —p)) = G¥™ (). (3.4.3)
En particulier, E(X (X — 1)) = G% (1), d’ou
Var(X) = G% (1) = (G (1))* + Gx (1).

Pour retrouver cette formule, nous pouvons.dériver formellement la série (3.4.1) terme
a terme p + 1 fois au point s = 1; ce qui donne

G = 3 pan(n—1)...(n—p),

et le membre de droite ci-dessus est égal au membre de gauche de (3.4.3) lorsque ce
dernier existe, d’aprés (3.3.10). Cela revient a dériver formellement p+ 1 fois les deux
membres de 'égalité G x (s) = E(sX), en échangeant les dérivées et le signe espérance.

Remarque 3.4.5 Pour calculer les, moments d’une variable aléatoire (espérance, va-
riance,...), il peut étre beaucoup plus rapide et simple d’utiliser les dérivées de la fonc-
tion génératrice plutdt qu’un calcul direct, comme nous le verrons dans le paragraphe
ci-dessous.

3.5 Variables aléatoires discrétes usuelles

3.5.1 Variable aléatoire de Bernoulli
Nous lancons une piéce'n fois. Nous associons 1 a Pile et 0 a Face. L’espace des
résultats de I’expérience sera donc
Q={0,1}".

Nous supposons que les lancés sont indépendants les uns des autres. Par ailleurs, la
piéce peut étre truquée, ce qui nous conduit & supposer que la probabilité de Pile vaut
p €]0,1[. Pour une piéce équilibrée, nous prendrons p = %

e Pour tout k € {1,...,n}, appelons X}, le résultat du k-iéme lancé. X}, peut prendre
les deux valeurs 0 et 1, et

Px, (1) =P(Xx =1)=p , Px,(0)=1-p.
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Nous remarquons que chaque variable X a la méme loi, prenant les deux valeurs
1 et 0 avec respectivement les probabilités p et 1 — p. Une telle variable est appe-
lée variable de Bernoulli de paramétre p. Sa loi est la loi de Bernoulli de
parameétre p.

Proposition 3.5.1 L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Bernoulli
de paramétre p valent respectivement

EX)=p; (3.5.1)
Var(X)=p(1=p),

et sa fonction génératrice vaubGx'(s) =1 — p + ps.

Preuve. Nous avons

E(X) = px140x(1—-p)=p;
Var(X) = p—p>=p(1—p).
Le calcul de G x est immédiat. O

3.5.2 Variable aléatoire binomiale

e Cherchons maintenant le nombre de Piles obtenus sur les n lancés.

La variable aléatoire .S,, peut prendre toutes les valeurs entiéres entre 0 et n. Calculons
sa loi. Pour tout k € {0, ...,n}, nous cherchons

Ps, (k) =P({w € Q, in(w) =k}).

Cela veut dire que les n lancés ont donné k Piles et n — k Faces. Il faut tenir compte
des places des Piles dans la suite de résultats obtenus. Il y a (Z) possibilités d’obtenir
les k Piles parmi les n lancés. Si nous fixons une répartition précise, (par exemple les
k Piles sont les k premiers), et comme les lancés sont indépendants, la probabilité de
cette répartition est égale a p¥(1 — p)"~*. Ainsi, nous obtenons que

P(S, = k) = (Z)pk(l —p)nk.
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Définition 3.5.2 Ondit que la variable aléatoire X est une variable aléatoire binomiale
de paramétres n et p, que I'on note B(n, p), si X prend ses valeurs dans {0,... ,n} et si
pour k € {0,... ,n},

n\ . e
P(X =k) = <k>p"”(1p) g
Sa loi est une loi binomiale de paramétres n et p.

Nous avions obtenu cette loi dans nos modéles d’urnes; par un raisonnement intuitif.
(Elle correspond au choix d’un tirage avec remise.)

Remarquons que la loi B(1,p) est la loi de Bernoulli de paramétre p.

Proposition 3.5.3 Soit X une variable binomiale de loi B(n,p). Alors,

Gx(s) = (1-p+ps)” (3.5.3)
E(X)=np (3.5.4)
Var(X) =np(l—p). (3.5.5)

Preuve.
" (n
Gx(s) =) <k>pksk(1 —p)" P =(1—-p+ps)"
k=0
En dérivant Gx et en considérant la dérivée de Gx en s = 1,)nous obtenons que

n

E(X) = Zk<z>pk(1 ~p)"F =G5 (1) =pn.

k=0

Si nous dérivons deux fois en 1 ce polynéme G x, nous obtenons
n n B
(1) =3 k(- 1><k>pk<1 — P = B(X(X 1)),

k=1

et par suite, puisque E(X) = np, nous en déduisons que

Var(X) = E(X(X —1)) + E(X) — E(X2) = np(1 — p). (3.5.6)
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Exemple 3.5.4 Aux jeux olympiques de Vancouver (2010), 86 médailles d’or ont été
mises en jeu. Nous faisons ’hypothése que le nombre de médailles remportées par
pays est proportionnel & sa population. Soit X le nombre de médailles prévues pour
la France. X va suivre une loi binomiale B(86, p), ou

population France 60 x 108

=0,0L.

population monde ~ 6000 x 106
Ainsi 'espérance de X sera égale a 86 x 0,01 = 0, 86.
Cherchons la probabilité pour que le nombre de médailles soit inférieur a 3. Elle vaut
PX<3)=PX=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3),
avec
86 k 86—k

P(X =k)= i (0,01)" (0,99) .
Tous calculs faits, nous trouvons
P(X < 3)=0,9889.

Remarquons que la France a remporté 2 médailles d’or.

3.5.3 Probabilité de succés et variable aléatoire géométrique

e Toujours sur ce jeu de n lancés de notre piéce, intéressons-nous au premier temps
ot nous allons obtenir un Pile. Pour ce faire, définissons la variable aléatoire 1" par

T(w) = inf{ke{l,---,n}, Xp(w) = Pile}, si cet ensemble n’est pas vide ;
= 400 sinon.
L’ensemble des valeurs de T est donc {1,2,::%,n,+o0}. Pour 1 <k < n,
P(T = k) = P(X; = Face;--3 ; Xp_1 = Face, X}, = Pile} = p(1 — p)*~1,

car nous avons supposé que nos lancés étaient indépendants (voir Section 2.6.2). De
méme,

P(T = +00) = (1—p)"

Si nous faisons (heuristiquement) tendre le nombre de lancés n vers U'infini, la loi de
la variable aléatoire T' de succés du premier Pile est alors une probabilité définie sur
N* par

P(T =k) =p(l—p)**,

pour k € N*. On appelle cette probabilité la loi géométrique de paramétre p.
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Définition 3.5.5 Une variable géométrique de paramétre p €]0, 1] est une variable
aléatoire a valeurs dans N* telle que Vk € N*,

P(X = k) =p(1—p)*".

Proposition 3.5.6 Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parameétre p
sur N*,

E(X) = 11), (3.5.7)
Gx(s) = ﬁ. (3.5.8)

En d’autres termes, en supposant que l'on répéte des épreuves indépendantes de
Bernoulli avec méme probabilité de succes p (obtention d’un Pile par exemple), jusqu’a
lobtention du premier succés, le nombre moyen des répétitions nécessaires est 1/p. 11
faut donc s’attendre & lancer 6 fois un dé équilibré avant.d’obtenir le premier 1, en
moyenne.

Preuve.
B(X) =Y kp(l—p)* " < +oo. (3.5.9)
k=1
Calculons la fonction génératrice
GQ _ 1 — )1k — ps _

11 est immédiat que G’y (s) = I et donc' G (1) = %.

[
(1—s+ps

Nous en déduisons que E(X) = %. O

3.5.4 Variable aléatoire de Poisson

Définition 3.5.7 Nous dirons que X est une variable aléatoire de Poisson de para-
métre 6 > 0 si X prend ses valeurs dans N et si sa loi est caractérisée pour tout £ € N
par
k
o 0

PX=k=c" 1. (3.5.10)

Sa loi est une loi de Poisson de paramétre 6 > 0.
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Proposition 3.5.8 Soit X une variable aléatoire de Poisson de parameétre 8, alors

E(X) =0, (3.5.11)
Var(X) =0, (3.5.12)
Gx(s) = e/, (3.5.13)

Preuve. Soit X une variable aléatoire de Poisson de parameétre 6. Son espérance vaut

E(X) =Y ke’ =1
k=0 ’

Par ailleurs,

o k
E(X(Xfl)):e*"Zk(kfl)%:QQ
k=2

d'ou Var(X) =10, vuque E(X) = 0.

Il est facile de montrer que Gx(s) = e’(~Y. En dérivant au point s = 1, nous
retrouvons E(X) = 0. En dérivant deux fois,(3.4.3) donne E(X (X — 1)) = 6%, d’ont
nous pouvons aussi déduire la valeur,de Viar(X). U

Exemple 3.5.9 Admettons que le nombre d’erreurs Y par page de ce livre suive une
loi de Poisson de paramétre % Calculons la probabilité qu’il y ait au moins une erreur
dans une page donnée :

P(Y>1)=1-P(Y =0)=1-¢"%~0,39.

La loi de Poisson comme limite de lois binomiales.
Considérons, pour a,, € [0, 1], la probabilité sur N définie par

7;) (an)j(l —apy)" si j<n

pj(anan) = (

=0 si j>n+l (3.5.14)

Ainsi, (pj(an,n))jen est I'extension naturelle sur N de la loi binomiale B(n,a,) de
paramétre a,, et de taille n. Supposons alors que la suite (a,), tende vers 0 quand n
tend vers I'infini, de telle sorte que na, — 6 € R’ . En développant les combinaisons
(7;), il est facile de vérifier que pour tout j € N,

i

pj(anan) —n—oo Pj = € j"
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La loi de Poisson modélise donc la probabilité du nombre d’apparitions d’un évé-
nement rare (a, ~ £ est petit) dans une suite infinie d’événements (n grand). Ce
résultat est trés utile pour les calculs numériques, dans le cas oit I’on souhaite modé-
liser les occurences d’un événement rare. Il permet de remplacer la loi binomiale par
la loi de Poisson, ce qui conduit & des calculs beaucoup plus simples.

On peut citer beaucoup d’exemples de variables aléatoires qui obéissent & une loi de
Poisson, (parce que l'on approxime ainsi une loi binomiale) :

e le nombre de centenaires dans une communauté humaine,

e le nombre de clients entrantdans'un bureau de poste en l’espace d’un jour,
e le nombre de bactéries.dans un volume de liquide fixé,

e le nombre de particules émises par un gramme de matiére radioactive,

e le nombre d’objets défectueux trouvés pendant un contréle de qualité.

Reprenons 'exemple 3.5.4. La variable aléatoire X peut étre approchée par une va-
riable aléatoire Z de loi de Poisson P(0,86). Comparons les probabilités :

k [P(X=FK) | P(Z=k)
0 04213 0,4231
1| 0,3660 0,3639
20,1571 0,1564
30,0444 0,0448

L’approximation est trés bonne.

3.6 Lois conditionnelles et variables aléatoires indé-
pendantes

3.6.1 Lois conditionnelles

Nous rappelons ici que les notions de probabilités conditionnelles et d’événements
aléatoires indépendants ont été introduites au chapitre 2.5.

Dans ce paragraphe, nous considérons deux variables aléatoires X et Y définies sur
le méme espace () fini ou dénombrable, muni de la probabilité P. Nous supposons
que X et Y sont a valeurs respectivement dans F' et G, que nous pouvons supposer
eux-mémes finis ou dénombrables. Nous posons p;X = P(X = a;) pour z; € F, et
p; =P(Y =y;) pour y; € G.
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La connaissance des deux lois PX et PY ne donne pas d’information sur les liens qui
peuvent unir les comportements aléatoires de X et de Y.

11 est plus intéressant de considérer le couple Z = (X,Y’) comme une variable aléatoire
discréte a valeurs dans le produit cartésien F' x G. Notons P, = (pf, 2z € F xG) la
loi du vecteur aléatoire Z.

Pour zp = (2i,y;) € F x G
pE =P(Z =2z) =P(X =z et Y =y;).

Définition 3.6.1 Les lois PX et PY de X et Y s’appellent les lois marginales du
couple (X,Y) de variables aléatoires X etY.

Considérons l'expérience suivante. Nous langons en méme temps un dé rouge et un dé
bleu. Soit X le résultat du dé rouge, et Y le résultat de la somme des deux dés. Il est
clair que la connaissance de la valeur de X va influer sur les valeurs possibles que peut
prendre Y et sur sa loi. Par exemple, si X =3, alors Y ne pourra prendre que des
valeurs supérieures ou égales a 4, ce qui n’est pas le cas si X = 1. Il est donc naturel
de s’intéresser, pour chaque valeur fixée z; de X, a la loi de Y avec 'information a
priori que X = z;.

Dans la suite de ce paragraphe, les roles de X et de Y pourront étre échangés.

Définition 3.6.2 Soit z; € F tel que P(X = z;) > 0. On.appelle loi conditionnelle
de Y sachant X = x; la probabilité sur G définie par

p X =PV =y X =a;) Wy €G. (3.6.1)

La loi conditionnelle de Y sachant X = x; est donc caractérisée par { (y;, pj'X:Ii),

y; € G}. Ces lois conditionnelles sont a priori différentes pour chaque valeur de z; et
différentes de la loi marginale PY .

Nous avons en fait les relations suivantes.

Proposition 3.6.3 Il est équivalent de connaitre les (p? : z € F x G) avec zj, =
(wi,y;), et les (pX :x; € F) et (p}llx:x" :y; € G) pour x; € F tels que pX > 0, via
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les formules :

P(X =) = Y P(Z=(2:,97), (3.6.2)
y;EF
Y| X=x; P(Z = (zivyj)) . o
PX=x)PY=y; | X=u;) si P(X=um)>0
P(Z = (v5,y;)) = { . . (3.6.4)

Preuve. Il suffit de montrer les trois'‘formules de ’énoncé. Remarquons tout d’abord
que ensemble {X = z;}1est la réunion (finie ou dénombrable) des ensembles deux-a-
deux disjoints {X' =, = y;} ={Z = (2;,y;)} pour y; € G, donc (3.6.2) découle
immeédiatement de la o-additivité (2.3.4).

(3.6.3) vient de la formule (2.5.1).

Enfin si pf = P(X = ;) > 0, (3.6.4) découle de (3.6.3) tandis que si pX = 0 nous
avons a fortiori P(X =xz;,Y = y;) = P(Z =(23,y;)) = 0 daprés (2.2.2). O

3.6.2 Espérance conditionnelle

Pour 7 fixé tel que piX > 0, la loi conditionnelle de Y sachant X = x; donnée par
{ (ijp;/‘xzz), y; € G} définit une probabilité. Nous pouvons lui associer son espé-
rance, sa variance ou plus généralement ses moments, dés qu’ilsiexistent. Par exemple,
dés que Y est intégrable, son espérance conditionnellement & {X = z;} sera définie

comme suit.

Définition 3.6.4 Soit Y une variable aléatoire intégrable. L'espérance conditionnelle de
Y sachant {X = z;} est |'espérance de la loi conditionnelle de Y sachant {X = z;},
c'est-a-dire

Y X:Ii
E(Y[X =2) = yp) =Y gy P(Y = | X =) (3.6.5)
j j

Remarque 3.6.5 La série définie en (3.6.5) est bien convergente. En effet, nous pou-
vons utiliser I'observation suivante

SE(Y]IX = 2)P(X =) = 303yl PIX =i, ¥ =) =E(Y))

et le théoréme de Fubini (voir (S9)).
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Cette espérance conditionnelle sachant {X = z;} est une fonction de z;, que nous
noterons ¢ (x;). Elle n’est définie que sur les valeurs possibles z; de X. Nous pouvons
alors plutot considérer la fonction 1(X) elle-méme.

Définition 3.6.6 On appelle espérance conditionnelle de Y sachant X la variable
aléatoire

EY|X) =v¢(X), avec o¢(z)=EY|X ==z), (3.6.6)
pour z tel que P(X = x) > 0, et ¢)(x) = 0 sinon.

ATTENTION : Contrairement & espérance qui est un nombre réel, ’espérance condi-
tionnelle de Y sachant X est une variable aléatoire, dépendant de ’aléa “a travers” la
variable aléatoire X .

L’espérance conditionnelle posséde la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 3.6.7 Si Y est intégrable, alors (X)) =K~ X) est intégrable, et
E($(X))=E(Y) .

Preuve. Nous avons

waz px () Zypy‘x “(y;) px ()
= yipxy (@i, y)) Zygpyy; E(Y).

4,J

Nous avons utilisé ici le théoréme de Fubini pour les séries. Lia justification de l'inté-
grabilité de ¢(X) et du théoréme de Fubini sont montrées en utilisant le méme calcul
que ci-dessus ol on a remplacé y; par |y;|. |

Ce résultat permet de calculer E( V) en conditionnant par une variable auxiliaire X :
E(Y) = Z EY |X =z;) P(X = ;)
11 généralise la formule des probabilités totales (2.5.3), qui correspond ici & Y = 14,

et B; = {X = x;}. On lécrit souvent sous forme

E (E(Y | X)) —E(Y). (3.6.7)

L’espérance conditionnelle étant définie comme ’espérance de la loi conditionnelle,
elle hérite des propriétés usuelles de ’espérance :
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a) E(aY +0Z|X)=aE(Y|X)+bE(Z|X)
b)) EY|X)>0siY >0
¢) E(1]1X)=1.

De plus,

EY g(X)[X)=g(X)E(Y[X) (3.6.8)

est une généralisation de 'égalité a) ci-dessus, au casiou a = ¢g(X), qui doit étre
considéré “ comme une constante ” dans le calcul de'l’espérance conditionnelle sachant
X. (X est fixée comme une donnée connué _a ' priori.)

Exemple 3.6.8 Le'nombre N de voitures passant devant une station d’essence en
un jour suit la loi de Poisson de paramétre A > 0. Chaque voiture décide de s’arréter
a la station avec probabilité p indépendamment des autres. On note K le nombre de
voitures qui s’arrétent & la station. Cherchons E( K).

Solution : Nous avons par hypothése,

pN(n) _ % 67/\ , pKlN:n(k) _ (Z) pk(l 7p)n7k )

D’ou

B(K|N =n) = 3 kp¥1¥="(k) = np,

soit E(K |N) = pN. D’aprés le théoréme 3.6.7,
E(K)=E((E(K|N)))=E(Np)=pE(N)=pA

puisque A = E(N).

3.6.3 Variables aléatoires indépendantes

Remarque : La formule (3.6.2) de la proposition précédente montre que l'on peut
calculer les lois marginales Px et Py de X et de Y a partir de la loi Py de Z.

En revanche, la connaissance des lois marginales ne suffit pas, en général, a retrouver
la loi de Z = (X,Y), comme le prouve exemple suivant. Considérons une variable
aléatoire Z qui vaut (1,1) et (—1,—1) avec probabilité £, et (1, —1) et (—=1,1) avec
probabilité 1;—7’, oup # % Dans ce cas, les variables aléatoires X et Y prennent
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les valeurs 1 et —1 avec probabilité %, et leur loi ne dépend donc pas du paramétre

p € (0,1) choisi. Pour le voir, nous avons calculé par exemple

P(X = 1) = P(Z = (1,1)) + P(Z = (1, -1)) = %

Il est trés intéressant d’étudier le cas ou 'information que 'on posséde sur X ne
change rien a la loi de Y, généralisant ainsi la notion d’indépendance introduite pour
les événements aléatoires.

Définition 3.6.9 Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si pour
toutes parties A C F, B C G elles vérifient

P(X €A ' YeB) = P(XeAPY €B). (3.6.9)

Remarque : la notation P(X € A, Y € B) signifie usuellement P({X € A} N{Y €
B})=P(X € AetY € B).

Nous avons la propriété fondamentale suivante.
Proposition 3.6.10 Il y a équivalence entre::

(i) Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, de lois respectives p~ et

(it) On a P(Z = (z;,y;)) = P(X = 2)P(Y = y;) = p;* p] pour tous z; € F,
Y; € G.

(iii) On ap}flx:zi = p}/ pour tout y; € G et tout x; € F tel que pi* > 0.

Remarque 3.6.11 (iii) signifie que la loi conditionnelle de Y sachant X = x; est
égale a la loi marginale de Y, ce qui correspond bien & 1’idée intuitive d’indépendance.
Bien entendu, comme la définition 3.6.9 de I'indépendance est symétrique en X et Y,
nous pouvons ci-dessus échanger les variables aléatoires X et Y.

Preuve. Pour obtenir (i)=-(ii) il suffit de prendre A = {z;} et B = {y;} dans (3.6.9).
Inversement, supposons (ii). En sommant par paquets dans la série a termes positifs,
nous obtenons pour A C F et BC G :
P(X€A YeB) = P(ZcAxB)= Y  P(Z=(zy))
(Ii,yj)EAXB
CEiGAy]‘EB ;€A ijB

et (i) s’en déduit. Enfin, 'équivalence (ii)<(iii) provient de (3.6.3) et (3.6.4). O
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Proposition 3.6.12 Supposons les variables aléatoires X etY indépendantes. Soient
f et g deux fonctions réelles sur F et G respectivement, telles que f(X) € L' et
g(Y) € LY. Alors le produit f(X)g(Y) est aussi intégrable et vérifie

E(f(X)g(Y)) = E(f(X)) E(g9(Y)). (3.6.10)

Preuve. Exactement comme dans la démonstration précédente, nous pouvons écrire

oo f@) ) vl = DL df@) el X o)

(z43,y;)EFXG i €Fy;€G
= <Z |f(~’0i)|pix> > latwlp) |
z; €F y; €G

qui est fini par hypothése. Par suite, la variable aléatoire f(X)g(Y) est intégrable.
En utilisant alors (S8), la méme démonstration montre que les égalités ci-dessus sont
également vérifiées en enlevant les valeurs absolues : nous-obtenons (3.6.10). g

Exemple 3.6.13 Considérons n variables aléatoires de Bernoulli (X;)? ; indépen-

dantes et de parameétre p €]0,1[.

Soient z; € {0,1}, pour ¢ € {1,...,n}. La probabilité que la suite X;---X,, soit
égale & x1---xp, vaut

P(X;=2;,1<i<n)=I", p" (1 —p)l =% = p2® (1 —p)"" 22", (3.6.11)

et nous retrouvons les résultats donnés au chapitre 2 (modéles d'urnes).

Nous souhaitons simuler ces n variables‘aléatoires de Bernoulli indépendantes et de
parameétre p €]0, 1[. Nous allons utiliser un générateur de nombres au hasard, i.e. un
algorithme qui fournit une'suite de nombres compris entre 0 et 1 ayant les mémes
caractéristiques que les tirages (U;)?_; d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de loi uniforme sur [0, 1]. (Voir le chapitre suivant pour la définition d’une loi
uniforme.) Nous posons alors

1 siU;<p
X; =
0 siU;>p

Il est facile de voir que les variables aléatoires X; sont indépendantes et de loi de
Bernoulli de paramétre p.
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Exemple 3.6.14 On admet que le nombre de clients dans un bureau de poste pen-
dant une journée soit une variable aléatoire de Poisson de parameétre A. Soit p la
probabilité qu'une personne entrant dans le bureau de poste soit une femme. Dans ce
cas, le nombre de femmes X et celui des hommes Y parmi les clients quotidiens sont
des variables aléatoires indépendantes, et suivent des lois de Poisson de paramétres
respectifs Ap et A(1 — p). Pour s’en assurer, le lecteur pourra utiliser les calculs de
I'exemple 3.6.8.

3.6.4 Somme de variables aléatoires indépendantes

Les résultats suivants concernent 1a loi d’'une somme de variables aléatoires indépen-
dantes. Ce sont des résultats trés utiles dans la pratique.

Proposition 3.6.15 Supposons que X etY soient deux variables aléatoires a valeurs
dans Z et notons Z = (X,Y). Alors

PX+Y =i) = > P(Z=(i-j) = Y PZ=(i-3jj) (3.6.12)
JEZ JEZ

En particulier si X et'Y sont indépendantes, ona

P(X+Y =i) = Z P(X = )P(Y =i—j) = Z P(X =i— j)P(Y = j).
b B (3.6.13)

La loi de X 4+Y est donc obtenue grdace a un calcul de convolution discréte.

Preuve. (3.6.13) découle immédiatement de (3.6.12) et de (ii) de la proposition 3.6.10.
Pour (3.6.12), il suffit d’appliquer (2.3.4) et le fait que {X(+Y = i} est la réunion
des ensembles deux-a-deux disjoints {X = j,Y =i = j} pour j € Z, et aussi des
{X=i—4Y =7} pour j € Z O

Remarque 3.6.16 Ces formules peuvent se généraliser & la somme de n variables
aléatoires indépendantes. En particulier, (3.6.11) entraine que la somme S = X; +
.-+ 4+ X, de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p
suit une loi binomiale B(n,p).

Ainsi, la loi binomiale B(n, p) doit étre interprétée comme la loi de la somme de n variables
aléatoires indépendantes, de loi de Bernoulli de paramétre p.

Proposition 3.6.17 Supposons les variables aléatoires X et'Y indépendantes, a va-
leurs dans F = G = N, et U = X +Y. Notons Gx, Gy et Gy les fonctions
génératrices de X, Y et U. Nous avons alors pour tout s € [0, 1]

GU(S) = Gx(s) Gy(s) (3614)
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Preuve. Il suffit de remarquer que pour s € [0,1], Gy(s) = E(sV) = E(sX+Y) et
Gx(s) =E(s¥) et Gy (s) = E(sY), et d’appliquer (3.6.10). O

Ce résutat permet d’identifier dans certains cas trés facilement la loi d’une somme de
variables aléatoires.

Exemple 3.6.18

e 1) Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi binomiale res-
pectivement B(n,p) et B(m,p) (avec le méme paramétre p). D’apreés (3.5.3),
U=X+Y vérifie

Guls) = (1—p+ps)*(L—p+ps)™ = (1—p+ps)"™.

En appliquant encore (3.5.3) et la proposition 3.4.2, nous en déduisons que X+Y
suit la loi binomiale B(n + m,p).

e 2) Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de
parameétres respectifs 6 et (. D’apres (3.5.13), U = X +Y vérifie

Gi(s) = fs=1) C(s=1) _ €(9+<)(s—1),

de sorte que X + Y suit la loi de Poisson de paramétre 6 + (.

3.7 Exercices sur le chapitre 3

EXERCICE 3.7.1 Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numéro-

tées 1,...,m,.... On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres, et

que P(n-iéme saut) = 1.

Soit X le dernier saut réussi. Quelle est la loi de X ? Calculer E(X), Var(X).
EXERCICE 3.7.2 Si X prend ses valeurs dans N, montrer que

E(X) = ip(x > k).
k=0

EXERCICE 3.7.3 Le nombre d’accidents N en une semaine dans une usine est
aléatoire d’espérance m et de variance 2. Le nombre d’individus X blessés dans
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un accident est aléatoire, d’espérance p et de variance 72. Tous ces événements sont
supposés indépendants.

Donner la fonction génératrice du nombre Y d’individus blessés par semaine, en fonc-
tion des fonctions génératrices de N et de X. En déduire la valeur des espérance et
variance de Y, en fonction de m, o2, u et 72.

EXERCICE 3.7.4 On étudie le flux de véhicules durant une tranche horaire donnée
a un raccordement de routes, décrit dans le dessin ci-dessous.

X

S=X+Y
Y

On note X (respectivement Y'), le nombre de véhicules empruntant la premiére (res-
pectivement la deuxiéme) branche, et donc S =X + Y véhicules empruntent I’auto-
route aprés le raccordement. X et Y sont modélisées par des variables aléatoires de
loi de Poisson de parameétres respectifs A > 0 et p > 0. Les variables aléatoires X et
Y sont supposées indépendantes.

Déterminer la loi de S et 'espérance conditionnelle de X sachant S.

EXERCICE 3.7.5 Soit Z le nombre d’enfants d’une famille; X le nombre de filles
et Y le nombre de garcons. Nous supposons que la probabilité 'qu’une famille ainsi
choisie posséde k enfants dont n filles, est donnée par.:

e=22%(0,52)" (0,48)k—n
pk,n:]P)(Z:k,X:n): n'(k—n)' 1{0§n§k}-

Montrer que les variables aléatoires Z et X ne sont pas indépendantes mais que Y et
X le sont.

Donner la loi conditionnelle de X sachant Z = k. En déduire I’espérance conditionnelle
de X sachant Z.

EXERCICE 3.7.6 Considérons un jeu de Pile ou Face, qui associe 1 & Pile et 0 &
Face. On appelle X, le résultat du n-iéme lancer et on suppose que

ou p €]0,1].
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7

1) Les événements A, = {X,—1 # X,}, pour n > 2, sont-ils indépendants ?

Discuter selon p.
2) On introduit la variable aléatoire T' définie par
T(w) = inf{n, X,,—1(w) # X, (w)}
si cet ensemble est non vide et T'(w) = +oo sinon.
a - Calculer P(T = n).

b - Montrer que P(T < +o00) = 1.

3) On désigne par X7 la variable aléatoire définie par X7 (w) = Xp()(w).

Quand a-t-on

]P)((XTaXTJrl) = (170)) = P((XTvXTJrl) - (Oa 1)) ?

EXERCICE 3.7.7 On note P '’ensemble des nombres premiers différents de 1. On
sait que tout = € N* g’écrit de maniére unique comme produit de puissances entiéres

de nombres premiers de P. Il existe;done U, : N* — N telle que

Vo € N*, = Tlep pr®.

Soit Q la probabilité sur N* définie par

Q{z}) = x—z (0 < ¢ < o).

1) Trouver la loi de U,, pour chaque p € P.

3) Montrer que pour Q;les variables (U, ), sont indépendantes.

)
2) Calculer Q(U, > n), pour n € N.
)
4) Calculer la fonction génératrice de la v.a. Up.

En déduire son espérance et sa variance.

EXERCICE 3.7.8 Probabilités de Gibbs sur un systéme fini.

Rappel : Considérons ¢ une fonction strictement convexe, et pour i € {1,...

réels x; et des réels positifs a; dont I'un au moins est non nul. Alors

()< Bge

,n}, des
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avec égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.
1) Soit un espace de probabilité fini Q = {w;,s = 1,... ,n} de cardinal n. On
notera p une probabilité p = {p;, i = 1,... ,n} sur Q.

On définit 'entropie de cette probabilité p en posant

Zp w;) Inp(w;) = Zpilnpz

1-a) Vérifier que la fonction ¢': [0,1] — [0, +o0[, ¢(t) = —tlogt est strictement
concave.

1-b) Montrer que H(p) = 0 si et seulement si p est une mesure de Dirac sur 2.

1-¢) Montrer que H(p) < In|Q| = Inn.

2) Considérons une variable aléatoire réelle U, supposée non constante, et pour
p une probabilité sur €2, nous noterons (U), son espérance et Var,(U) sa variance.
Nous appellerons fonction de partition’associée a ’énergie U la fonction qui a chaque

[ € R associe le nombre
=3
i=1

La probabilité de Gibbs associée est alors définie pour chaque w; par pg(w;) =
e~ PU(w4)
Z(B)

2-a) Que vaut In Z(0) ?
2-b) Montrer que quand [ tend vers+0o0, i3 devient une probabilité uniforme sur

lensemble ., := {w; U(w) =ming U}, et que lorsque 8§ — —o0, pg devient une
probabilité uniforme sur Q.= {w; U(w) = maxq U}. En déduire que

lim (U),, =minU ; lim (U)M:mng. (3.7.1)

B——+o00 Q B——o0

-c) Montrer que I'application définie sur R par 8 +— In Z(3) est de classe C* et
que
(1nZ)'(ﬁ) = —(U)us ; (1nZ)”(ﬁ) = Var,,, (U).

En déduire que la fonction 8 +— In Z(3) est strictement convexe.

3) Notre but est de rechercher une probabilité p sur £ qui maximise 'entropie
p — H(p) et telle que (U), = E, ot E € | ming U, maxq U[ est donné.
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On acceptera que, par un théoréme de Lagrange, p doit étre un extremum de la
fonction

p=(pi;i€{l,...,n})— F(p) :H(p)6(<U>pE)>‘<Zpi>

o 3 est un paramétre & déterminer par la contrainte (U), = E et A un paramétre
4 déterminer par la contrainte que p est une probabilité. Ces paramétres sont les
“multiplicateurs” de Lagrange.

3-a) Montrer qu’il existe un unique 3 = B(F) € R tel que (U),, = E.

3-b) Supposons que pg-maximise 'entropie. Montrer qu’alors son entropie vaut
H(pg) =InZ(B) + B E.

3-c) Montrer que la fonction p — H(p) — B(U), —In Z(3) est négative ou nulle, et
qu’elle est nulle si et seulement si p = pg.

En déduire que pg est bien un maximum et 'que c’est en fait I'unique maximum.






Chapitre 4

Variables aléatoires réelles et
Vecteurs aléatoires

Je crois au hasard avec une obstination constante; c’est méme cela qui fait que
lorsque je vois, je vois comme personne d’autre...

Nicolas de Stael.

4.1 Les variables aléatoires réelles

Les variables aléatoires que nous considérons‘maintenant peuvent étre a valeurs dans
R tout entier. Nous souhaitons que la“tribu £ définie dans la proposition 2.4.1
contienne la tribu borélienne B(R) de R, définie en Définition 2.3.5. La justification
de ce choix se trouvera au paragraphe 4.2.1. Cela nous conduit & poser :

Définition 4.1.1 Soit €2 I'espace d’'état muni de la tribu A des événements. Une appli-
cation X de € dans R est une variable aléatoire réelle si X 1(B) = {X € B} € A
pour tout B € B(R).

Nous avons alors le résultat trés utile suivant :

Proposition 4.1.2 Si X1,...,X, sont des variables aléatoires réelles et si f est
une fonction continue de R™ dans R, alors Y = f(Xi1,...,X,) est une
variable aléatoire réelle.

81
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Preuve. 1) Montrons d’abord un résultat auxiliaire, & savoir que si X est une appli-
cation de € dans R telle que {w: X (w) < a} = X"!(] — 00, a]) appartient a la tribu
A pour tout a € R, alors X est une variable aléatoire réelle.

Pour cela, nous notons R I'ensemble des B € B(R) tels que X ~(B) soit dans A.
Comme I'image réciproque X ~! commute avec la réunion, I’intersection et le passage
au complémentaire, il est clair que R est une tribu contenue dans B(R), et elle contient
les intervalles | — oo, a] par construction. Par la proposition 2.3.6, nous avons donc
R = B(R), ce qui veut dire que X !(B) € A pour teut B € B(R), et X est une
variable aléatoire.

2) D’aprés ce qui précede, il suffit-de montrer que les ensembles {Y < a}, ou de
manicre équivalente les-ensembles {Y > a}, sont dans A pour tout ¢ € R. Or f étant
continue, A = {z'.€R" : f(x) > a} est un ouvert. Il s’écrit donc comme réunion
dénombrable A = U;enA; d’ensembles A; qui sont des “rectangles ouverts” de la
forme A; = []7_;]%i j,yi [, et nous avons

{Y > a} = {(Xl, e ,Xn) S A} = Ui{(Xl, e ,Xn) S Al} = Uim;}:l{xihj < Xj < yi,j}'

Comme par hypothése {z; ; < X; < y;;} € A; nous en déduisons le résultat. a

Comme application de cet(énoncé ou de la partie 1) de sa preuve, nous avons les
propriétés suivantes.

Proposition 4.1.3 Soient X, Y et (X,,)nen+ des variables aléatoires réelles. Alors,

[}
X+Y, XY, v % Y #£0, sont des variables aléatoires. (4.1.1)
.
sup X, inf X, . sont des variables aléatoires. (4.1.2)
1<n<p l<n<p
[}
sup X, 1I;f1 X,, sont des variables aléatoires. (4.1.3)
n>1 nz

(En effet, remarquons que {sup, X; < a} = N{X; < a} € A par hypothése, et
appliquons la partie 1) de la preuve précédente ; méme chose pour linf.)

Si Xp(w) =nooo Z(w), Y w, alors la limite Z est une variable aléatoire .

(4.1.4)

(Nous avons en effet Z = inf, Y, o0 Y, = SUp;>,, Xi, €t nous appliquons deux

fois (4.1.3)).
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Z =14 (indicatrice de A) est une variable aléatoire <— A€ A. (4.1.5)

(Il suffit de remarquer que Z~1(B) est égal a0, A, A° ou Q selon que BN{0,1}
soit égal o 0, {1}, {0} ou {0,1}).

Dans le cas oi n = 1 (le cas général sera vu ultérieurement), nous pouvons généraliser
la Proposition 4.1.2 a des fonctions f beaucoup plus générales, appelées fonctions
mesurables. Ces fonctions seront définies comme suit.

Définition 4.1.4 Une fonction f. de R dans R est dite mesurable si l'image réci-
proque par f d’un ensemble de la tribu borélienne de R est un ensemble de la tribu
borélienne.

La partie 1) de la preuve de la Proposition 4.1.2 implique qu’il suffit de montrer
que pour tout a réel, f~1(] — co,al) est un ensemble de la tribu borélienne. Cette
définition est liée & la théorie de la mesure qui dépasse largement le cadre de ce cours.
La propriété d’une fonction mesurable que nous-retiendrons sera que si X est une
variable aléatoire réelle, f(X) lest aussi.

4.2 Les lois de variables aléatoires réelles

Dés lors que la notion de variable aléatoire réelle est bien établie, nous pouvons définir
rigoureusement la loi Px de X introduite en Section 2.4. C’est la probabilité définie sur
R muni de la tribu borélienne B(R), qui vérifie pour tout ensemble borélien B € B(R),

Px(B) = P(X € B):

Nous sommes donc amenés a étudier ce qu’est une probabilité sur R muni de sa tribu
borélienne.

4.2.1 Fonction de répartition
1) Définition

Soit X une variable aléatoire réelle et Px sa loi.

Rappelons que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles de la forme
] — 00, a], avec a € Q.
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Un résultat fondamental sur R, et 1ié & cette propriété de la tribu borélienne, est
que la probabilité Px est caractérisée par une fonction réelle de variable réelle, objet
mathématique que ’on connait beaucoup mieux.

Définition 4.2.1 Soit X une variable aléatoire et Px sa loi. On appelle fonction de
répartition de X la fonction suivante :

Fx(z) =Px(] —o0,2]) =P(X <z), VreR. (4.2.1)

Exemple 4.2.2 Si Px est la mesure de Dirac en 0 (voir Exemple 2.3.14), ¢’est-a-dire
si X = 0 presque-stirement; la fonction de répartition est la measure de Heaviside en
0:H(zx)=0siz<0etH(x)=1siz>0.

Remarque : L’exemple ci-dessus montre qu’en général, une fonction de répartition
n’est pas une fonction continue. Nous verrons ci-dessous une caractérisation des points
ot elle est continue.

Proposition 4.2.3 La fonction de répartition Fx' caractérise la probabilité Px et elle
vérifie les trois conditions suivantes :

e (i) elle est croissante
o (i) elle est continue-a droite
o (iii) limy|_oo F(z) =0, limgiioeo F(z) =1.

Preuve. Puisqu’il n’y a pas ambiguité, notons plus simplement Fx par F.

1) D’aprés (6.3.5), nous avons Px(Jz,y]) = F(y) — F(z) pour.tous = < y. Par suite,
si B = U]z, y:], avec x; < y; < Ti11, NOUS avons

n

Px(B) = ZPX(]%,%]) = Z(F(yz) — F(xi)),

i=1

car les intervalles sont disjoints. Puisque Px (Jz, +oo[) = 1 — F(z), nous en déduisons
finalement que F' caractérise la restriction de Px a I’ensemble de toutes les réunions
finies d’intervalles disjoints de la forme ]z, y] ou |z, +oo[. Cet ensemble contient R, )
et est stable par passage au complémentaire et par réunion finie (on dit que c’est une
algébre). Un résultat difficile de théorie de la mesure (que nous admettrons, voir le
livre de Jacod-Protter pour une preuve), montre que la connaissance de Px sur cette
algébre suffit & déterminer entiérement Px sur la tribu engendrée par cette algébre.
Mais nous avons vu (Proposition 2.3.6) que cette tribu est la tribu borélienne.

2) La croissance de F' est immédiate. Pour montrer (ii), nous remarquons que si la
suite x,, décroit vers z, alors | — 0o, x,] décroit vers | — 0o, z| et donc F(x,) décroit
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vers F'(z). (iii) se montre de maniére analogue, en remarquant que | — oo, z] décroit
vers () (resp. croit vers R) lorsque x décroit vers —oo (resp. croit vers +00). O

Comme F est croissante, elle admet une limite & gauche en chaque point notée F(x—).
En remarquant que | —oo, y[= lim,]—o00, y] si yn T ¥, nous pouvons facilement obtenir
que pour z < ¥,

Px(Jz,y]) = Pla<X <y)=F(y)- F(z),

Px(z,y)) = Pl@<X<y)=Fly-)-F(),

Px([x)y]) = Pla<X <y)=F(y) - Fz—),

Px([z,y)) = Pl@<X <y)=F(y-)-Fla-). (4.2.2)

En particulier,
Px({z}) = F(z) = F(z—)

est le saut de la fonction F' au point @. Nous avons donc

Proposition 4.2.4

Px({z}) =P(X

x) =0 <= F est continue en .

La proposition 4.2.3 admet une réciproque, qui est un des résultats les plus difficiles
de la théorie de la mesure.

Théoréme 4.2.5 (non démontré). Si F est une fonction réelle sur R, vérifiant les
conditions (i)—(iii) de la Proposition 4.2.8,~c’est la fonction de répartition d’une
(unique) probabilité p sur R muni de sa tribu borélienne. On ne peut pas, en général,
définir u sur la tribu P(R). de toutes les parties de R.

Remarque : Le théoréme ci-dessus explique pourquoi, d’un point de vue strictement
mathématique, il est nécessaire d’introduire les tribus en probabilités, malgré la com-
plexité que cela engendre. Sinon, cela reviendrait & prendre (sans le dire) la tribu
P(R) et il n’existerait que trés peu de probabilités sur R, & savoir les “probabilités
discrétes” que nous avons introduites aux chapitres précédents.

2) Fonction de répartition d’une variable aléatoire X discréte

Etudions la fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte.
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1) X est identiquement égale au réel a € R. Alors sa loi est la mesure de Dirac en
a et sa fonction de répartition est F(z) = 1(q oo[(2).

2) X prend ses valeurs dans N. La loi Px de X est caractérisée par la suite
pn = Px({n}) =P(X =n). La fonction de répartition F' de X vaut alors

0 si <0
F(z) = (4.2.3)
po+...+pn sin<zx<n+1 neN.

La fonction F' est une fonction en escalier-qui saute de I’amplitude p,, au point
n. Puisque F'(x) € [0,1], F admet-au'plus k sauts de taille supérieure a %, pour
tout k € N*.

3) Plus généralement;, si X prend ses valeurs dans une partie finie ou dénombrable
E de R, la loi Px de X est caractérisée pour tout ¢ € E par ¢; = Px({i}) =
P(X =1). La fonction de répartition F' de X est alors

Fz) = > 4, (4.2.4)

i€E: i<z

avec la convention qu'une somme “vide” vaut 0. Nous retrouvons bien (4.2.3)
dans le cas ou £ = N. Nous voyons que la fonction F' est purement discon-
tinue, au sens ol elle ‘est complétement caractérisée par ses sauts AF(z) =
F(z) — F(xz—), via la formule

F(z) = ) AF(y).

y<z

Notons aussi que ’ensemble E, quoiqu’au plus dénombrable, peut étre dense
dans R, par exemple il peut étre égal a I'ensemble des rationnels Q. Dans ce
cas, si ¢; > 0 pour tout i € Q, la fonction F nous donne un exemple de fonction
discontinue en tout nombre rationnel, et continue partout ailleurs.

3) La mesure de Lebesgue sur [0, 1]

La fonction F, nulle sur R_, qui vaut F(x) = z sur [0, 1] et F(z) =1 pour x > 1, sa-
tisfait les hypothéses du théoréme 4.2.5. Nous obtenons alors le corollaire fondamental
suivant.

Corollaire 4.2.6 SiB([0,1]) désigne la tribu borélienne sur [0, 1], il existe une unique
probabilité \ sur ([0, 1], B([0, 1])) telle que la fonction de répartition soit égale a l'iden-
tité :

A(]f,y]):y*.f ’ V‘T<y7 T,y € [071]



4.2 — Les lois de variables aléatoires réelles 87

Cette probabilité est appelée mesure de Lebesgue sur [0, 1]. La fonction F' étant
continue, cette probabilité ne charge pas les points : A({z}) =0, Va € [0, 1].

Il existe bien d’autres probabilités, non discrétes, sur R. Le paragraphe suivant est
consacré a un exemple trés important, celui des variables aléatoires dont la loi a une
densité.

4.2.2 Variables aléatoires de loi a densité

Dans la suite de ce chapitre nous ‘aurons continuellement & considérer des intégrales
de fonctions réelles sur R. L’intervalle d’intégration sera en général R tout entier, ou
parfois un intervalle de la forme ] —oo, x]. Il ’agit donc la plupart du temps d’intégrales
“généralisées”. Dans ce qui suit nous parlerons de fonctions intégrables. Cela signifie
que la fonction f qu’on intégre est intégrable au sens de Riemann ou de Lebesgue (ce
qui est plus général), selon les connaissances préalables du lecteur. Nous supposerons

plus précisément que l'intégrale généralisée fj;o |f(x)|dz est finie, ce qui implique

que l'intégrale généralisée fj;: f(z)dr existe.

Définition 4.2.7 Une fontion réelle f définie sur R est une densité de probabilité, ou
simplement une densité, 'si elle est positive, intégrable, et vérifie

+oo
/ flx)dz = 1. (4.2.5)

Si f est comme ci-dessus, la fonction
F(z) = / f(y)dy (4.2.6)

vérifie les propriétés (i, ii, iii) 'de la Proposition 4.2.3. C'est donc la fonction de répartition
d'une probabilité.

Remarque 4.2.8 F(z) est la surface grise dans la Figure 4.1, délimitée par I'axe
y = 0, le graphe de f, et la droite verticale d’abscisse x.

Définition 4.2.9 Soit X une variable aléatoire . On dit que X a une loi de densité
f (ou par abus de langage " est de densité f"), si Px admet la densité f, et donc si pour
tout réel z,

P <o) [ " )y,
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0.25

0.20

F(6) = P( X< 6)

e

o

v
IR A
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F1G. 4.1 : Graphe de la densité f et de la fonction de répartition F.

La proposition suivante se démontre immédiatement en utilisant des résultats bien
connus d’analyse.

Proposition 4.2.10 Soit X de loi de densité f.

1) Sa fonction de répartition,F ‘est continue, de sorte que
P(X=2)=0, VreR
2) La fonction F est dérivable en tout point x ot f est continue, et
F'(a) = f(z).

3) A UVinverse, si la fonction de répartition F' de X est dérivable, 'ou seulement conti-
nue partout et dérivable par morceauz, alors X admet la densité

F'x) 5 f ().

Remarque 4.2.11 Voici une interprétation “intuitive” de la densité f de Px. Si Az
est un “petit” accroissement de la quantité z, on a (si du moins f est continue en z) :
Px([z,z+ Az]) F(x+ Az) — F(x)

fa) ~ - .

Az Az

(4.2.7)

Remarque 4.2.12 1) La fonction de répartition est, de maniére évidente, entie-
rement déterminée par la probabilité Px. Il n’en est pas de méme de la densité,
lorsqu’elle existe. Si en effet nous avons (4.2.6) et si nous posons g(z) = f(x) si
x¢Qet g(z) = f(x)+1si x € Q, alors g est encore une densité de Px. D’une
maniére générale, une densité est définie & un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle pres.
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Fic. 4.2 : £(6) ~ (F(6,5) — F(6))/0,5

2) 1l existe des variables aléatoires qui n’ont pas de densité : c’est le cas des va-
riables aléatoires discrétes. Il existe des cas “mixtes”. Nous nous donnons d’une
part une fonction f positive intégrable et d’intégrale strictement positive, et
d’autre part une partie finie ouydénombrable I de R non vide et des ¢; > 0
indicés par i € I, tels que

+oo
/ f@yde + ) g = 1.

-0 icl
Alors, la fonction
Fo) = [ fway+ Y (4.28)
- eli<x

est une fonction de répartition, et(la'probabilité Py associée n’admet pas de
densité et n’est pas non plus discréte.

Exemple 4.2.13 La durée de fonctionnement d’un ordinateur avant sa premiére
panne est une variable aléatoire positive de densité donnée par

1 .z
_ ) foge ™ z >0
f(z) {o <0

Calculons la probabilité que cette durée de fonctionnement X soit comprise entre 50
et 150 heures. Elle vaut

100
1 . -1
P(X € [50;100]) = / L v gy = YL 0,24.
50 100 e
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Calculons la probabilité que 'ordinateur fonctionne moins de 100 heures.

100 , Je—1
P(X < 100) = — e~ dy =
(X < 100) /0 00 T T

~ 0, 63.

4.2.3 Variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et générateurs de
nombres aléatoires

Les plus simples des variables aléatoires réelles de loi & densité sont les variables uni-
formes sur [0, 1]. Leur densité vaut

f(z) = 10,1 (z).

Une valeur d’une telle variable a autant de chance d’appartenir au voisinage de chaque
point de [0, 1].

11 n’est pas facile! de trouver un “bon” générateur de nombres au hasard. Actuellement,
tous les générateurs sont fondés sur des procédés purement déterministes par une ré-
currence de la forme x,41 = ¢(x,,) sur un/intervalle d’entier I = [0, m[ NN, pour une
application ¢ de I dans I. Les valeurs'normalisées u, = x,/m sont comprises entre
0 et 1. La suite (u,) est périodique de période p < m. La séquence (ug,u1, . .., Up/10)
devrait avoir les caractéristiques statistiques d’une suite de tirages indépendants de
variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1] (il est vivement conseillé de ne pas dé-
passer le dixiéme de la période). Ces générateurs n’ont donc en fait rien d’aléatoire
et c’est pourquoi on les qualifie aussi de pseudo-aléatoires.

Sans étre les plus récents, les générateurs congruentiels linéaires sont trés utilisés. Ils
b
produisent une suite d’entiers

Tpt1 = aZp +b. modulo m

a partir d’'une valeur initiale . Bien entendu, les entiers m,a et b doivent étre
soigneusement choisis (on exige au moins que la période p soit maximale, c¢’est-a-dire
égale a m).

Exemples de tels générateurs :

e la fonction rand de SCILAB utilise les valeurs m = 23!, ¢ = 843314861 et
b = 453816693 ;

e la méthode Math.random de JAVA utilise les valeurs m = 28, ¢ = 25214903917
et b=11.

1PArRK & MILLER, Random number generators, good ones are hard to find, Commun. ACM (1988),
31, p. 1192-1201.
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e Par contre, la fonction grand de SCILAB est basée sur un générateur plus per-
formant et plus moderne : le Mersenne twister? de période colossale 219937 — 1.

4.2.4 Simulation d’une variable aléatoire par inversion de la
fonction de répartition

A partir d’une variable aléatoire uniforme U sur [0;1], générée comme ci-dessus, on
peut simuler une variable aléatoire réelle X deloi quelconque, dés lors que ’on connait
sa fonction de répartition F.
Définissons la fonction “inverse” continue & gauche de F' par :

G(u) = inf{z: F(z) > u}, VYu€]0,1]. (4.2.9)

La fonction G n’est pas a proprement parler 'inverse (ou la fonction réciproque) de F,
puisque celle-ci n’est pas nécessairement bijective de R dans ]0,1]. Elle joue cependant
le méme roéle, dans la mesure ou elle vérifie

Gu) <o <=u< F(z),

et F(G(u)) =usi0<u<letsila fonction F est continue au point G(u).

Proposition 4.2.14 Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], F une
fonction de répartition et G définie par (4.2.9). La variable aléatoire Y = G(U) est
alors une variable aléatoire de fonction de répartition F'.

Preuve. Nous remarquons facilement que si « € R, alors
B(X <) = P(GU) < 2) = B(U < F(2) = F(a),

puisque U suit une loi uniforme sur [0, 1]. |

Exemple 4.2.15 Simulation d’une variable aléatoire discréte. Soit P =

(p1,p2,...) une probabilité sur un ensemble dénombrable {x1,z3,...} avec 1 <
x2 < .... La fonction de répartition associée est F(z) = > p;. C’est une fonction
z; <z
en escalier, de méme que G donnée par G(u) = z; lorsque > p; < u < Y p;. La
J<i Jj<i

proposition conduit alors & I'expression naturelle

X=wm si > p<U<Y pj+pi , i>1

J<i 7<i

2http ://fr.wikipedia.org/wiki/Mersenne_Twister



92 Chapitre 4 — Variables aléatoires réelles et Vecteurs aléatoires

qui définit une variable aléatoire X de loi P.

Ainsi, une variable aléatoire de Bernoulli X de paramétre p sera simulée ainsi :
e SiU € (0,1 — p], nous posons X = 0,
e Si U €]1 — p, 1], nous posons X = 1.

Remarque : Le choix de la valeur de X lorsque U = 1—p importe peu, car la probabilité
que U =1 — p exactement vaut 0.

4.3 Espérance des variables aléatoires réelles

4.3.1 Deéfinition

Dans cette partie, nous voulons généraliser la notion d’espérance introduite au Cha-
pitre 3 & toutes les variables aléatoires réelles “suffisamment petites” (en un certain
sens), par exemple aux variables aléatoires bornées. Nous allons nous contenter de
résultats partiels, les résultats complets ‘étant difficiles & démontrer. L’idée natu-
relle est de se ramener au chapitre précédent en approchant X par une suite de
variables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs.

Remarque fondamentale : Il est important de comprendre ici que I'on connait bien I'espace
d'arrivée d'une variable aléatoire (ici c'est R) mais qu'on connait trés mal son espace de
départ (I'espace abstrait €2). Aussi, I'idée majeure que nous allons exposer ici, et a la base
de la théorie de I'intégration de Lebesgue, est d'approcher noswariables aléatoires par une
suite de variables aléatoires obtenues par un découpage de I'espace d'arrivée, et non pas
de I'espace de départ (comme dans le cas de'intégrale de Riemann).

Définition 4.3.1 Nous appellerons variable aléatoire étagée toute variable aléatoire
Y qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs, disons a1, ... ,a,. D'aprés (3.3.1), elle admet
donc une espérance donnée par

EY) = Y aP(Y =a). (4.3.1)

i=1

Nous allons maintenant définir ’espérance d’une variable aléatoire réelle X . Construi-
sons dans une premiére étape l'espérance des variables aléatoires positives. Si X est
une telle variable, nous considérons une suite (X, ), de variables aléatoires positives
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1.000

0.875- :
0.750 :

0.625- N
0.500— :

0.375-
0.250

0.125+

0.000 |
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Fi1G. 4.3: Découpage “a la Riemann”, en 16 intervalles de méme longueur de ’abscisse

étagées croissant vers X, par exemple

k2—m si 27" < X(w)< (k+1)27" et 0<k<n2"-1
Xn(w) =

n sinon.

(4.3.2)

Comme X, < X,41, nous avons E(X,,) < E(X,+1) par (3.3:6), et nous pouvons
poser
E(X) = im E(X,). (4.3.3)
n—oo
Cette limite existe toujours,-elle est positive, mais elle peut étre infinie. On peut
montrer qu’elle ne dépend pas de la suite (X,,), approximante choisie, pourvu que
celle-ci soit composée de variables aléatoires positives étagées croissant vers X.

Considérons maintenant une variable aléatoire X de signe quelconque. Celle-ci s’écrit
X =X"t—- X", 00 Xt =sup(X,0) et X~ = sup(—X,0) sont les parties positive et
négative de X, de sorte que | X|= XT + X, et évidemment, X T et X~ sont deux
variables aléatoires positives.

Définition 4.3.2 Nous dirons que la variable aléatoire X est intégrable si les valeurs
E(X ™) et E(X ™) sont toutes les deux finies. Dans ce cas, I'espérance mathématique de
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Fi1G. 4.4: Découpage “a la Lebesgue”, en 16 intervalles de méme longueur de ’ordonnée

X est le nombre
E(X) = E(XT)—E(X~), noté aussi / X(w)P(dw) . (4.3.4)
Q

Nous appellerons L' I'ensemble des variables aléatoires intégrables, que I'on pourra aussi
noter L1 (2, A, P) si I'on souhaite préciser I'espace de probabilité sous-jacent.

Puisque | X| = X + X~ la proposition suivante est évidente.
Proposition 4.3.3 Soit X unevariable aléatoire . Alors

X € L' <= E(]X]) < +o0.

Nous pouvons vérifier sans peine que cette définition coincide avec celle du paragraphe
3.3 lorsque 2 est fini ou dénombrable. Nous pouvons aussi montrer, (par passage a la
limite), que les propriétés données dans la proposition 3.3.5 restent vraies dans notre
cadre général.

Nous les rappelons ici :
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e Linéarité : L! est un espace vectoriel, et VX, Y € L', Va,b € R,
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y). (4.3.5)
e X! «— |X|€ L', et dans ce cas,
[E(X)| <E(]X]). (4.3.6)
e Positivité :
si X >0 et X €L’ alors E(X) >0. (4.3.7)
Remarquons de plus que’si- X > 0 et E(X) = 0, alors X = 0 presque-siirement.
e Si X,Y € L' sont telles que X <Y, alors
E(X) <E(®Y). (4.3.8)

e L’espérance d’une variable constante (ou en fait presque-siirement constante)
est égale & cette constante :

Si X (w) =@ 'pour tout w, alors E(X) = a. (4.3.9)

e S'il existe un réel b tel que | X (w)| < b pour tout w, alors X € L' et E(X) < b.

Remarque : Cette notion d'intégrale | X (w)P(dw), définie sur un espace abstrait muni
d’une mesure de probabilité, s'appelle I'intégrale de Lebesgue et fait I'objet d'une im-
portante théorie mathématique. Cette notation et cette terminologie d'intégrale sont jus-
tifiees par le fait que les propriétés qui étaient vraies pour I'intégrale de Riemann (linéarité,
positivité) sont encore vraies dans ce cadre:

4.4 Variables aléatoires de carré intégrable

4.4.1 Variance et Covariance

Outre Pespace L', nous définissons aussi, comme au Chapitre 3, espace L? des va-
riables aléatoires X dont le carré X2 est dans L'.

Définition 4.4.1 Nous dirons qu'une variable aléatoire X est de carré intégrable si la
variable aléatoire X? est intégrable, c'est-a-dire si son espérance E(X?) est finie.
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Proposition 4.4.2 L? est un sous-espace vectoriel de L', et si X € L?,
[E(X)] < E(IX]) < VE(X?).

La preuve est identique a celle de la proposition 3.3.7.

Définition 4.4.3 Si X € L2, sa variance est I'espérance de la variable aléatoire (X -
E(X))?, et on la note Var(X) ou 0%, ou 02, s'il n'y a pas d’ambiguité. Elle est positive,
et sa racine carrée positive ox s'appelle I’écart-typeide X.

Nous avons évidemment ‘encore

Var(X) = E(X?) - E(X)>. (4.4.1)
“La variance est égale & la moyenne des carrés moins le carré de la moyenne”.
De méme que l'espérance a été comparée au centre de gravité d’'un ensemble de

masses, la variance peut étre rapprochée du coneept mécanique de moment d’inertie
(par rapport a lespérance).

Remarquons que si X et Y sont dans L2, la variable aléatoire XY est dans L'. En effet,
il suffit d’écrire [ XY| < 1(X?2 + Y?2). Nous pouvons alors définir la notion suivante.

Définition 4.4.4 Si X et Y sont dans L?, la variable aléatoire (X —E(X))(Y —E(Y))
est intégrable. On appelle covariance de X et Y |'espérance de cette variable aléatoire,
et on la note cov(X,Y):

cov(X,Y)=E (X —EX)Y —E(Y))). (4.4.2)
Le coefficient de corrélation/des variables aléatoires X et Y est le nombre
p(X,Y) = % (4.4.3)
Notons que, en utilisant la linéarité de I’espérance, nous obtenons
cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y), (4.4.4)

et d’ailleurs (4.4.1) est un cas particulier de (4.4.4), car Var(X) = cov(X, X). La
linéarité de I'espérance donne immédiatement pour a,b,a’,b’ € R :

E((aX +b)(d'Y +V)) = ad E(XY) +ab'E(X) + a'bE(Y) + bV,
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E(aX +b) E(d'Y +V) = ad E(X)E(Y) + ab/ E(X) + a’bE(Y) + bb'.

Donc au vu de (4.4.4), la covariance est une forme bilinéaire sur I’espace vectoriel des
variables aléatoires de carré intégrable, et nous avons

cov(aX +b,d'Y +b') = ad cov(X,Y). (4.4.5)
En particulier,
Var(aX +b) = a* Var(X): (4.4.6)

Nous en déduisons que les coefficients de corrélation de X et Y et de aX +bet a’'Y +b
sont égaux lorsque aa’ > 0.

Remarque 4.4.5 En vertu des régles énoncées ci-dessus, et si X est une variable aléatoire
de carré intégrable, d'espérance E(X) et d'écart-type ox > 0, alors la variable aléatoire

X — E(X)
ox

est d'espérance nulle et d'écart-type ‘1. Nous dirons que cette variable aléatoire est cen-
trée et réduite.

Proposition 4.4.6 Soient X1,...,X, des variables aléatoires de carré intégrable,
alors il en est de méme de la somme, et

Var(Xi1+ ...+ X)) =Var(X1) + ... + Var(X,) + 2 Z cov(X;, X;). (4.4.7)

1<i<gi<n

Le calcul est immédiat, grace aux formules ci-dessus.

4.4.2 Approximation linéaire

Nous considérons deux variables aléatoires de carré intégrable dont nous supposons
que les variances et la covariance sont connues. Nous souhaitons trouver la meilleure
approximation de Y par une fonction affine de X de la forme aX + b, au sens des
moindres carrés, c’est & dire qui minimise la quantité E((Y — (aX +b))?). Il s’agit de
déterminer les constantes a et b telles que E((Y — (aX +b))?) soit minimale. Or, par
linéarité,

E((Y — (aX +b))?) = E(Y?) - 2aE(Y X) — 2bE(Y) + a*E(X?) + 2abE(X) + b°.
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L’annulation des dérivées partielles par rapport & a et b entraine que les solutions a
et b sont

a = %Aﬁ;{};) = p(va)Z_j(;
b = E()—dadE(X). (4.4.8)

Nous vérifions aisément que ces valeurs donnent bien un minimum pour E((Y —(aX +
b))?), et déterminent ainsi la meilleure approximation linéaire de Y basée sur X au
sens de la distance quadratique moyenne.

Cette erreur vaut

E(Y) + p(X, V)2 (X — E(X)).

ox
Le carré moyen de ’erreur vaut alors
o 2
E ((Y SEW) - o) 2 (x - E(X))) ) = o2+ PR — 202X,k
X

=3 0-%/(1 - p2(X, Y))

Nous constatons que lorsque p(X, ¥7) est'voisin de +1 ou —1, le carré moyen de 'erreur
est presque nul : plus |p(X,¥)| est proche de 1, meilleure est 'approximation.

Définition 4.4.7 La droite d'équation y = ax+b, ol les coefficients a et b sont donnés

par les formules (4.4.8) s'appelle la droite des moindres carrés de Y sur X.

4.5 Calcul de ’espérance pour une variable aléatoire
a densité
4.5.1 Un résultat général fondamental

Le résultat suivant est ’analogue du théoréme 3.3.10. Nous considérons une variable
aléatoire X de () dans R, de loi Py, et une fonction mesurable h de R dans R. Nous
avons vu que Y = h(X) est une variable aléatoire sur (.

Nous dirons que h est intégrable si h appartient 3 L'(R, B(R),Px).

Proposition 4.5.1 Sous les hypothéses précédentes, h est intégrable si et seulement
si h(X) appartient a L1 (2, A,P), et dans ce cas, les espérances, respectivement de h
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relativement & Px, et de h(X) relativement a P sont égales. Nous avons

E(h(X)) = /Q h(X (w))P(dw) = /R h(z)Px (dz). (4.5.1)

Preuve. (4.5.1) est évident lorsque h ne prend qu'un nombre fini de valeurs, grace
a (4.3.1) et au fait que P(X~(B)) = Px(B), par définition de la loi de X. Si h est
une fonction positive, nous ’approchons par une suite de fonctions étagées comme
en (4.3.2) et nous en déduisons encore (4.5.1), les trois membres étant simultanément
finis ou infinis. Le résultat général s’en déduit:par différence. 0

Commentaire : Si nous.-connaissons la loi de X, nous pourrons donc calculer
E(h(X)) pour toute fonction h intégrable.

Par exemple, si X est une variable aléatoire discréte, chargeant chaque entier k avec
probabilité pg, nous retrouvons que

| )P de) = 5 hik) k.

4.5.2 Calculs d’espérances dans le cas avec densité

Nous allons voir dans ce paragraphe comment calculer ’espérance d’une variable
aléatoire réelle, ou plus généralement d’une fonction d’une variable aléatoire réelle,
lorsque cette derniére admet une densité. Nous rappelons que: X' admet la densité f
si la fonction de répartition de Px est  — [ f(y)dy.

Proposition 4.5.2 Soit X une variable aléatoire réelle admettant la densité f, et
soit g une fonction mesurable de'R dans R. Alors g(X) € L' si et seulement si

“+o0

| @i < . (152)

et dans ce cas,

“+o0

E (9(X)) :/_ g9(x) f(x)dz. (4.5.3)

En particulier,

“+oo

E(X)=[ zf(z)dz, (4.5.4)



100 Chapitre 4 — Variables aléatoires réelles et Vecteurs aléatoires

et

— 00 — 00 — 00

o0 +o0 +oo 2
Var(X) = / (x —E(X))*f(x)dx = / 22 f(x)dx — (/ xf(x)dm) (4.5.5)

Nous n’avons pas les éléments permettant de démontrer ce résultat, mais I’argument
“heuristique” suivant permet de comprendre pourquoi il est vrai : supposons f et g
continues. Posons X, =i/n si i/n < X < (i +1)/nypour ¢ € Z. Ainsi, X, (v) —
X (w) pour tout w, et par continuité de g, nous avons. g(X,,) — g(X). De plus, comme
X, est une variable aléatoire discréte, nous avons en utilisant (4.3.1) et (4.2.7) :

sa0) = ()P (= x<50) ~ X 0(5) ()
i€Z

€Z
et le dernier terme ci-dessus tend vers le second membre de (4.5.3) lorsque n — oo,
par le théoréme d’approximation de Riemann.

Q

4.6 Exemples fondamentaux de variables & densité
4.6.1 Variable aléatoire uniforme sur [a,b]

Nous généralisons ici la notion de variable uniforme sur [0,1]. Nous nous donnons
deux réels a < b, et la probabilité Px admet la densité

ﬁ si a<z<b
flz) = ' (4.6.1)
0 sinon.
En vertu de la proposition 4.2.10, nous pourrions aussi bien choisir f(a) = 0 ou

f(b) = 0. Au vu de linterprétation (4.2.7), le fait que f soit constante sur [a,b]
exprime que si nous simulons une variable aléatoire selon la probabilité Px, nous
avons “autant de chances” de tomber au voisinage de chaque point de l'intervalle
[a,b]. Cela explique le nom “uniforme”. Remarquons aussi que Px ({z}) = 0 pour tout
2 (comme pour toutes les probabilités avec densité). Nous avons donc une probabilité
nulle de tomber exactement en un point = fixé a I'avance.

Proposition 4.6.1 Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [a,b]. Alors X
est de carré intégrable, et

b 7012
E(X) :/ biadﬂﬁ = a;rb ; VaT(X):(bT). (4.6.2)
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(Avec la méme chance de tirer "un quelconque point” de lintervalle [a, ], il est naturel
d’obtenir comme espérance le milieuw du segment.)

Les calculs sont immédiats.

Exemple 4.6.2 A partir de 7h, les bus passent toutes les 15 minutes a un arrét donné.
Un usager se présente entre 7h et 7h30 & cet arrét, I’heure exacte de son arrivée étant
une variable uniforme sur cette période. Trouver la probabilité qu’il doive attendre
moins de 5 minutes, puis plus de 10 minutes.

Solution : Soit X le nombre de minutes s’écoulant entre 7h et l'arrivée de 'usager.
C’est une variable aléatoire uniforme sur [0, 30]. L’attente est inférieure & 5 mns si
l'usager arrive entre 7Th10 et 7h15 ou entre 7h25 et 7h30. La probabilité d’attendre
moins de 5 minutes est donc

( ) ( ) 151 301 1
P(10 < X <15 +]P’25<X<30:/ —dx+/ —dr = —.
10 30 55 30 3

De méme, la probabilité d’attendre plus de 10-minutes vaut

1
IP’(O<X<5)+]P’(15<X<20):§.

4.6.2 Variable aléatoire exponentielle

Définition 4.6.3 Nous dirons que X suit la loi exponentielle de paramétre X\ > 0 si Px

admet la loi de densité
0 si z<0
f(z) = (4.6.3)

Ae~ % sinon.

Proposition 4.6.4 Si X suit la loi exponentielle de parameétre X > 0, alors sa fonc-
tion de répartition vaut

0 st x<0
F(z) = (4.6.4)
1—e*  sinon.
De plus,
1 1
E(X) = e Var(X) = Xz (4.6.5)
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1.0

0.9
B F(2) = 0.8646647
08
1 F
0.7

0.6

0.5+
0.4+
. f=F
0.3

0.2+

0.1 P(X<2)=F() \

00+—7T——T1T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0 45 5.0

F1G. 4.5: Graphe de la densité f(z) = e® et de la fonction de répartition associée
Flz)y=1—e".

Preuve. Les calculs sont trés simples. Par exemple, E(X) = fooo zAe Mdr et
E(X?) = [ a?Ae™dx, et 02 = E(X?) = E(X)?. Nous obtenons le résultat par
intégrations par parties successives, ]

Dans la pratique, la loi exponentielle modélise souvent une durée de vie ou le temps
d’attente avant I’arrivée d’un événement spécifique. Par exemple la durée de vie d’une
bactérie, la durée d’une conversation téléphonique ou le temps qui nous sépare du pro-
chain tremblement de terre peuvent étre considérées comme des variables aléatoires de
loi exponentielle.

Exemple 4.6.5 Supposons que la durée de vie 'd'une conversation téléphonique me-
surée en minutes soit une variable aléatoire exponentielle de paramétre A\ = %. Vous
arrivez & une cabine téléphonique et 'quelqu’un entre juste devant vous. Avec quelle
probabilité devez-vous attendre plus de 10 mns? entre 10 et 20 mns ?

Solution : X désigne la durée de la conversation de la personne précédente.

+oo
1 X
P(X > 10) = / —e " Todx ~ 0.368
10 10
et
P(10 < X < 20) ~ 0.233.

La loi exponentielle posséde une propriété importante pour les applications : elle est
sans mémoire. On dit aussi qu’elle satisfait la propriété de non-vieillissement.
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Proposition 4.6.6 (Propriété de “non-vieillissement”) Soit X une variable aléatoire
positive, telle que P(X > s) > 0 pour tout s € R. Alors

P(X>t+s|X>t)=P(X >s)

pour tous s,t > 0 si et seulement si X suit une loi exponentielle.

Preuve. Soit G(t) = P(X >t) =1 — F(t), ou F est la fonction de répartition de X.
D’aprés (2.5.1), la propriété de I’énoncé équivaut a dire'que G(t+s) = G(t)G(s) pour
tous s,t > 0. Comme G est décroissante et continue-a droite et tend vers 0 a l'infini,
cela revient aussi a dire que c’est une exponentielle négative, de la forme G(¢) = e~
pour un A > 0. Le résultat s’obtient alors en comparant a (4.6.4) et en utilisant le fait
qu’une fonction de répartition caractérise la loi a laquelle elle est associée. O

Représentons-nous X comme la durée de vie d’un certain instrument. La propriété
ci-dessus signifie que si 'instrument fonctionne apreés ¢ heures de service, la loi de sa
durée de vie & partir de 14 est la méme que la loi de la durée de vie de 'appareil neuf.
L’appareil fonctionne sans mémoire du temps d’usage déjaécoulé.

Simulation d’une variable aléatoire X de loi exponentielle de paramétre
A>0:

Sa densité est donnée par (4.6.3). Nous savons que F(x) = 1 — e~ pour x > 0, et
F(z) =0 pour z < 0. Alors,

F~ u) = —=(1/N) In(1 — u).

Nous avons vu au paragraphe 4.2.4 que si U est une variable aléatoire uniforme, la
variable aléatoire X’ = —(1/A)In(1 — U) suit; une loi exponentielle de paramétre A.
Mais nous lui préférons

1
X=—5It,

qui suit la méme loi que X’ (car U et 1 — U ont méme loi), et qui est moins cotiteuse
en temps de calcul.

4.6.3 Variable aléatoire de loi gamma

Rappelons tout d’abord que la fonction gamma est définie pour a €]0, +o0[ par

INa) = /000 e da. (4.6.6)
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Une intégration par parties montre que I'(a«+1) = al'(«), et on a de maniére évidente
I'(1) = 1. Il s’ensuit que I'(n + 1) = n! pour tout entier n > 0, avec la convention
que 0! = 1.

Soit 6 > 0 et a > 0.

Définition 4.6.7 Une variable aléatoire X suit une loi gamma de paramétre d'échelle
0 et d'indice «, que I'on note I'(«, #), si sa loi admet la densité

0 si <0

flz) = (4.6.7)

ﬁ 6>z~ e=9%  sinon.
Le changement de variable x — 6x montre que cette fonction est d’intégrale égale a
1.

Nous remarquons immédiatement que I'(1,0) est la loi exponentielle de paramétre 6.

Proposition 4.6.8 Si X est de loi I'(a,8), son espérance E(X), sa variance 0%, et
l’espérance E(XB) pour tout B > —a, sont données par

BX) = 5, ok = o, E(X?) = % eiﬁ (4.6.8)

Cette proposition se montre immédiatement en utilisant le fait que E(XP) =
fooo 2P f(x)dx et (4.6.6). En revanche si 8 < —a, nous avons E(X#?) = +oo.

Lorsque a = n, la loi gamma représente la loi du temps d’attente avant la n-iéme occu-
rence d’événements indépendants de lois exponentielles de parameétre 6 (voir Exercice
6.1.11).

4.6.4 Variables aléatoires normales (ou variables gaussiennes)

Nous introduisons ici les variables aléatoires les plus célébres en probabilité.

Définition 4.6.9 Nous appelons variable aléatoire normale centrée réduite une va-
riable aléatoire X de loi de densité

flz) = e /2, (4.6.9)
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Pour vérifier que la fonction introduite en (4.6.9) est bien d’intégrale 1, nous remar-
+oo
quons que I = [ ™ f(x)dx vérifie

+00 +oo 2m
/ / y)dady = /de/ —eP/2d

(en passant en coordonnées polaires dans I'intégrale double). Un calcul simple montre
alors que 12 = 1.

Proposition 4.6.10 Soit X une variable normale centrée réduite. Alors
E(X) = 0 Var(X) = L (4.6.10)

La loi de X est dans ce cas notée N(0,1), et les qualificatifs “centrée” et “réduite”
proviennent précisément de (4.6.10).

Cette proposition est immeédiate. E(X) = 0 car clest l'intégrale d’une fonction im-
paire ; pour calculer Var(X) nous pouvons fairé une intégration par parties.

W2 ~ 0,40

F1G. 4.6 : La courbe de Gauss f et les proportions d’aire sous la courbe

Définition 4.6.11 On dit que X est une variable aléatoire de loi normale A (m,o?),
pour m € R et 02 > 0, si cette variable a la loi de densité

(4.6.11)

Nous pouvons vérifier que f est une densité en nous ramenant par le changement de
variable x — =™ & la fonction (4.6.9). Le méme changement de variable permet
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de voir que m et o2 sont l’espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi

N(m,a?).

La distribution normale fut introduite par De Moivre en 1733. Celui-ci 'utilisa pour
approximer une variable aléatoire binomiale quand le paramétre n de celle-ci était
grand. Ce résultat fut ensuite progressivement généralisé par Laplace et d’autres
confréres pour devenir le théoréme connu sous le nom de théoréme de la limite cen-
trale, qui sera démontré au Chapitre 6. Ce théoréme est I'un des plus importants
de la théorie des probabilités et prouve que de trés nombreux phénomeénes aléatoires
suivent approximativement une loi normale. Nous pouvons citer a titre d’exemple la
taille d’un individu choisi au hasard;les composantes de la vitesse d’une molécule de
gaz ou l'erreur de mesure d’une quantité physique.

Pour les calculs sur la loi normale. Il est difficile de faire des calculs avec la loi
normale car la densité définie en (4.6.10) n’admet pas de primitive explicite. Aussi des
tables numériques ont-elles été construites pour permettre aux utilisateurs d’obtenir
trés rapidement des valeurs numériques. La table ci-dessous donne les valeurs de la
fonction de répartition II de la loi normale centrée réduite, pour certaines valeurs .
Par exemple, pour une variable X dedoi N'(0,1), et en utilisant la symétrie de la
densité et la table numérique ci=dessous, nous aurons

1
P(|X|<2)=2P(0< X <2)=2 (]P’(X <2)— 5) —2(0,9772 — 0,5) = 0,9544.

Exemple 4.6.12 Lors d’un procés en attribution de paternité, un expert témoigne
que la durée de grossesse, en jours, est de loi approximativement normale de para-
métres m = 270 et 02 = 100. L’un des péres possibles est en mesure de prouver son
absence du pays pendant une période s’étendant entre le 290-iéme et le 240-iéme jour
précédant I'accouchement. Quelle est la probabilité que la conception de 'enfant ait
pu avoir lieu pendant la présence de cet homme au pays?

Solution : Remarquons que X " = Xz_gm suit une loi A(0,1). Nous allons utiliser
la table ci-dessous.
X =270 X =270

1—TI(2) + 1 —II(3) = 0,02411.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de II(z) = P(X < z), lorsque X suit la loi
gaussienne centrée réduite.

Bien-stir, les logiciels classiques de statistiques permettent d’obtenir les valeurs don-
nées par la table.
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Valeurs de la fonction de répartition IT de la loi de Gauss N (0, 1)
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Remarque 4.6.13 Dans les exemples que nous venons de voir, il est intéressant de

remarquer que les densités sont paramétrées par des nombres réels (un ou deux dans

nos exemples), paramétres liés trés directement aux valeurs de 'espérance et de la

, S1 Nous savons a

important en Statistique. En effet
t & une certaine classe de lois (lois exponentielles, lois

€s

de la variable. C’est tr

variance

1en

la loi de X appart

priori que
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normales), nous pourrons trouver laquelle en estimant ses paramétres en fonction des
observations de X.

Il existe des variables aléatoires qui n’ont pas d’espérance, comme le montre I’exemple
suivant.

Exemple 4.6.14 Variable aléatoire de Cauchy. Un gyrophare GG envoie un flash
lumineux dans une direction aléatoire uniforme d’angle 6. Cherchons la distribution
de I'abscisse X du point d’impact du rayon lumineux sur un écran plan infini situé a
distance 1 de G, comme indiqué sur la figure'4.7.

Fi1G. 4.7 : Gyrophare

L’angle 0 est une variable aléatoire de densité g(f) = %1{],%7%[}(9), variable de loi
uniforme sur | — % ,Z[. L’abscisse X est donnée par X = tan6, c’est donc une

variable aléatoire de fonction de répartition donnée pour x € R par

arctan x 1 1
F(z) =P(X <z) =P(0 < arctanz) = / q()df = — arctanx + 3
oo T
La fonction F est de classe C! et a pour dérivée
1
= —F R. 4.6.12

Par conséquent, la variable aléatoire X a la loi de densité f.

Définition 4.6.15 Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Cauchy si elle

admet la densité )

f(w):m-
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Voyons si X est intégrable. Pour cela il faut étudier la convergence de l'intégrale

généralisée
+oo
[,
oo (14 2?)

Cette intégrale diverge (car f(z) ~z—oo ‘—i‘) Ainsi, la variable aléatoire X n’a pas

d’espérance. Une variable de Cauchy n’est donc pas intégrable.

4.7 Des inégalités fameuses

4.7.1 Inégalité de Bienaymé-Chebyshev

Théoréme 4.7.1 Soit p > 1 et a > 0. Nous avons les inégalités suivantes

o [négalité de Markov : soit X € LP, alors

E(|X|P
B(IX[Pa) < X (4.7.1)
aP
o Inégalité de Bienaymé-Chebyshev : soit X € L2,
X
P(|X — E(X)| > a) < V%g) (4.7.2)

Preuve. On a
|X|p >aP 1[a,W[(|X|)a

donc
E(IX[P) 2 aPE (14,001 X])) = " P(IX| > a),

ce qui donne la premiére formule (inégalité de Markov). La seconde découle de la
premiére appliquée & X — E(X) et p = 2. O

Remarque 4.7.2 L’inégalité de Bienaymé-Chebyshev est trés utile dans la pratique,
comme nous le verrons par la suite. Elle permet de mesurer la probabilité des grands
écarts entre X et sa moyenne. Par exemple, avec a = 100, il en résulte qu’il est
improbable qu’une variable aléatoire X dévie de E(X) de plus de 10 fois son écart-type
(probabilité inférieure a 0,01). Cette inégalité, tout a fait générale, n’est cependant
pas trés précise, et surestime trés souvent en pratique le membre de gauche de (4.7.2),
comme nous allons nous en convaincre ci-dessous.
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Exemple 4.7.3 Posons m = E(X) et 02 = Var(X). Alors, pour tout a > 0,

NJ

P(|X —m| > a) <

soit encore
1

1
P(|X —m| > ao) a2’ d'ou P(|X —m| <aoc)=P(X €m—aoc,m+ac]) >1— oL

En particulier, pour a = 2 et a = 3, nous avons respectivement :

1 1
P(X €]m — 20,m + 20]) 2171 ~ 0.75; P(X €)jm—~30,m+30[) > 1 — = ~ 0.88.

Ne)

Ces approximations sont universelles mais trés grossiéres. Soit X une variable normale
de loi N(m, o). En utilisant' la table numérique de la loi normale donnée ci-dessus,
nous obtenons

1 1
P(X €lm—20,m+20[) 095> 1——; P(X €]m —30,m+30[) = 0.997 > 1 — 9

4
Les renseignements ainsi obtenus sont beaucoup plus précis.

4.7.2 Inégalité de Cauchy-<Schwarz

Proposition 4.7.4 Soient X etY deux variables aléatoires de carré intégrable, alors
XY € LY, et on a lVinégalité de Cauchy-Schwarz :

E(XY)| < E(XY]) < E(X2)E(Y?2). (4.7.3)

Il y a égalité dans (4.7.3) si et seulement si les deuz variables aléatoires sont presque-
strement proportionnelles.

Preuve. Comme |XY| < 1(X? + Y?), nous avons XY € L' dés que X,Y € L% De

plus, pour tout & € R, nous avons d’aprés-la linéarité et la positivité de ’espérance
2?E(X?) + 20 E(XY) +E(Y?) = E[(2X +Y)?] > 0.

Mais ceci n’est possible que si ce trindme en x a au plus une seule racine réelle. Son

discriminant doit donc étre négatif ou nul, ce qui donne immeédiatement (4.7.3).

Le discriminant est nul si et seulement si il y a une racine double zg et dans ce cas,
Y (w) = —20X(w) pour presque tout w. O

Nous déduisons en particulier de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que le coefficient de
corrélation défini par (4.4.3) vérifie

-1 < p(X)Y) < L. (4.7.4)
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4.7.3 Inégalité de Jensen

Théoréme 4.7.5 Soit X une variable aléatoire réelle intégrable, et f une fonction
mesurable telle que f(X) soit intégrable. Supposons de plus que f soit une fonction
convezxe. Alors

E(f(X)) = f(E(X)).

Preuve. Puisque f est convexe, nous savons que pour.tout a € R, il existe \, € R
tel que pour tout z,

f(@) = fla) & Xalw — a).

Ce résultat est en particulier-vraipour x = X(w) et a = E(X). Il suffit alors de
prendre ’espérance pour'obtenir le résultat. ]

Applications :

e Si X est une v.a. centrée (E(X) = 0), alors pour tout A € R, nous avons
E(e™) > 1.

e Soit GG une variable aléatoire de loi' normale centrée réduite. Alors pour tous
z,0, K € R, nous avons

E( (2e?®7" 2 — K)*) > (2 — K)*.

2
car E(e?G—o"/2

convexe.

) = 1 et la fonction v — (zu — K)T = sup(0,zu — K) est

Exemple 4.7.6 Un investisseur a le choix : soit il place-son capital dans une affaire
risquée rapportant une somme aléatoire X d’espérance m, soit il le place en titres sans
risques qui rapporteront m avec probabilité 1.1l va prendre sa décision de maniére &
maximiser l'espérance de u(R), ot R.est son bénéfice et u sa fonction de préférence.
L’inégalité de Jensen nous montre que si u est une fonction concave, E(u(X)) < u(m),
ce qui rend le placement str préférable. Si par contre u est convexe, le placement risqué
est meilleur puisque E(u(X)) > u(m).

4.8 Vecteurs aléatoires

Nous allons généraliser ici la notion de variable aléatoire en considérant maintenant
qu’elle peut prendre ses valeurs dans R™. De méme qu’en dimension 1, la tribu boré-
lienne sur R™ est la tribu engendrée par les ensembles de la forme [];_,]— o0, z;], pour
z; € R. Nous munirons dorénavant R™ de cette tribu. Nous pourrons alors généraliser
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la notion de fonction mesurable de R™ dans R de maniére évidente et considérer les
intégrales généralisées de telles fonctions. Une fonction mesurable f de R™ dans R
(par exemple une fonction continue ou continue par morceaux), sera dite intégrable

si . e
/ / |[f(z1,... ,&p)|dey ... day, < 400.

Nous rappelons le théoréme de Fubini, essentiel dans les calculs d’intégrales multiples.

Théoréme 4.8.1 Soit f une fonction mesurable sur R2.

1) (Théoreme de Tonelli) Si f est positive, alors

A(Af(m,y)dy) dxz/R(/Rf(x,y)dm) dy. (4.8.1)

2) (Théoréme de Fubini) Si f est de signe quelconque mais vérifie que [ ([5 1f(x,y)|dy)
de < 400 ou que [p ([ |f(x,y)ldz) dy < +oo, alors (4.8:1) est encore vraie et on
peut définir f]Rx]R f(z,y)dxdy comme la valeur commune :

RXRf(x,y)dzdyw/ /f:c y)dy dxf/ /f (z ydx (4.8.2)

Remarquons l'analogie avec le théoréme de Fubini (S9) pour les séries. En fait, la
théorie de U'intégration (de Lebesgue) permet de voir ces résultats comme issus du
méme théoréme général, dont découle aussi le résultat “mixte” suivant.

Théoréme 4.8.2 Considérons une suite de fonctions (fi)x telle que >y, [o [ fr(x)|dz <
400, alors
Z/ fe(z)dx = / <Z fk(:c)> dx
k VR B\ &

Le Corollaire 4.2.6 se généralise alors de la maniére suivante.

Théoréme 4.8.3 Pour tout entier n > 1 fixé, il existe une unique fonction d’en-
sembles A définie sur la tribu borélienne de R™ et a valeurs dans Ry, qui soit o-
additive, et qui coincide avec le volume sur les pavés :

A (T Jai, bi]) = Iy (b — ai),

ot a; < by, i€ {l,---,n}. Cette mesure A s’appelle la mesure de Lebesgue sur
R™.
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Nous pouvons alors généraliser la notion d’équiprobabilité vue dans le cas d’un en-
semble fini ou sur [a, b]. La probabilité uniforme sur un ensemble borélien V' de R"
de mesure de Lebesgue A(V) €]0, +oc], est définie pour tout borélien A C V par

La probabilité que le résultat tombe dans une partie A de V' est proportionnelle au
volume de cette partie. Sin = 1 et A est un intervalle,le volume est la longueur de
I'intervalle. Le cas de la loi uniforme sur [a, b] est.donc-le cas particulier ou V' = [a, b].

4.8.1 Vecteurs aléatoires

Définition 4.8.4 Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R" est formé de n variables
aléatoires réelles, qui sont les composantes de X : X = (X1,...,X,).

Comme dans le cas de la dimension 1, sa loi est caractérisée par la fonction de répar-
tition multidimensionnelle F' : R™ — [0, 1] définie par

F(zh,.~. ,xp) = P(Xeﬁ]—oo,xﬂ). (4.8.3)

De maniére générale, caractériser les fonctions de répartition sur R™ est assez délicat,
de sorte que cette notion est rarement utilisée. Nous allons plus particuliérement nous
intéresser aux vecteurs aléatoires & densité.

Définition 4.8.5 On dit que X admet la.densité f si la fonction f est positive sur
R™, intégrable et vérifie

+0oo +oo
flx)dz = / / flz1, ... zp)dey .. . dx,, = 1, (4.8.4)
Rn —0o0 —00
et si

P(X: <21, Xo<xo,...,Xp <m,) = / / flyt, oo s yn)dyr . . . dyn.
(4.8.5)

La proposition suivante généralise a la dimension n la proposition 4.5.2.
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Proposition 4.8.6 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R™ admettant la
densité f, et soit g une fonction mesurable de R™ dans R. Alors g(X) est intégrable
st et seulement si

+oo —+oo
/ / lg(z1,. .. zn)| f(z1,. . s zn)der .. de,, < +o00. (4.8.6)

Dans ce cas nous avons

+oo +oo
= / / g(x1, .o xn) flaay .y o) day . day,. (4.8.7)

Pour simplifier, nous écrirons aussi E(g fRn x)dx, avec les notations de
I'intégration.

4.8.2 Moments d’un vecteur aléatoire

Définition 4.8.7 Siles composantes X; duvecteur aléatoire X = (X1,...,X,) sont
intégrables, nous pouvons définir le wecteur espérance E(X) = (E(X1),... ,E(X,)).

Si les composantes X; du'vecteur aléatoire X = (X1,... ,X,) sont de carré intégrable,
la matrice de covariance de X est la matrice Cx = ((¢i,j))1<i,j<n de taille n x n
et dont les éléments valent

¢i; = cov(X;, X;).
Proposition 4.8.8 La matrice des covariances est symétrique non-négative.

o - « RS o X QA 4. n
Preuve. La symétrie est évidente. “Non-négative” signifie que ) ;';_; a;a;c¢;; > 0
pour tous réels a,;. Un calcul simple montre que

Z a;ajc;; = Var (Z a; Z)

3,7=1

O

Proposition 4.8.9 Soit X un vecteur aléatoire n-dimensionnel, de matrice de cova-
riance C. Soit A une matrice de taille mxn, et Y le vecteur aléatoire m-dimensionnel
Y = AX. La matrice de covariance de Y est alors ACA, ot YA est la transposée de
A.

La preuve provient d’un calcul immédiat.
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Exemple 4.8.10 Vecteur gaussien n-dimensionnel.

Un exemple de vecteurs aléatoires est celui des vecteurs gaussiens, que nous étudierons
en détail au chapitre 6. Soit m € R” et C une matrice symétrique positive. Le vecteur
X € R” est un vecteur aléatoire gaussien d’espérance m et de matrice de covariance

C' si sa densité s’écrit

1 —1
f(:r) = T~ 5 det(c) 67%<17m7 C (:nfm»7
ou (z,y) = 35l Tiyi-

On a alors E(X)=m eR™et Cx =C.

La densité gaussienne f a la forme suivante (pour n = 2) :

hm\\%i\

/i%‘ \
AN
/A

AAA Y

-3
-2

Fic. 4.8 : Densité gaussienne en dimension deux.

4.8.3 Densités marginales et conditionnelles

Nous allons nous limiter dans la suite de ce paragraphe au cas ot n = 2, pour simplifier
les notations. Nous considérons une variable aléatoire Z & valeurs dans R? de loi &
densité, et nous notons X et Y ses deux composantes : Z = (X,Y’). Comme dans le
cas discret, la loi des marginales X et Y peut s’obtenir & partir de la loi de Z. Ce
résultat se généralise sans peine & une dimension supérieure.
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Proposition 4.8.11 Supposons que Z admette une densité f. Alors, X et Y ad-
mettent les densités fx et fy suivantes sur R :

+oo +oo
fx(@) =/_ faydy, ) =/_ fyde.  (488)

Les fonctions fy et fz s’appellent les densités marginales de f. Notons que la
réciproque de cette proposition est fausse : les variables aléatoires X et Y peuvent
avoir des densités sans que le couple Z = (X, Y.) én ait une.

Supposons par exemple que X =Y Si* A = {(z,7) : z € R} est la diagonale de R?,
nous avons évidemment Pz(A) = 1, tandis que si la formule (4.8.7) était valide pour
Pz, nous aurions Pz(A) = E(1a(Z)) = [z, 1a(2)f(z)dz = 0 car A a un volume nul
dans R2.

En particulier, il faut faire attention au fait que dans le cas général, la densité d'un couple
de variables aléatoires a densité n'est pas le produit des densités.

Preuve. Pour tout z € R, nous avous)par (4.8.5) :
xT —+o0
P(X <z) = P(Z €]—o00,2] xR) = / du(/ f(u,v) dv).

Donc si fx est définie par (4.8.8), nous obtenons P(X < z) = ffoo fx (u)du, ce qui
montre que fx est la densité de X. Le raisonnement est analogue pour Y. O

Exemple 4.8.12 On lance une fléchette sur une cible circulaire de rayon unité. Le
joueur est suffisamment loin de la cible pour que le point M d’impact de la fléchette
soit supposé uniformément distribué sur la cible. (On décide de n’observer que les
lancés qui atteignent la cible!).

Les coordonnées cartésiennes de M € D = {(z,y) € R?, 2% + y? < 1} constituent un
couple de variables aléatoires de densité

1
f(X,Y)(»’va) = ; 1{$2+y2§1}

uniforme sur le disque, par hypothése. L’abscisse X est distribuée selon la densité
marginale

fx(z) = /f(X,Y)(:rvy) dy = % (1—a?)3 11 ().

La loi de Y a la méme densité.
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Donnons maintenant dans ce cadre une définition de la loi conditionnelle de Y sachant
X =z, comme nous l’avons fait dans le cas discret (Section 3.6.1).

Proposition 4.8.13 La formule suivante définit une densité sur R, pour tout x tel
que fx(x) >0 :

f(@,y)
fx(x)’

Cette fonction s’appelle densité conditionnelle de'Y sachant X = x.

fyix=2(y) = (4.8.9)

La preuve est immédiate puisque fy|x—, est une fonction positive d’intégrale 1.

L’interprétation de (4.8.9) est la suivante : la fonction Jy|x=z est la densité de la “loi
conditionnelle de Y sachant que X = z”. Bien sfir, nous avons P(X = z) = 0 puisque
X admet une densité, donc la phrase ci-dessus n’a pas réellement de sens, mais elle se
justifie heuristiquement ainsi : Az et Ay étant de “petits™ accroissements des variables
x et y, nous avons comme en (4.2.7), et lorsque' f ‘est continue :

fx(x)Az
f(z,y)AzAy

Q

Pz < X <z + Ax),
Plx < X <a+Az, y <Y <y+Ay).

Q

Par suite

Plx<X<z+Azx, y<Y <y+Ay)
Plx < X <z + Ax)

~ Ply<Y <y+Aylz <X <o+Azx).

fY|X:m(y)Ay ~

Puisque fy|x—, est une densité, nous pouvons en particulier définir I'espérance qui
lui est associée, et généraliser ainsi la notion d’espérance conditionnelle vue dans le
cas discret, dans le cas ou Y est-intégrable.

Définition 4.8.14 Soit Y une variable aléatoire intégrable.

1) L'espérance conditionnelle de Y sachant X = z est définie par

E(Y|X =) = / Y Fy ixes (). (4.8.10)

2) L’espérance conditionnelle de Y sachant X est la variable aléatoire définie par :

E(Y|X) = $(X), avec o(z)=E(Y|X = z). (4.8.11)
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Remarque 4.8.15

) ¥(z) n'est défini que pour x ¢ B = {u,fx(u) = 0}. Mais P(X € B) =
g fx(u)du = 0. Donc (4.8.11) définit bien I’espérance conditionnelle ¥ (X) =
Y|X ) avec probab1hte 1.

E—

(

2) Comme E (E(|Y] |X)) = [ (Jfx v/ 22552 dy) fx(z)dz = E(Y]) (nous avons uti-

lisé le Théoréme 4.8.1 (théoréme de Fubini) ), I'espérance conditionnelle est bien
définie dés que Y est intégrable.

3) Les roles de X et de Y peuvent étre inversés dans tous les résultats.

En remplacant les sommes par des intégrales, nous pouvons adapter les preuves de
la Section 3.6.1 et obtenir dans le cadre des lois & densité les mémes propriétés de
I’espérance conditionnelle résumées ci-dessous.

Proposition 4.8.16 Soit Y une variable aléatoire intégrable. Nous avons

1)
B(Y) < BO(YVIX) = [ BV |X = 0) fx(@)da

2) Supposons de plus que Z soit intégrable. Alors, pour a,b € R,
E(@Y +bZ|X)=aE(Y|X)+bE(Z]|X).

3)8iY >0, alorsE(Y|X) >0
4)E(1|X)=1.
5) Si g est mesurable positive ou bornée,

E(Y g(X) | X) = g(X)E (Y[ X).

6) Pour toute fonction h mesurable positive ou bornée sur R?,
BH(XY) = [ [ ey fey)dady
R JR
= //h(z,y) fx () fY\X:m(y)dxdy
R JR

/ / Wz, 9) fy () Fxy—y (@) dady.
RJR
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Exemple 4.8.17 Soit X et Y de densité jointe fxy(z,y) = % 1r(z,y) ou T est le
triangle T = {0 <y < x < 1}.

La densité de X est donnée par fx(z) = [ fxy(z,y)dy = 1j0,1((z) et pour x €]0, 1],

1
fY|X:z(y) = 5 l]O,Z[(y) .

Ainsi; X est uniformément distribuée sur ]0,1[, et la loi de Y sachant X = x est
uniforme sur |0, z[ (0 < x < 1). Pour un tel x, I'espérance conditionnelle E(Y | X = x)
est donnée par le milieu /2 de I'intervalle portant eette loi uniforme, et nous obtenons
E(Y|X)=%.

4.9 Variables aléatoires indépendantes

4.9.1 Indépendance de deux variables aléatoires

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérons un couple (X,Y") de vecteurs aléa-
toires. X et Y sont respectivement & valeurs dans R et R".

Définition 4.9.1 Les vecteurs aléatoires X et Y sont indépendants si pour tous
boréliens A et B dans les espaces correspondants,

P(X €A, Y eB) = P(X € A)P(Y € B). (4.9.1)

Considérons alors deux fonctions mesurables g et h définies sur R et R™.

Proposition 4.9.2 Avec les notations précédentes, et si X et Y sont indépendantes,
les variables aléatoires g(X) et h(YY), sont aussi indépendantes. Si de plus g(X) et
h(Y) sont dans L', alors le produit g(X)h(Y) est aussi intégrable, et nous avons

E(g(X)n(Y)) = E(g9(X)) E(h(Y)). (4.9.2)

Preuve. La premiére assertion est évidente par définition méme de I'indépendance.
Pour le reste, nous remarquons d’abord que (4.9.2) se réduit a (4.9.1) si g et h sont
des fonctions indicatrices. Comme les deux membres de (4.9.2) sont linéaires en g
et en h, nous avons aussi (4.9.2) lorsque g et h sont des fonctions étagées. D’aprés
(4.3.3), nous en déduisons (4.9.2) pour g et h positives quelconques. Si g et h sont
de signe quelconque, (4.9.2) est vérifiee pour |g| et |h|, donc si g(X) et h(Y') sont
intégrables, nous en déduisons que g(X)h(Y) € L. Enfin, dans ce cas, par différence
(en considérant g = g7 — g~ et h = ht — h™ et en développant le produit), nous
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obtenons (4.9.2) pour g et h elles-mémes. O

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, il découle alors de (4.4.4) et du résultat
précédent que :

Proposition 4.9.3 Si les variables aléatoires X etY sont indépendantes et dans L2,
alors Cov(X,Y) =0 et p(X,Y) =0 (p(X,Y) est le coefficient de corrélation).

Nous savons que |p(X,Y)| < 1 par (4.7.4). Si les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes, le coefficient de corrélation |p(X,Y)| est donc nul; au contraire si
|p(X,Y)]| est proche de 1, nous avons déja remarqué que les variables aléatoires sont
“fortement dépendantes”, d’oti'le nom de “coefficient de corrélation”. Attention cepen-
dant, p(X,Y) = 0n’/implique pas que X et Y soient indépendantes.

Le résultat suivant est un analogue de I’équivalence (i)<=-(ii) dans la proposition
3.6.10.

Proposition 4.9.4 Soient X etY deux variables aléatoires réelles admettant les den-
sités fx et fy. Pour qu’elles soient indépendantes, il faut et il suffit que le couple
Z = (X,Y) admette (sur R?)\la densité suivante :

flz,y) = fx(@) fr(y) (4.9.3)

Preuve. S’il y a indépendance, il vient par (4.9.1) que
x Yy
PX <0 Y <y) = BX <R <y) = [oildan [ e,
-0 —o0

ce qui montre que Py vérifie (4.8.5).avec'f donnée par (4.9.3).

Inversement, supposons que (4.9.3) soit satisfaite. Le méme calcul que ci-dessus
montre alors que P(X < 2,V < y) = P(X < 2)P(Y < y) pour tous z,y € R.
Mais, comme dans la preuve de la proposition 4.2.3, nous pouvons montrer que ces
relations s’étendent en P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B) pour tous boréliens
A et B, d’ou le résultat. O

4.9.2 Suite de variables aléatoires indépendantes

Etant donnée une famille finie X1,..., X, de vecteurs aléatoires & valeurs respecti-
vement dans RP() | 1 < i < n, tout ce qui précéde s’étend sans difficulté, sauf que les
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notations deviennent plus compliquées. La seule chose pouvant préter a confusion est
la notion d’indépendance ; nous la définissons donc ci-dessous :

Définition 4.9.5 Les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes (ou, “mu-
tuellement indépendantes”) si pour tous boréliens A;,... , A, on a
n
P(X1 € Ay,... X, € Ay) = [[BX: € 4)). (4.9.4)
=1

La proposition suivante est extrémement utile dans la pratique.

Proposition 4.9.6 Siles X;, 1 < j < n, sont des variables aléatoires indépendantes
et de carré intégrable, les variances vérifient

Var (in> = iVar(Xi). (4.9.5)

Preuve. Nous utilisons ici (4:4.7), & savoir

Var (iXZ> = iVaT(XZ)‘F i COU(XZ',X]').

i,j=1;i#]

Comme les X; sont indépendantes, Cov(X;, X;) = 0si ¢ # j, d’o le résultat. O

Considérons maintenant une suite infinie (X,,)nen+-

Définition 4.9.7 La suite (X,,)n,en+ de variables aléatoires est dite indépendante si
pour tout n, la famille finie ' X7....; X,, est indépendante.

11 est facile de vérifier (et intuitif aussi) que 'indépendance est préservée par certaines
transformations.

Proposition 4.9.8 L’indépendance de la suite (X,,), entraine celle de

1) toute sous-suite (X;, )k,

ik
2) toute sous-suite de vecteurs issus de (Xy,)n,

3) toute suite de la forme (f1(X1), -+, fn(Xn))n, ot les fonctions f; sont des
fonctions continues, ou méme mesurables.
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Exemple 4.9.9 Nous considérons l'ensemble © = [0, 1] muni de la tribu borélienne
restreinte & cet ensemble, et de la mesure de Lebesgue. A chaque réel w, nous associons
son développement dyadique (unique si on impose que les w; ne soient pas tous égaux
a 1 a partir d’un certain rang) :

Wy
’LU:Z§, wZG{O,l}

i>1

L’application X; : Q — {0, 1}, qui & w associe X;(w) = w;est une variable aléatoire sur
Q. En effet, pour z; € {0,1}, 1 <i <mn,

L
{(Xi=m}=""1J 2%’2%+§ :
J= J=

L1, Ti—1

qui est bien un élément de la tribu borélienne de 2 = [0, 1], et

PUXi=e) =5 Y 1=3

X1y, L1

Montrons I'indépendance des variables aléatoires (X;)1<i<n. Nous avons

S R |
ﬂ{XiZCEi}Z ;%,;%4-2—”,

1<i<n

si bien que

on’
1<i<n

qui est la mesure de Lebesgue de 'intervalle ci-dessus. Cela démontre que les variables
aléatoires X; sont indépendantes et-de loi’' de Bernoulli de paramétre % Ainsi, nous
venons de construire sur €2 une suite de variables aléatoires telle que toute sous-suite
finie est constituée de variables aléatoires indépendantes. C’est donc une suite de
variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre %

Nous citerons sans démonstration le théoréme suivant répondant, dans un cadre gé-
néral au probléme de la construction d’une suite de variables aléatoires indépendantes
de lois données.

Théoréme 4.9.10 Etant donnée, pour chaque entier n, une probabilité i, surRP™),
ot p(n) est un entier non nul, il existe un espace Q muni d’une tribu A et d’une proba-
bilité P sur lequel on peut définir une suite (X,,) de variables aléatoires indépendantes,
chaque X, étant de loi piy,.
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4.10 Calculs de lois

4.10.1 Un théoréme d’identification

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le théoréme suivant (que nous ne démontre-
rons pas), réciproque de (4.5.3).

Théoréme 4.10.1 1) Si il existe une probabilité u sur R telle que pour toute fonction
continue bornée h,

E(h(X)) = / h(z)p(dx); (voir notation en (4.3.4)), (4.10.1)
R
alors la loi de X est égale a .

2) Si il existe une fonction f telle que pour toute fonction continue bornée h,

B((X)) = [ ho)f(@)da,

R
alors la loi de X admet la densité f.

L’idée de la preuve repose sur le fait queles fonctions continues bornées peuvent
approcher une fonction h = 1j_. 5, pour laquelle (4.10.1) donne la fonction de ré-
partition de p.

Utilisons ce résultat dans ’exemple suivant, qui montre qu’il existe des variables
aléatoires réelles qui ne sont ni discrétes, ni & densité. Soit X une variable aléatoire
de loi de densité f et a € R fixé. Considérons la variable aléatoire Y définie par
Y = max(a, X). La loi de Y est égale a

P(X <a)d, + 1{]a7+oo[}f($)dm.

(Une partie a densité et une masse au point a.) Pour nous en convaincre, nous consi-
dérons une fonction h continue bornée sur R, et nous calculons

E(h(Y)) = E(h(max(a,X))=E(h(a)l{a>xy) + E(A(X)1{a<xy)

+oo
h(a)P(X < a) +/ h(z)f(z)dzx.

Nous utilisons alors le résultat ci-dessus.

4.10.2 Recherche de densité

Un probléme important est le suivant. Soit X une variable aléatoire réelle, admettant
la densité fx. Soit g une fonction mesurable, de sorte que Y = g(X) soit aussi une
variable aléatoire. Est-ce que Y admet une densité, et si oui, comment la calculer ?
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Il convient d’abord de remarquer que cette densité n’existe pas toujours. Si par
exemple g(x) = a pour tout z, la loi de Y est la masse de Dirac en a, qui n’a
pas de densité.

Pour résoudre ce probléme, l'idée counsiste a essayer de mettre E(h(Y)) = E(h o
g(X)) sous la forme [ h(y)fy (y)dy pour une fonction convenable fy, et une classe de
fonctions h sufﬁsamment grande. La fonction fy sera alors la densité cherchée.

Or, (4.5.3) implique

+oo
E(h(Y)) = E(hog(X)) = /_ hog(z)fx () dz. (4.10.2)

Nous souhaitons faire leé changement de variable y = g(x) dans cette intégrale. Cela
nécessite que g soit’ dérivable et bijective “par morceaux”, et il faut faire trés atten-
tion aux domaines ol g est croissante ou décroissante. Plutot qu’exposer une théorie
générale, donnons des exemples.

Exemple 4.10.2 1) Soit Y = aX + b, ou a et b'sont des constantes. Si a = 0,
nous avons alors Y = b et la loi de Y (sans-densité) est la masse de Dirac en b.
Si au contraire a # 0, nous faisons le changement de variable y = ax + b dans
(4.10.2), ce qui donne

e oo y—>b\ 1
50 = [ a0 sx@ar = [ n s (U0) Ly
(on peut considérer séparément les cas a > 0 et a < 0). Donc
y— b) 1
= T 4.10.3
Irly) = fx ( Tl (4.10.3)

Par exemple :
e Si X suit la loi normale NV (m, 0?), alors 2= suit la loi A0, 1).
e Si X suit la loi normale AV/(0,1), alors aX + b suit la loi N'(b,a?).

e Si X suit la loi uniforme sur [a, §], alors aX + b suit la loi uniforme sur
[ac + b, a8 + b].
e Si X suit la loi I'(«v, 0), alors aX suit la loi I'(ev, 0/a).

2) Soit Y = X2 La fonction 2 — 2? est décroissante sur R_ et croissante sur R..
Le changement de variable y = 22 donne alors

f,oooh(wQ)fx(:c)dfc+f+°°h(fc2)fx(w)dr
= [ ) Sx (V) gy dy + g ) Ix (V) g dy,

E(n(Y))
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et nous avons donc

) = (Ix(=vy) + Ix(Vv)) NG (4.10.4)

Nous en déduisons le résultat suivant.
Proposition 4.10.3 Si X suit la loi N'(0,1), alors X? suit la loi I'(1/2,1/2).

Dans le cas des vecteurs aléatoires, Iidée est. la, méme. Soit X = (Xq,...,X,) un
vecteur aléatoire de densité fx sur R". Soit g une fonction de R™ dans R™, et Y =
g(X). Plusieurs cas sont a considérer :

a) m > n : Le vecteur Y n’admet pas de densiteé.

b) m = n : Nous utilisons, comme dans le cas unidimensionnel, le changement de
variable y = g(z) dans l'intégrale n-uple qui remplace le terme de droite de (4.10.2).

Rappelons cette formule de changement de wvariable. Supposons tout d’abord que g
soit une bijection continiiment différentiable’de A dans B (deux ouverts de R™). Son
jacobien est le déterminant J(g)(z) de la matrice jacobienne, dont les composantes
sont les dérivées partielles dg;(x)/0x;, oi g; est la i°M€ composante de g. Nous avons
alors

1
|J(g)(g=(y))l

(attention & la valeur absolue de J(g)). Rappelons d’ailleurs que 1/J(g)(g~(y)) est
le jacobien de la transformation inverse g~! au point y €-B. Dans le cas ot fx(z) =0
en dehors de A, nous obtenons que Y admet la densité

/hog(w)fx(w)dx = / h(y)fx o9~ (y) dy (4.10.5)
A B

1

) = W e s Wrae=gn

(4.10.6)

Lorsque g est simplement contintiment différentiable, il existe souvent une partition
finie (A;)1<i<a de Vensemble {z : fx(x) > 0}, avec g injective sur chaque A4;. Nous
notons B; = g(A;) 'image de A; par g. Nous découpons alors 'intégrale selon les A;,
nous appliquons (4.10.5) & chaque morceau, et nous sommons. Nous obtenons alors

1

IO W) (4.10.7)

d
Iy(y) = Z 15,(y)fx 09~ (v)

1

ot g1 est bien définie sur chaque B; (comme image réciproque de la restriction de g

aA).
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c) m < n : On commence par “compléter” Y, en essayant de construire une application
g’ de R™ dans R™ dont les m premiéres composantes coincident avec les composantes
de g, et pour laquelle (4.10.6) ou (4.10.7) s’appliquent. Nous obtenons ainsi la densité
fy de Y' = ¢/(X). Puis nous appliquons I’extension évidente de (4.8.8) :

fY(yl""7ym) = /"'/ B fy/(y17"'7ym7ym+1""7yn)dym+1"'dyn'
(4.10.8)

Donnons les exemples importants suivants.

e Coordonnées polaires.
Soit X = (U,V) un vecteur aléatoire de R? et Y = (R,0) ses coordonnées
polaires. La transformation g est un difféomorphisme de A = R?\{0} dans
B =]0, 00[x]0, 27], et son inverse g~! s’écrit facilement : u = rcosf, v = rsinf.
Le jacobien de g~! au point (r,#) vaut 7, donc (4.10.6) entraine que

fy(r,0) = r fx(rcosf,rsinf)1g(r,0). (4.10.9)

Par exemple si U et, V/ sont-indépendantes et de loi N(0,1), (4.9.3) entraine que

fx(u,v) = 3= exp (—“2;“’2), et (4.10.9) implique

1 .
fr(r,6) = 5-re 72140 00 () 110,271 (6).- (4.10.10)
En particulier les Variablgs aléatoires R et © sont indépendantes, la premiére
suit la loi de densité re~""/2 1j0,00[(7), et la seconde est uniforme sur [0, 27].

e Loi béta.

Soit X = (U, V) un vecteur aléatoire de R?, avec U et V indépendantes de lois

I(«, 0) et T'(3,0). Quelle est la densité de Y = WUV ?

Comme la dimension de Y est plus petite que celle de X, il faut d’abord “com-
pléter” Y. Nous prenons par exemple Y' = (Y, Z), avec Z =U + V, ce qui cor-

respond a g(u,v) = (L u—+ ’U). Cette application est bijective de A =]0, 0o[?

u+v’
dans B =]0,1[x]0,00[, et nous avons g~ '(y,2) = (yz,2(1 — y)), qui a pour
jacobien z.
Comme fx(u,v) = %uadvﬁ_le—e(“*‘”)l,ﬁ;(u,v), (4.10.6) entraine
patB
fyri(y, 2) = w207y (1 — )P e 21 5(y, 2). (4.10.11)

INCYINE)
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11 reste a appliquer (4.10.8) :

fr(y) = / fyi(y, 2

a+3 0o
= Wya—l(l B y)ﬁ_ll]o,l[(y)/o Za-',—ﬁ—le—ezdz
- %ywl(l ~ )" ou®) (4.10.12)

(utiliser (4.6.6)). On appelle loi-béta de parameétres o et 8 la loi admettant
cette densité.
Nous obtenons aussi facilement la densité de Z. En effet, (4.10.12) montre que
fy(y, z) est'le-produit de fy (y) par la fonction
got+B
2) = — poth-lg—0zq ol (2),

f2(2) EE) j0.00((2)
qui d’aprés (4.8.8) est la densité de la variable aléatoire’Z. Nous avons en fait
démontré la :

Proposition 4.10.4 Si U et V. sont indépendantes et de lois respectives T'(c, 6)
et T'(5,0), alors U 4+ V_suit la loi T'(a + (3,0) et est indépendante de WUV qui
suit une loi béta de parametres a et 3.

e Produit de convolution.
Si U et V sont indépendantes de densités respectives fy et fy, nous pouvons
de la méme maniére trouver la densité de la somme Z = U + V. La encore,
nous “complétons” Z en le couple T' = (U, Z) (par exemple), correspondant a la
bijection g(u,v) = (u,u + v) sur R?, dont le jacobien'est 1. Par suite (4.10.6)
conduit & :

Proposition 4.10.5 SiU-et V' sont deux variables aléatoires indépendantes de
densités respectives fyr et fy, alors Z =U 4+ V admet la densité

“+oo +oo
fz(z) = / fuou)fv(z —u)du = / fulz =) fv(v)dv.  (4.10.13)
—c0 —0o0

La fonction fz est appelée le produit de convolution des deux fonctions [
et fy. Nous verrons intervenir de nouveau le produit de convolution dans le
chapitre suivant.

Application : En utilisant ce calcul, nous pouvons montrer que la somme de
deux variables aléatoires indépendantes, de lois normales N'(m, %) et N'(u, 72)
est une variable aléatoire de loi normale N (m + pu,0? + 72). Nous verrons au
chapitre 6 une autre preuve de ce résultat grace a la fonction caractéristique.
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4.11 Simulation de suites de variables aléatoires in-
dépendantes

Un générateur aléatoire nous permet d’obtenir une suite Xi,...,X,,... potentielle-
ment infinie, de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]. Nous
voulons construire une suite Yi,...,Y,,... de variables aléatoires réelles indépen-
dantes, de loi donnée notée Py .

4.11.1 Inversion de la fonction de répartition

Généralisons la méthode introduite au paragraphe 4.2.4.

Supposons que 'on connaisse la fonction de répartition F' des variables Y;. A partir
d’une suite de variables aléatoires uniformes sur [0, 1] et indépendantes, nous pouvons
simuler une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de fonction de réparti-
tion F. Comme au paragraphe 4.2.4, nous définissons la'fonction “inverse” continue a
gauche de F par :

G(z) = inf{y:'F(y) >z}, Yz €]0,1]. (4.11.1)

Proposition 4.11.1 La suite (Yy)n définie par Y, = G(X,,) est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes, de loi Py .

Preuve. L’'indépendance et le fait que les Y,, suivent la méme loi sont évidents. Le
calcul de la loi a été fait au paragraphe 4.2.4. O

Simulation d’une suite de variables aléatoires exponentielles indépendantes

Nous souhaitons simuler n réalisations indépendantes X7, Xo,..., X, de variables
aléatoires de méme loi de densité f(z) = e *1,-0, suivant la méthode préconisée au
paragraphe 4.2.4. Remarquons que [; e "dz = e™° est trés petit et nous pouvons
nous limiter aux valeurs des variables aléatoires appartenant a U'intervalle [0, 5]. Une
maniére commode de représenter les tirages est d’en tracer un histogramme. Nous
partitionnons [0, 5] en intervalles Ij;. Pour chacun d’eux, nous calculons la proportion
de réalisations qui tombent dedans, proportion que nous normalisons par sa longueur.

Ainsi, I'histogramme f,, associé a cette partition et aux observations Xi,... , X, est
la fonction en escalier définie par
5 1 card{i:i<n, X; €I}
T) = — our x € Ij.
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Nous avons noté A(I) la longueur de Uintervalle I, et comme précédemment card(A)
désigne le cardinal de I’ensemble fini A. Les tailles des intervalles peuvent étre adaptées
aux valeurs prises par les variables X;.

Par exemple, pour la loi exponentielle de paramétre 1, nous pouvons choisir la parti-
tion de [0, 5] en intervalles I, avec

I,... Iy intervalles consécutifs de [0, 2] de longueur 1/10;

Ioy,... I35 intervalles consécutifs de [2,5] de longueur 1/5.

Au fur et & mesure de la simulation; on peut constater que fn "approche" la vraie
densité f, lorsque n augmente. Cette observation sera justifiée au chapitre 5 par la
loi des grands nombres:

4.11.2 Meéthode du rejet

Cette méthode s’applique lorsque la probabilité Py admet une densité f, et lorsqu’on
connait une autre probabilité v, telle que

-il est possible de simuler des variables aléatoires de loi v (par exemple par la méthode
précédente) ;

- v admet une densité g telle que

f(z) < ag(x), vz € RY, (4.11.2)

pour une constante a connue (nécessairement a > 1, et méme a > 1 si Py # v,
puisque f et g sont deux fonctions positives ayant la méme intégrale 1).

Un cas particulier est le cas ot f est une densité continue & support compact (donc
bornée).

Nous supposons aussi que nous disposons, d’une part de la suite (X,,), ci-dessus
(constituée de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme), et d’autre part
d’une suite (Z,), potentiellement infinie de variables aléatoires indépendantes de
loi v et indépendantes des (X,,),. Nous posons alors

N = inf{n e N*; f(Z,) > aXng(Z,)} ; et Y=2, si N=n. (4.11.3)

Proposition 4.11.2 La wvariable aléatoire N est a valeurs dans N* et suit une loi
1

géométrique de paramétre = (et donc d’espérance a). La variable aléatoire Y suit la

loi Py et N etY sont indépendantes.
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Preuve. La premiére assertion entraine que la variable Y est bien définie dans la
seconde formule (4.11.3).

Notons A, = {f(Z,) > aX,g(Z,)}. Les événements A,, sont indépendants et ont
méme probabilité. Posons P(A,) = « (nous calculerons « plus tard), de sorte que
P(N >n) = (1 — a)™. Pour toute fonction h nous avons

E(h(Y)) = > E(h(Zn)la, Lnsn-13) -

Les variables aléatoires h(Z, )14, d'une part et 1;x-,_1} d’autre part sont indépen-
dantes, donc

E(h(Y)) = iE(h(Zn)lAn) (1—a)" 1. (4.11.4)

Enfin E(h(Z,)14,) vaut

[ 1) ( / 1 1{f<z)>wg<z)}dz) iz = [ne) L a: = 2 [ne)s)a

ag(z) a

En particulier « égale cette-expression lorsque h = 1, donc o = 1/a, puisque f est
une densité. Ainsi, 0 < o < 1 et la variable aléatoire N est bien a valeurs dans N*.

En remplacant E(h(Z,)14,) par sa valeur dans (4.11.4), nous obtenons que
E(h(Y)) = [ h(z)f(2)dz, d’ou le résultat. L’'indépendance est immédiate. O

Nous avons ainsi obtenu une variable aléatoire de loi Py.. Pour obtenir une suite de
telles variables aléatoires indépendantes, il faut répéter la méme procédure.

Nous pouvons comparer les deux méthodes.

La premiére est trés simple a mettre en oeuvre, si ’on connait explicitement la fonction
G = F~1, ce qui est assez rare dans la pratique.

La seconde nécessite la connaissance de f, g et a, et aussi le fait que 'on sache
préalablement simuler selon la loi v. L’idée est par exemple d’utiliser la premiére mé-
thode pour cette loi. Les conditions sont assez souvent remplies, mais cette deuxiéme
méthode est malheureusement parfois longue & mettre en oeuvre (sa “longueur” est
proportionnelle a N).

Un cas particulier : Supposons que la densité f est & support dans le compact
[b,c] et est bornée par une constante C. Alors la constante a de I’énoncé général
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peut-étre remplacée par a = C(c — b). Nous pouvons adapter la proposition 4.11.2 et
montrer que si (Ug)r et (Vi) sont des suites de variables aléatoires indépendantes et
de loi respectivement uniforme sur le rectangle [b, ¢] et sur le rectangle [0, C], alors la
variable aléatoire

Y =Uy, avec N =min{k>1:V, < f(Ux)},
définit une variable aléatoire de densité f.

Nous allons en déduire ’algorithme suivant :
Tirer (U,V) de lois uniformes sur {b;c] et sur [0, C], jusqu’a ce que V <
f(U). Poser alors X = U.

D’aprés la proposition 4.11.2, la variable aléatoire X ainsi obtenue a pour densité
f. Nous rejetons les-couples (U,V) tels que V' > f(U). Cet algorithme s’appelle
I’algorithme du rejet.

Remarquons que la loi de NV est une loi géométrique de parameétre C(%b), d’espérance

E(N) = C(c—b). Comme le nombre d’appels au générateur pseudo-aléatoire est 2N,
I’algorithme sera efficace si la majoration de'la-densité f par la constante C' sur le
support [b, c] est bien ajustée.

4.12 Exercices sur le chapitre 4

EXERCICE 4.12.1 Soit X une v.a. de carré intégrable. Montrer que E((X — a)?)
atteint son minimum lorsque a = E(X).

EXERCICE 4.12.2 Soit X > 0 une variable aléatoire & densité, et g une fonction
positive croissante de classe €} telle que g(0) = 0. Montrer que

+oo
E (g(X)) = / § (OP(X > t)dt.

On pourra en particulier voir ce que devient cette formule dans le cas ou g(x) = =.

EXERCICE 4.12.3 1) Un poste a incendie doit étre installé le long d’une route
forestiére de longueur A, A < cc.

Si les incendies se déclarent en des points uniformément répartis sur (0, A), ou
doit-on placer ce poste de fagon & minimiser I'espérance de la distance entre le poste
et I'incendie 7
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2) Supposons que la route soit infiniment longue, s’étendant de 0 & linfini. Si
la distance entre un incendie et l'origine est exponentiellement distribuée avec un
paramétre A, ol doit-on alors installer le poste & incendie ?

EXERCICE 4.12.4 La durée de fonctionnement d’une lampe suit une loi de densité

1 .
f(t) = 1—6t6 ‘tl]_tzo

(l'unité de temps est 'année).
1) Vérifier que f est une densité de probabilité.
2) Calculer Pespérance et la variance de cette durée de fonctionnement.
3) Quelle est la probabilité que la lampe fonctionne pendant 6 ans ?

EXERCICE 4.12.5 Soit X une variable aléatoire de densité fx. Considérons la
variable aléatoire
Y = CeiaX]_{X>0}, (Oé > 0, c> 0)

Etudier 'existence d’une densité pour Y ‘et donner sa valeur en fonction de fx.
EXERCICE 4.12.6 Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1).

1) Calculer E(e*X) pour A € R.

a2

2) En déduire que pour ¢ > 0,on a P(X >a) <e 7.

3) Utiliser la forme intégrale de P(X > a) pour obtenir I’encadrement

1 1 —a? 1 a2
————)e2 < ]P’(X > a) < e 2.
aVv2r  a3V/2w aV2m

EXERCICE 4.12.7 Considérons deux paramétres a > 0 et a > 0. On dira que X
suit une loi de Pareto de paramétres (a, @) si X est une variable aléatoire de densité
f définie par
fz)=0siz<a
a/a

flz)=— (—)aﬂ six > a.

a \IT

Cette variable aléatoire décrit par exemple la répartition des richesses.

1) Montrer que f est bien une densité de probabilité. Allure du graphe de f : on
pourra prendre a = 1 et a = 3.



4.12 — Exercices sur le chapitre 4 133

2) Calculer P(X > z). Allure de la fonction de répartion pour les paramétres
ci-dessus.

3) Soit y > 0 fixé. Calculer lim,_,oo P(X > 2 + y|X > z). Qu’en conclure ? Cette
propriété est-elle vraie pour une variable exponentielle ?

4) Montrer que X admet une espérance si et seulement si a > 1. Calculer E(X)
dans ce cas.

5) Montrer que X admet une variance si et seulement si o > 2. Calculer Var(X)
dans ce cas.

EXERCICE 4.12.8 Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité
fl@,) = ol =7
1) Calculer la loi de X et la loi de Y. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
2) Est-ce que X et XY sont indépendantes? Calculer la loi de XY
3) Quelle est laloide X(1+Y)?
EXERCICE 4.12.9 Soient X et ¥ deux v.a.r. On suppose que la densité condi-

tionnelle de X sachant Y =yest'la densité 1, (z)y?xre=*Y et que la loi de Y est de

densité y%lu,Jroo[(y)-

On pose T'= XY.

1) Trouver la loi du couple (7,Y). Qu’en déduit-on ?
2) Trouver la loi conditionnelle de Y sachant X = x:
3) Calculer E(Y]X).

EXERCICE 4.12.10 Soit Y unev.a. de loi uniforme sur [0, 1] et X a valeurs dans
N, avec X et Y indépendantes. On considére Z = XY

Trouver la loi de Z et donner une condition pour que la loi de Z admette une densité
par rapport a la mesure de Lebesgue.

EXERCICE 4.12.11 Soit a, 8 > 0. On considére deux v.a. : X a valeurs dans N et
Y & valeurs dans R;. La loi du couple est donnée, pour n € N et y > 0, par

Y n
P(X =nY <y) = 5/ e—(a+ﬁ)y(ai|)dy.
0 n!

Donner les lois respectives de X et de Y.
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EXERCICE 4.12.12 Soient X1, ... ,X, des v.a. indépendantes de loi uniforme sur
[0,1]. On pose :
Uy =X1,Ua=X1Xo,...,U,=X1...X,,.

1) Chercher la loi du n-uplet (Uy,...,U,).
2) Chercher la loi conditionnelle de U, sachant U,_; = u.

EXERCICE 4.12.13 Cet ezercice donne une méthode (usuelle) pour simuler deux
variables aléatoires indépendantes et de loi mormale.

Soient X et Y deux variables-aléatoires indépendantes de loi A/(0,1). On considére
le couple (R, ©) de variables aléatoires a valeurs Ry x [0, 27|, obtenu en exprimant
(X,Y) en coordonnées polaires.

1) Calculer la loi de (R, ©) et celle de (R?,0).

2) En déduire le procédé pratique suivant de simulation'de variables aléatoires
indépendantes et de loi normale : si U et V sont.deux variables aléatoires indépen-
dantes uniformes sur [0, 1], alors X = v—2InUeos(27V) et Y = v/ —2InUsin(27V)
sont deux variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1).

3) Quelle est la loi de' X7

EXERCICE 4.12.14 Soit Z4,... , Z, des variables aléatoires réelles, indépendantes
et de méme loi, de fonction de répartition F'. On pose

X = min Z;, Y = max Z.
1<k<n 1<k<n

1) Calculer la fonction de répartition jointe F'x y en fonction de F. Calculer les
fonctions de répartition F'x et Fy-.

2) Dans le cas ot la loi des Zj, est de densité f, calculer les lois de X, de Y et de
(X,Y).

3) Nous supposons désormais que les Z; ont une loi uniforme sur [a, b] pour a < b
dans R.

Expliciter les lois de X, de Y et de (X,Y). Calculer E(X) et E(Y), Var(X) et
Var(Y), cov(X,Y) et p(X,Y).

EXERCICE 4.12.15 Soient X et Y deux variables aléatoires exponentielles in-
dépendantes de parameétres A et u. On pose M = min(X,Y) et D = | X - Y| =
max(X,Y) — min(X,Y).
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1) Calculez P(M > a,D > b,X >Y) pour a,b > 0.

2) Déduisez-en P(X >Y), P(X <Y), laloi de M, la loi de D conditionnellement
a X <Y, laloide D conditionnellement & X > Y.

3) Montrez que M et X <Y sont indépendants.

4) Soient, pour 1 < i < n, des variables aléatoires X; indépendantes de lois
exponentielles de paramétre ;. Que dire de la-loiide min;<;<y, X; et de I’événement
{Xk = minlgign Xi } ?






Chapitre 5

Convergences et loi des grands
nombres

Un coup de dés jamais n’abolira,le hasard

Stéphane Mallarmé.

Nous allons présenter dans ce chapitre I'un des résultats essentiels de la théorie des
probabilités, qui va justifier toute la théorie que nous avons eonstruite a partir de
I’approche heuristique du Chapitre 2. Ce résultat-montre rigoureusement que, quand
le nombre de répétitions de I’expérience tend vers l'infini, la fréquence de réalisations
d’un événement converge vers la probabilité de réalisation de cet événement. Ainsi,
notre modéle est bien cohérent ‘avec I'intuition. Ce résultat, appelé Loi des grands
nombres, a d’autres portées fondamentales. Philosophique tout d’abord, puisqu’il
permet de voir le monde déterministe comme la limite macroscopique d’une accumu-
lation de phénoménes élémentaires microscopiques aléatoires. Portée numérique aussi,
car nous verrons que ce théoréme est a l'origine de méthodes de calcul numérique ap-
pelées Méthodes de Monte-Carlo, qui sont extrémement puissantes et robustes.
Elles sont par exemple trés utilisées en Physique ou en Mathématiques Financiéres.

Considérons un espace d’états Q2 (muni de la tribu A et de la probabilité IP). Nous vou-
lons étudier la répartition des valeurs d’une variable aléatoire X de loi Px, réalisées
au cours d’une succession de n expériences aléatoires indépendantes. Par exemple,
nous interviewons n personnes choisies au hasard et nous leur demandons si elles
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aiment les brocolis. Ici, la réponse sera 0 ou 1 et la variable aléatoire associée X sera
une variable de loi de Bernoulli Px.

Nous allons modéliser les résultats possibles de X au cours des n expériences par une
suite X1,---, X, de variables aléatoires indépendantes et de méme loi Px. Nous nous
intéressons au comportement aléatoire de cette suite de résultats et en particulier par
leur moyenne empirique, quand le nombre n tend vers l'infini (n est le nombre d’ex-
périences analogues réalisées, par exemple la taille de I’échantillon dans un sondage).
La question est donc : comment définir

Xit+ X,

lim ,

n—+00 n

sachant que chaque X; est une fonction de w ?

Pour ce faire nous allons, de maniére générale, définir les notions de convergence de
variables aléatoires et voir que plusieurs définitions différentes sont possibles, non
équivalentes, ce qui enrichit mais complique aussi la description des comportements
asymptotiques.

5.1 Convergences de variables aléatoires

Dans ce paragraphe, nous allons étudier des modes de convergence impliquant la
proximité des variables aléatoires elles-mémes, contrairement au cas de la convergence
en loi qui sera étudiée ultérieurement.

Nous considérons une suite (X,)n>1 de variables-aléatoires, définies sur un espace de
probabilité (Q, 4, P), et & valeurs dans R% Nous considérons également sur le méme
espace une variable aléatoire “limite” X'. On notera |.| la valeur absolue dans R ou la
norme dans R<.

Définition 5.1.1 a) La suite (X,,) converge presque stirement vers X, ce qui s'écrit
X, — X p.s., s'il existe un ensemble N € A de probabilité nulle tel que

Xn(w) = X(w) quand n — oo pour tout w ¢ N.

b) La suite (X,,) converge en probabilité vers X, ce qui s'écrit X, L8 X, si pour
toute >0ona

P(|X,—-X|>¢) — 0  quand n — oo. (5.1.1)
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. C e L .
c) La suite (X,,) converge en moyenne vers X, ce qui s'écrit X,, = X, si X, et X
sont dans L! et si

E(|X,—X]) — 0 quand n — oo. (5.1.2)

Remarque : La convergence presque-siire est la plus proche de la convergence simple
des fonctions. Mais ici, nous permettons a certains w de ne pas vérifier X, (w) — X (w),
si toutefois la probabilité de réalisation de I’ensemble de ces w est nulle.

Ces convergences ne sont pas équivalentes, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 5.1.2 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires de Bernoulli telles que

Pour tout € €]0, 1[, la probabilité P(|X,,| > ) = 1 tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. Ainsi, la suite (X,,), tend vers X = 0 en probabilité. Comme E(X,,) = %, elle
tend aussi en moyenne ‘vers 0.

Mais considérons maintenant une suite (Y;,),, de variables aléatoires de Bernoulli telles

que
1 1

P(Y,=n*)=- ; PY,=0=1-—.

n n

Par le méme argument que ci-dessus, nous voyons que-la ‘suite (Y,,), converge en
probabilité vers 0, mais en revanche, E(Y,,) = n, et la suite ne converge pas en

moyenne vers 0 (ni vers aucune autre limite finie).

Exemple 5.1.3 Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. Posons Z, =
l{US%} AIOI'S

1 1

PZ,=1)== ; PZ,=0)=1-——.

n n
De plus, la suite (Z,), converge presque-sirement vers 0. En effet, si w est fixé, alors
dés que U(w) > 0 (ce qui est vrai avec probabilité 1), il existe ng tel que U(w) > <,
et donc tel que Z,(w) = 0, pour tout n > 0.

Nous allons maintenant étudier les liens entre ces différentes convergences.

Le résultat le plus simple est le suivant.
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Théoréme 5.1.4 Supposons que les X, et X soient intégrables. Alors la convergence
en moyenne de (X,)n vers X entraine la convergence en probabilité.

Preuve. Ce résultat est un corollaire de I'inégalité de Markov (4.7.1). En effet, elle
implique que pour tout € > 0,
. E(X, - X))

P(|X,—X|>¢) < .

La convergence vers 0 découle alors de la convergence en moyenne de (X,,),, vers X. O

Nous avons vu dans I'exemple 5.1:2 que la réciproque n’est pas toujours vraie.

L’un des résultats les plus importants de la théorie de 'intégration relie la convergence
en moyenne et la convergence presque-stire. C’est ce résultat qui, en grande partie, fait
la supériorité de I'intégrale de Lebesgue par rapport & celle de Riemann. Ce théoréme
s’appuie sur un certain nombre de propriétés de l'espérance que nous n’avons pas
vues, et nous I’énongons donc sans démonstration.

Théoréme 5.1.5 (de Lebesgue, ou 'de convergence dominée) Si les variables aléa-
toires X, convergent presque-sirement sur §) vers une limite X et si

Vn, |X,| < Z avec Z € L',

alors X, et X sont intégrables et on a
E(| X, — X|) 2n—ooo 0.

En particulier, BE(X,) —n—oco E(X).
Attention : la réciproque est fausse. Dans I’exemple 5.1.2, supposons que les variables
aléatoires (X,,), soient indépendantes. Puisque P(|X,| > €) = 1, la série de terme
général P(|X,,| > ¢) = L est divergente. Par ailleurs les événements A4, = {X,, > ¢}
sont alors indépendants. Par le théoréme 2.5.14 de Borel-Cantelli, nous en déduisons
que pour presque tout w, une infinité de X, (w) seront supérieurs a . Ainsi, la suite

ne peut pas converger vers 0. Ainsi, la suite (X,,), est bornée par 1, elle tend en
moyenne vers 0 mais pas presque-stirement.

En revanche, considérons maintenant la suite (V},), avec, pour a > 1

Puisque a > 1, la série de terme général P(V,, > ¢) converge, et donc toujours par le
théoréme de Borel-Cantelli, nous savons que pour presque tout w, un nombre fini au
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plus de V,,(w) seront supérieurs a e. La suite (V},),, converge donc presque-stirement
vers 0.

Nous pouvons donc voir & travers ces exemples que ces notions sont délicates.

Remarque : L’hypothése de domination est nécessaire. Considérons la suite (7),),
définie par

Par un argument similaire & 'argument précédent, nous pouvons montrer que la suite
(T)n converge presque-strement. vers 0. En revanche, E(T,,) = v/n, et la suite (T},)y,
ne peut pas converger en moyenne.

D’autres relations existent entre ces convergences, que nous allons explorer mainte-
nant.

Proposition 5.1.6 La convergence presque-sidre entraine la convergence en probabi-
lité.

Preuve. Soit A, . = {w, |X,(w) — X(w)| > €}. Supposons que X, —p—co X
presque-siirement, et soit N l’ensemble de probabilité nulle en dehors duquel on a
Xn(w) = X(w).Siw ¢ N, alorsw ¢ A, . pour tout n > ng, ot ng dépend de w et de ¢,
ce qui implique que les variables aléatoires Y, c = 1ncna, . tendent simplement vers
0 quand n — co. Comme nous avons aussi 0 <Y, . <1, le théoréme de convergence
dominée (Théoréme 5.1.5) entraine que E(Y;, ) —n—oo 0. Mais

P(An:) < P(N°NA,:)+P(N) = P(N“RA,:) = EYne) —2nooo 0,

et nous en déduisons (5.1.1). O

La convergence en probabilité n’entraine pas la convergence en moyenne, comme nous
I’avons vu dans 'exemple 5.1.2. Si les X, ne sont “pas trop grands”, il y a cependant
équivalence entre les deux modes de convergence. En voici un exemple.

Proposition 5.1.7 S’il existe une constante a telle que | X, | < a presque-strement,

1
il y a équivalence entre X, £> X et X, L x.

Preuve. Etant donné le théoréme 5.1.4, il suffit de montrer que la convergence en
probabilité implique la convergence en moyenne, lorsque | X, | < a.
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Comme |X,| < a, nous avons {|X| > a + e} C A, (avec la méme notation que
précédemment), et donc P(|X| > a + ¢) < P(A, ). En faisant tendre n vers +o0,
nous en déduisons que P(|X| > a + &) = 0. Ceci est vrai pour tout &, et donc

P(IX|>a) = 0. (5.1.3)

Comme | X,| < a, nous avons aussi

| Xn — X[ < e+ (| Xn| +|X)1a, S e+2aly,,

SE

sur I'ensemble {|X| < a}, qui est de probabilité 1. Donc il vient
E(|X, — X|) < e+ 2aP(A4,.).

11 s’en suit (par (5.1.1)) que limsup,, E(|X,, — X|) < &, et comme ¢ est arbitrairement
proche de 0, nous en déduisons (5.1.2). O

Les rapports entre convergence presque-siire et convergence en probabilité sont plus
subtils. La premiére de ces deux convergences est plus forte que la seconde d’aprés la
proposition 5.1.6, mais “4 peine plus”’, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 5.1.8 Si X, £> X, il existe une sous-suite (ny) telle que X,, — X
presque-stirement quand k — oo.

Preuve. Comme la suite X,, converge en probabilité vers X, elle satisfait le critére
de Cauchy : X,, — X,,, converge en probabilité vers 0 quand'm,n — oco. Déterminons
les termes de la sous-suite. Posons n; = 1, et soit

1
< 37 pour T,sZn}.

. 1
n; = inf {n > nj—1;P <|XT - X| > 2_3)
Il résulte alors de : >, P(| Xy, , — Xn,| > 55) < 3 37 < 00 que la suite (X, );>1
converge presque-sirement. En effet, c’est une conséquence du lemme de Borel-
Cantelli (Théoréme 2.5.14) appliqué aux ensembles A; = {|X - Xn,| > 5}
O

nj+1

Exemple 5.1.9 Soit ) = R muni de sa tribu borélienne et P la probabilité uniforme
sur [0,1]. Soit X,, = 14,, out A, est un intervalle de [0,1] de longueur 1/n. Ainsi,
E(X,) = 1/n, et la suite X,, tend vers X = 0 en moyenne, et donc en probabilité.
Supposons que les A,, soient placés bout-a-bout, en recommencant en 0 chaque fois
qu’on arrive au point 1. Il est clair que l'on parcourt indéfiniment U'intervalle [0, 1] (car
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la série de terme général 1/n diverge). Ainsi la suite numérique X,,(w) ne converge
pour aucun w, et on n’a pas X,, — X presque-siirement ; cependant comme la série
1/n? converge, il s’en suit que X, — X = 0 presque-stirement. Nous avons donc
n ) n
la convergence presque-stre de la sous-suite (X,,2),.

Proposition 5.1.10 Soit f une fonction continue de R% dans R.

a) Si X, — X presque-sarement, alors f(X,) — f(X) presque-sirement.

b) Si X L X, alors £(X0) L (X0,

Preuve. (a) est évident. Pour (b) remarquons d’abord que si K > 0 et € > 0,
{IF(Xn) = F(X)| 2 e} < {[X]> K}U{[X| < K, [f(Xn) = f(X)[ = e} (5.14)
La fonction f est uniformément continue sur {x : |z| < 2K}; donc il existe n > 0 tel
que |z —y| < n et |z| < 2K, |y| < 2K impliquent que |[f(z) — f(y)| < e. Ainsi, en
choisissant n suffisamment petit, |z| < K entraine |y| < 2K, et (5.1.4) implique :

{lf(Xn) = F(X)| 2 e} C {[X]> K} U{[Xn — X[ =0},

P(lf(Xn) = f(X)| > €) < P(IX]> K)+P(| X, — X[ >1n).
D’aprés ’hypothése il vient

limsup B(|f(X,) ~ f(X)] 2 2) < B(X| > K). (5.1.5)

Enfin limg .o P(JX| > K) = 0 (nous le montrons grace ‘au théoréme de convergence
dominée) et donc dans (5.1.5) la lim sup est nulle. Nous obtenons ainsi le résultat. O

5.2 La loi des grands nombres

Reprenons la modélisation présentée dans I'introduction de ce chapitre. Nous considé-
rons une suite (X,),>1 de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi. Soit M,,, la moyenne des n premiéres variables aléatoires, i.e.

1
My = ~(Xi+ ...+ Xn). (5.2.1)

Notre objectif est de montrer que M,, converge vers ’espérance des variables X,
lorsque cette derniére existe (comme les X,, ont méme loi, cette espérance est la
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méme pour tout n). Il s’agit 14, répétons-le, d’un des résultats essentiels de toute la
théorie des probabilités, connu sous le nom de loi des grands nombres.

Nous allons démontrer la loi des grands nombres pour des variables aléatoires de
carré intégrable. Les hypothéses les plus générales sont données dans 1’énoncé du
théoréme 5.2.2.

Théoréme 5.2.1 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes, de
méme loi et de carré intégrable (X, € L?), et m = E(X,,) leur moyenne commune.
Alors la suite (M,,), définie par
Xi+...+X
My=E T on (5.2.2)
n

converge vers m, presque-siirement et en moyenne, quand n tend vers linfini.
Elle converge donc aussi en probabilité. On a méme un peu plus que la convergence
en moyenne, 4 SaVOIT quUe

E((M,, —m)?) —n 0o O. (5.2.3)

Le résultat prouvant la convergence en moyenne est appelé loi faible des grands
nombres. Sa preuve est presque immédiate. Elle utilise I'inégalité de Bienaymé-
Chebyshev. Le résultat est peu informatif et permet d’obtenir certains controles d’er-
reurs. Le résultat prouvant la convergence presque-sure est appelé loi forte des
grands nombres. Sa preuve est plus délicate et utilise le lemme de Borel-Cantelli.
Le résultat est plus fort et donne une information sur la trajectoire n — X, (w), pour
presque tout w.

Remarquons également qu’il est nécessaire que les variables aléatoires X,, soient in-
dépendantes. En effet, prenons par exemple toutes les X,, égales a une méme variable
aléatoire X. Alors M,, = X, qui ne‘convergera vers m que si X est constante, égale
am.

Preuve. Notons o2 la variance commune & toutes les variables X,,, bien définie
puisque X,, est de carré intégrable. En vertu de la linéarité de ’espérance et de
(4.9.5) et (4.4.6), nous avons

E(M,) = m, E((M,-m)?*) = Var(M,) = — (5.2.4)

d’ou (5.2.3).

Comme E(|Y|)? < E(Y?), nous en déduisons que E(|M,, — m|) converge vers 0 quand
n tend vers l'infini.
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La preuve de la convergence presque-siire est beaucoup plus délicate.

Quitte a remplacer X,, par X,, — m (donc M, par M,, —m), nous pouvons supposer
que m = 0.

Montrons tout d’abord que la sous-suite (M,,2), converge presque-sirement vers 0.
D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Chebyshev (4.7.2), (5.2.4) implique que pour g € N*,

1 2.2
P<|Mn2|2_) < o .
q

n2

Donc si A, 4 = {|My,2| > %}, nous obtenons Y, 5, P(A, ) < oo. Posons ensuite
Br.g = Un>nAm g et Cqp = Mp>1By 4 = limsup,, A, 4. En appliquant le lemme de
Borel-Cantelli (Théoréme2.5.14) nous montrons alors que P(Cy) = 0.

Par suite si nous posons N = Ugen-Cy, nous obtenons P(N) < 37 %, P(Cy) = 0 en
vertu de (2.3.7). Maintenant, si w & N alors w € Ngen+(Cy)¢. Ainsi, w ¢ C, pour
tout ¢ > 1, donc aussi w ¢ By, 4 pour n assez grand (car By, est décroissant en n).
Cela veut dire que pour tout w ¢ N, pour tout g > 1 il existe n assez grand tel que
M2 (w) < % dés que k > n. En d’autres termes, M,,2(w) — 0 si w € N, donc (par
définition),

M, — 0 p.s. (5.2.5)
Montrons maintenant que la suite (M, ), tend presque-sirement vers 0.

Pour tout entier n, notons p(n) lentier tel que p(n)? < n < (p(n) + 1)2. Alors

p(n)? 1 ¢
M,, — My = —~ > Xy
p=p(n)?+1

et puisque les variables aléatoires de la_ somme sont indépendantes, il vient

E ((Mn - p(z)2Mp(n)2)2> S ek

)

2p(n)+1 , 2yn+1 ,
—~— 0

n?2 - n?2 ’

parce que p(n) < y/n. Une nouvelle application de I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev
donne alors

p(n)? 2yn+1 o?
P (‘Mn — " Mp(n)z >a| < T ?
Comme la série >, % converge, le méme raisonnement que ci-dessus pour (5.2.5)

montre que

M

2
pn
% p(n)2 — 0 p-S.

M, —
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Par ailleurs Mp,,)> — 0 p.s. d’aprés (5.2.5), et p(n)?/n — 1. Nous en déduisons que
M, — 0 p.s. O

Enongons la loi forte des grands nombres dans toute sa généralité. Pour sa preuve,
le lecteur pourra consulter le livre “Promenade aléatoire” de Benaim et El Karoui.

Théoréme 5.2.2 Considérons des variables aléatoires X, indépendantes, de méme
loi et intégrables, et notons m = E(X,,) leur moyeénne commune. Alors la moyenne
empirique

Xi+...+ X,

- (5.2.6)

converge presque-stirement et en moyenne vers m, quand n tend vers linfini.

Revenons & “I'approche par les fréquences” du Chapitre '2..Soit un événement A. Nous
répétons |'expérience, et nous notons X, la variable aléatoire qui vaut 1 si A est réalisé
au cours de la ni¢me expérience et 0 sinon. La fréquence de réalisation de A au cours des
n premiéres expériences est alors

fn(4) = %(X1+...+Xn) = M,.

Par ailleurs, les X; sont indépendantes et de méme loi et E(X;) = P(X; =1) = P(A).
Donc (5.2.2) implique que f,,(A) converge vers P(A) presque-sirement. Nous obtenons
ainsi une justification a posteriori de I'approche par les fréquences, qui, sans en démontrer
de maniére rigoureuse la validité (c'est évidemment impossible), montre au moins que
cette approche est compatible avec la théorie qui-a été fondée dessus.

En outre, la loi des grands nombres nous indique aussi dans quel sens il convient de
prendre la convergence dans (2.1.1), & savoir au sens presque-sar. Il faut remarquer
que dans les théorémes précédents, et donc aussi dans I’approche par les fréquences,
on ne peut pas avoir convergence de M, (w) vers m pour tout w. Nous allons voir
dans I'exemple suivant qu’il existe un ensemble négligeable sur lequel la convergence
n’est pas réalisée.

Exemple 5.2.3 Considérons un jeu de Pile ou Face infini, c¢’est-a-dire une suite X,
de variables aléatoires ne prenant que les valeurs 0 et 1. Nous définissons cette suite
sur I'espace Q = {0,1}V", i.e. un point w est une suite numérique 1,... ,z,,... de
0 et de 1. Chaque suite est en principe possible. Soit alors [P, une probabilité sous
laquelle les X, sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1.
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(Il est possible de construire une telle loi.) La loi des grands nombres nous dit que
pour toute suite (x,), en dehors d’un ensemble de probabilité nulle, la moyenne
%(acl +...+x,) tend vers le nombre p quand n tend vers 'infini. Il existe évidemment
beaucoup de suites ne vérifiant pas cette propriété, par exemple z,, = 0 pour tout
n. Si nous considérons maintenant la probabilité P, définie de la méme maniére pour
q # p, I'ensemble de probabilité 1 pour P, des suites (), qui tendent vers p, devient
sous P, un ensemble de probabilité nulle. Remarquons également que la probabilité
de chaque suite particuliére est nulle (elle vaut limg_, 4 oo pk (1- p)*2, Ky + ko = k),
ce qui veut dire que P n’est pas une somme de mesures'de Dirac.

Cet exemple montre que lorsque I'on étudie la' convergence des variables aléatoires, il est
indispensable d’'introduire la convergence presque-siire, puisqu’on n’'a généralement pas
la convergence simple (i.e. pour tout w).

5.3 Meéthode de Monte-Carlo

Montrons comment nous pouvons appliquerlaloi des grands nombres au calcul d’in-
tégrales.

Pour cela, énongons tout d’abord un corollaire immédiat de la loi des grands nombres.

Corollaire 5.3.1 Considérons une suite (X,), de variables aléatoires indépendantes
qui suivent des lois uniformes sur [0,1], et une fonction f mesurable bornée sur [0, 1],
par exemple une fonction continue sur [0, 1].

Alors

[ stoyis = L0 AT

n

pour la convergence presque-sire:

Preuve. Nous appliquons la loi des grands nombres aux variables aléatoires f(X;)
qui vérifient bien toutes les hypothéses voulues puisque f est bornée. Nous avons
alors
X e X
hmf( 1)+ + f(Xy)

n n

MﬂXDAf@MD

En choisissant des variables aléatoires de loi uniforme sur [a, b], nous pouvons obtenir
de méme une approximation d’une intégrale définie sur l'intervalle [a, b].
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Ce résultat se généralise a toutes les dimensions.

Nous voulons calculer l'intégrale I = f 4 f(x)dz, ou f est une fonction mesurable
bornée et A est le cube {z = (z1,... ,74) : |z;| < @ Vi} de RY. Pour calculer I, nous
pouvons simuler une suite X1,... , X, de variables aléatoires indépendantes et de loi
uniforme sur A. Cela revient & dire que si chaque X,, admet les composantes X, ;
(1 < j < d), les variables aléatoires (X,,; : n > 1,1 < j < d) sont indépendantes et
uniformes sur [—a, «]. Une suite de valeurs approchées de I est alors

(20)7

I, =

(f(XD) Fe+ F(Xn)) - (5.3.1)

En effet la loi uniforme sur Aadmet la densité g(z) = @1 A(x), donc Pespérance

des f(X;) est égale a ﬁ, et il s’ensuit que I,, converge vers I par la loi des grands
nombres.

L’inconvénient de cette méthode est que I,, est une approximation “aléatoire” de I,
donc on a un peu de peine a controler 'erreur4,; — 1. Toutefois, le deuxiéme théoréme
fondamental de ce cours, & savoir le théoréme de la limite centrale qui sera ’objet du
chapitre suivant, va donner un controle de cette erreur.

Un avantage de cette méthode est qu’elle reste valable si la fonction f est trés ir-
réguliére (alors que les méthodes déterministes de type “méthode du trapéze” ne se
justifient que si la fonction f est continue). En outre, elle est peu sensible & la dimen-
sion d, le temps de calcul étant proportionnel a d, alors que les méthodes déterministes
ne sont possibles, du point de vue du temps de calcul, que pour d petit, (disons d < 3),
puisque ce temps de calcul est environ proportionnel & une constante & la puissance
d. Dans notre cas, tirer une variable X de loi uniforme sur A revient a tirer ses d
composantes, chacune selon la loi uniforme sur [0;1]. Nous verrons également que la
vitesse de convergence de I,, vers I ne dépend pas non plus de la dimension.

Pour toutes ces raisons, les algorithmes obtenus par méthodes de Monte-Carlo sont
extrémement utilisés dans toutes les situations nécessitant des temps de calcul trés
courts ou en grande dimension.

5.4 Exercices sur le chapitre 5

EXERCICE 5.4.1 Soit (uy), une suite de nombres réels tels que pour tout n > 1,
on ait 0 < u, < 1. Soit (X,), une suite de variables aléatoires indépendantes telles
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que pour tout n > 1,

1) Calculer E(X,).

2) On suppose que Y~ U, < +00. En déduire que X, E 0. Montrer en fait que

8.
Xn D5 0 quand n tend vers I'infini.

:s.
3) Montrer que la suite Xy Xy B3 0 quand n tend vers l'infini. Ce résultat

est-il en contradiction avec'la loi des grands nombres ?

EXERCICE 5.4.2 Montrer que la loi forte des grands nombres reste vraie pour des
variables aléatoires indépendantes positives de méme loi, d’espérance commune égale

. o p-s.
a 400, c’est-a-dire que l'on a % — —+o0.

EXERCICE 5.4.3 Soit (X,,), une suite de'variables aléatoires indépendantes, de
meéme loi de Bernoulli

PX,=1)=z; P(X,=0)=1-—u,
ot z €]0,1].

1) Montrer que pour toute fonction continue de [0, 1] dans R,

p( (Bt X)) L

n

En déduire qu’il existe une suite de polynémes qui convergent simplement vers f. On
les appelle polynémes de Bernstein.

2) Montrer qu’en fait, la convergence est uniforme.
EXERCICE 5.4.4 Inégalité de Chernov

Soit (X,), une suite de v.a.r. indépendantes de loi N'(m, o).

1) On pose pour u € R : M(u) = E(e*X1=™)). Calculer M (u).

2) On pose S, = X7 + ...+ X,,. Montrer que Ya € R, Vu € R4,

P(S, —nm >a) < e "*(M(u))",
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et que Va e R, Vu € R_,

P(S, —nm <a) <e ™ (M(u))".

3) Soit Y,, = % Montrer que Ve > 0,

—ne?
P(Y, —m|>¢e) <2 ( )
(Yo —m| > ) < 2exp 5

Cette inégalité est appelée inégalité de Chernov.
4) On suppose que m = 1 et que o2 = 10.
Quelle taille d’échantillon doit-on choisir pour obtenir
IED(|Yn - m| < 5) > Q,

avec a = 0,95 et € = 0,05,
e En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Chebyshev ?

e En utilisant l'inégalité de Chernov ?

EXERCICE 5.4.5 (Placement risqué) Un particulier place une somme Sy sur
un placement risqué. L’évolution de son placement & des échéances fixes n = 1, 2,

est donnée par S, = (1 + R,)Sn—1, ou les intéréts aléatoires R, forment une
suite indépendante et de méme loi & valeurs dans | — 1, 00[ et d’espérance finie. Que
pouvez-vous dire de ’évolution du placement S,, pour de grands n ? Que se passe-t-il

EXERCICE 5.4.6 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi, intégrables. On pose E(X;) = a. Soit f une fonction continue bornée sur
R.

1) Montrer que f (XtE=tX2) ¢ (a) ps.

nw

2) Montrer que E (f (Statia)) — o f(a).

n

3) Soit g € C([0, 1]).

Calculer lim, I,,, ou I,, = f[o 1y 9 (%) dry...dz,.

4) En utilisant des variables aléatoires de loi exponentielle de paramétre %, mon-

trer que .
f(a) = lim =y (ﬂ)”Fw—l) (E)

n— 00 (nf 1)' a a
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ou F(t) = fOOO f(z)e *dz. On pourra montrer que la somme de n variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de paramétre « suit une loi Gamma de paramétres
" n—1

n,a), c’est-a-dire de densité x — 2=z e~ " pour z > 0.
(n—1)!

EXERCICE 5.4.7 Réduction de variance dans une méthode de Monte Carlo.
Soit g une fonction mesurable telle que 0 < g < 1. On souhaite calculer m = fol g(x)dx.

Soient X et Y des variables indépendantes et identiquement distribuées, de loi uni-
forme sur [0,1] et

X)+g9(1-X
U=1yeyx) V=gixylet w=g ol -X)
1) Calculer espérance et la variance de U, V et W.

2) Proposer 3 méthodes de type Monte-Carlo pour calculer m.
On suppose dans la suite que g est monotone.
3) Montrer que (g(z) — g(y))(g(1 — x) —g(1="y)) < 0 pour tout z,y.

En déduire que

E(g(X)g(1 — X)) = / g(2)g(1 - z)dx < m? < / o) de.

Comparer les variances de U, V', W.

4) Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
uniforme sur [0, 1]. Des estimateurs

2n n
1 1
A, = — g ; B, = — g X; 1-X;
n=5 i:1g(X1)a "= 9, Z.:1(9( 1)+9( i)

lequel est le meilleur pour calculer m ?

Remarque : cet exercice se continue au chapitre suivant par ’exercice 6.6.2.






Chapitre 6

Fonctions caractéristiques,
convergence en loi et théoréme
de la limite centrale

Rien ne m’est sir que la chose incertaine; Obscur, fors ce qui est tout évident ;
Doute ne fais, fors en chose certaine; Science tiens a soudain accident.

Frangois Villon - Ballade du concours de Blois

6.1 La fonction caractéristique

Dans ce paragraphe, nous introduisons un outil important en calcul des probabilités :
il s’agit de ce que l'on appelle la fonction caractéristique d’une variable aléatoire,
et qui dans d’autres branches des mathématiques s’appelle aussi la transformée de
Fourier.

6.1.1 Définition et premiéres propriétés

Nous noterons (z,y) le produit scalaire de deux vecteurs de R™. Si v € R"™, la
fonction (complexe) =z + e (%) est continue, de module 1. Donc si X est une
variable aléatoire a valeurs dans R™, nous pouvons considérer e*(®X) comme une

153
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variable aléatoire & valeurs complexes. Ses parties réelle Y = cos((u, X)) et imaginaire
Z = sin((u, X)) sont des variables aléatoires réelles. Ces variables aléatoires réelles
sont de plus bornées par 1, donc elles admettent une espérance. Il est alors naturel
d’écrire que espérance de e? (%X) est

E(e! X)) = E(Y) 4 i E(Z) = E(cos({u, X))) + i E(sin({u, X))).

Définition 6.1.1 Si X est une variable 3 valeurs dans R", sa fonction caractéris-
tique est la fonction ¢x de R™ dans C définie par

ox(u) = E (X)), (6.1.1)

Si X est a valeurs réelles; ¢ x est définie de R dans C et vaut

Vu eR, ¢x(u)=E (™). (6.1.2)

Remarquons que la fonction caractéristique ne dépend en'fait' que de la loi Px de
X : c’est la “transformée de Fourier” de la loi Px.

Nous verrons que cette fonction:porte bien son nom, au sens o elle caractérise la loi
Px. C’est une notion qui, de ce point de vue, généralise la fonction génératrice que
nous avons vue au Chapitre 2. Elle vérifie

¢x (u) = Gx (™),

pour une variables aléatoire & valeurs dans N.

Proposition 6.1.2 La fonction ¢x est de module inférieur ou égal a 1, continue,
avec

¢x(0) = 1; ox(~u) = ox(u).

Preuve. |z| désigne le module d’un nombre complexe z.

Comme E(Y)? < E(Y?) pour toute variable aléatoire réelle Y, nous avons :
|ox (w)]* = (E(cos (u, X)))* + (E(sin (u, X)))* < E(cos®(u, X) + sin®(u, X)),

et donc |ox (u)| < 1.

Pour montrer la continuité, considérons une suite u, —p—oo u. Il y a convergence
simple de e*(“»X) vers e'(®X) Comme ces variables aléatoires sont de module
borné par 1, nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée (Théoréme
5.1.5), et obtenir que ¢x (up) —p—oo Px (u). Ainsi, la fonction ¢x est continue. [
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Proposition 6.1.3 Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R™, si a € R™ et
si A est une matrice m X n, nous avons :

Garax(w) = € px(tAu), Yu € R™, (6.1.3)
ot YA désigne la transposée de la matrice A.

. . it
Preuve. Nous avons e’ (#:0+4X) = ¢i(wa) ¢i CAuX) B effet, (u, AX) = (VAu, X).
11 suffit alors de prendre les espérances pour obtenir:le résultat. ]

6.1.2 Exemples

1) X suit une loi binomiale B(n, p)

E(eiuX) — Z eiuk <Z)pk(1 _p)nfk —

n

<Z> (e™p)* (1 —p)"*

k=0 k=0
= (@1
Ainsi,
¢x (u) = (pe' +1—p)". (6.1.4)
2) X suit une loi de Poisson de paramétre 6
, e OF i iu
E(equ) _ Zezuk He—H — e@e 6—9 _ 69(6 —1)'
k>0
Ainsi,
dx (u) = "), (6.1.5)
3) X suit une loi uniforme sur [a, ]
1 b X 1 1 . eiub _ eiua
— e g — [ptuz]b )
ox(u) ba/a ¢ * b—aiu[e Ja u(b—a)

Ainsi, pour une loi uniforme sur [—a,a], a > 0,

sin ua

¢x(u) =

ua
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4) X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0

“+oo Y . +oo ( ,A) )\ ( 7A) n )\
QZSX(U))\/O (& (& dl')\/o & dl':m[e ]0 :m
Ainsi,
A
ox () = A —iu
5) X suit une loi normale N (0, 1)
Appelons ¢ la densité normale (ou gaussienne) définie par g(z) = \/%7 e="/2. Nous
constatons tout d’abord que pour tout réel s,
+oo 5
/ e g(z) de = e /2, (6.1.6)

puisque g(z)e®* = g(z — s) ¢**/2. Nous votlons montrer que (6.1.6) reste vraie pour
s complexe. En développant en série entiére de s les deux membres de cette égalité,
nous pouvons facilement justifier que

+oo s™ +o0 5 g2n
/ e*Fg(x)dx = Z ag(x)de 5 e /? = Z—

‘nl npl’
—00 n n J_s 27n!

Par identification des coefficients de s™, nous en déduisons les moments de g,

+oo +oo |
/ " lg(x)de = 0 / x*g(x)da = (2n)!

oo e 2nn)

Ce résultat peut aussi s’obtenir par intégration par parties et un calcul direct des
intégrales. Le rayon de convergence de la série entiére étant infini, nous déduisons de
ces résultats que si s est complexe, les développements de Taylor des deux membres
de (6.1.6) sont encore égaux, et donc que

ox(u) = e /2 (6.1.7)

Remarque 6.1.4 Au cours de la preuve précedente, nous avons obtenu les moments
d’une variable aléatoire X de loi normale centrée réduite,

E(X?") =
( ) 21!

; E(X*HH) =o0.

Par exemple, E(X?) =3.
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6) X suit une loi normale N (m,o?)

Dans ce cas, la variable aléatoire X s’écrit X = m + oY, ou Y suit la loi N (0,1).
D’aprés (6.1.3) et (6.1.7), sa fonction caractéristique vaut alors

bx(u) = etnm—uio?/2, (6.1.8)

6.1.3 Propriété fondamentale

L’intérét majeur de la fonction caractéristique réside dans le fait qu’elle caractérise la
loi de la variable aléatoire.

Théoréme 6.1.5 La fonction caractéristique ¢x caractérise la loi du vecteur aléa-
toire X . Ainsi, si deux vecteurs aléatoires X et Y ont méme fonction caractéristique,
ils ont méme loi.

Preuve. La preuve montre que la transformée;de Fourier d’une probabilité sur R”
caractérise cette probabilité. Introduisons, pour o > 0, les fonctions

1 1212 /202 A 202
fa(x):We R et fo(u) = eI P2,

Alors f,(z) est la densité d’un vecteur aléatoire composé de n coordonnées indépen-
dantes et de loi N'(0,0?%). Nous avons

n

n 2
. 1 —x% _ N
/ fo(z)e ™™ dg = / H ——exp (ﬁ + iujxj) dzi...dz, = He wjet/2 fo(u),
RrR" R" J=1 oV 2w

j=1
par le théoréme de Fubini.

s u—v

Remarquons ainsi que f,(u—v) = qu;; (u) = m Jan fo(2)e'em P dy.

Considérons deux vecteurs aléatoires X et Y de méme fonction caractéristique. Mon-
trons qu’ils ont méme loi : Px = Py . Nous avons (en utilisant le théoréme de Fubini)
que

folu—v)Px(du) = /R ) ﬁ ( s fo(2)el 5T ’z>dz) Px (du)

2702
1 T z( - ,x)
(2mo2)n/2 ¢X(02 et d,

Rﬂ.
= fo(2)
RTL

et la méme égalité reste vraie pour Py . Nous en déduisons que

/n g(2)Px (dz) = /n 9(2)Py (dz), (6.1.9)
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pour toute fonction g de ’espace vectoriel des fonctions engendrées par u +— f,(u—v).
Nous pouvons appliquer le théoréme de Stone-Weierstrass pour montrer que cet en-
semble est dense dans I’ensemble des fonctions continues sur R™ qui tendent vers 0 &
I'infini, muni de la convergence uniforme. L’égalité (6.1.9) reste vraie pour de telles
fonctions. Un argument de théorie de la mesure montre que cela suffit pour en déduire

que PX = Py. O
Corollaire 6.1.6 Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire & valeurs dans R™.
Les composantes X; sont indépendantes si et seulement si pour tous uy,... ,u, € R
n
j=1

ou ¢x désigne la fonction caractéristique du vecteur aléatoire X, et ¢x; celle de la
composante X, pour chaque j.

Preuve. Nous avons (u, X) = >, u;X;. Si les X; sont indépendantes et comme
e (%) = [T, e, nous obtenons immédiatement (6.1.10), en utilisant (4.9.2).

Supposons inversement qu’on ait-(6:1:10). Nous pouvons alors construire des variables
aléatoires X indépendantes, telles que X et X; aient mémes lois pour tout j et donc
telles que qij( = ¢x,. Si X' = (X{,..., X)), alors, en utilisant la condition nécessaire
et (6.1.10), nous en déduisons que ¢x = ¢x. Ainsi, X et X’ ont méme loi, ce qui
entraine que pour tous boréliens A;,

P({X; € 4;}) = P([{Xje 4A}) = [[P(X) e 4)) = J[P(X; € 4)),

d’ott 'indépendance cherchée. ]

La transformée de Laplace : Lorsque X est une variable aléatoire a valeurs dans
R, nous pouvons définir sa transformée de Laplace par

vx(A) = E(e™),  AeRy. (6.1.11)

C’est une fonction définie sur R, indéfiniment dérivable sur |0, 00|, et qui satisfait
formellement 9 x(\) = ¢x (¢)). Ainsi, il n’est pas étonnant que la transformée de La-
place ait des propriétés analogues a celles de la fonction caractéristique. En particulier,
elle caractérise la loi Px.

Si de plus X est une variable aléatoire a valeurs dans N, de fonction génératrice Gx,
alors ¥x (\) = Gx (e ).
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Exemple 6.1.7 Transformée de Laplace d’une loi gamma. Soit X une variable
aléatoire de loi I'(«y, 0). Alors,

Yx () = LGO‘ /+O° N L L@a /+<>° Oy ey s
e 0 T/, “Oroe

(6.1.12)

En particulier la transformée de Laplace'd’une variable aléatoire de loi exponentielle

. . 0
de parameétre 6, prise en A, vaut.5T7.

6.1.4 Somme de vecteurs aléatoires indépendants

Proposition 6.1.8 Si X et Y sont deuzx vecteurs aléatoires indépendants a valeurs
dans R™, la fonction caractéristique de la somme X +Y est donnée par

Px+y = ox dy. (6.1.13)

Preuve. Comme e (X+Y) = ¢t (. X) o0 (wY) ] suffit d’appliquer (4.9.2). O

Exemple 6.1.9 Soit X, Y indépendantes, et Z =X +Y :

1) X suit loi normale N(m,0?) et Y suit une loi N'(m/, (c”)?) : alors Z suit une loi
N(m+m' 0% +(0)%);

Cela découle de (6.1.8) et (6.1.13).

2) X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres 6 et 6 : alors Z suit une loi de
Poisson de paramétre 6 + 6’ ;

Cela découle de (6.1.5) et (6.1.13).

3) X suit une loi binomiale B(n,p) et Y suit une loi B(m,p) : alors Z suit une loi
B(n+m,p);

Cela découle de (6.1.4) et (6.1.13).
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6.1.5 Fonction caractéristique et moments

Proposition 6.1.10 Soit X un vecteur aléatoire de R™. Si la variable aléatoire | X|™
(ot | X| désigne la norme euclidienne du vecteur X ) est dans L' pour un entier m,
la fonction ¢x est m fois continiment différentiable sur R™, et pour tout choix des
mndices i1, ... ,%m,

6777,
8ui18ui2 PN 8uim

ox(u) = ™ E (Y X, X, X, (6.1.14)

(les X; sont les composantes de X ).

En prenant u = 0'ci-dessus, cette formule permet de calculer E (X;, X;, ... X; ) en
fonction des dérivées a 'origine de ¢x. Par exemple, si X est & valeurs réelles et est
intégrable (respectivement de carré intégrable), nous avons

E(X) = —i ¢/x(0), (resp. E(X2)=-¢%(0) ). (6.1.15)

Preuve. Prouvons le résultat quand m = 1, le cas général se montrant de la méme

manicre, par récurrence sur-m. Soit v; = (0,...,0,1,0,...,0) le jiéme vecteur de
base de R™. Nous avons
tv.) — . 1tX; 1
dx(u U;) ox(w) _ E(e“wf> S ; ) (6.1.16)

Soit ¢, une suite de réels tendant vers 0. Les variables aléatoires (e't»i
1)/t, convergent simplement vers iX,, en restant bornées en module par la
variable aléatoire 2|X |, qui par hypothése est/intégrable. Donc par le théoréme 5.1.5
(de Lebesgue), nous en déduisons que (6:1.16) converge vers i E(e? ¢“*X) X;) quand ¢
tend vers 0. Nous en déduisons (que-la premiére dérivée partielle de ¢px par rapport a
u; existe et est donnée parla formule (6.1.14). Enfin, nous pouvons montrer comme

dans la proposition précédente que cette dérivée est continue. ]

6.2 Vecteurs gaussiens

Définition 6.2.1 Un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,) a valeurs dans R™ est appelé
un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire Y~ a;X; = (a, X), pour a =
(a1,...,a,) € R™, suit une loi normale (avec la convention que la masse de Dirac au
point m est la “loi normale” N'(m,0)).



6.2 — Vecteurs gaussiens 161

Cela entraine bien entendu que chaque composante X; suit elle-méme une loi normale.

Exemple 6.2.2 Si les X; sont des variables aléatoires normales indépendantes, le
vecteur X est gaussien (cela découle de Pexemple 6.1.9 (1)).

Contre-exemple : Si les composantes X; sont de loi normale mais pas indépendantes,
il se peut que X ne soit pas un vecteur gaussien. Prenons par exemple X; de loi

N(0,1), et

Xy =
—X1 sinon.

{ X1 si |X1|§1

Alors X5 suit également la loi N(0,1), mais X = (X1, X2) n’est pas un vecteur
gaussien, puisque 0 < P(X; + X5 = 0) < 1 (donc X; + X2 ne suit pas une loi
normale).

Théoréme 6.2.3 X est un vecteur gaussien si et seulement si sa fonction caracté-
ristique s’écrit

dx (u)ps) et (wm) =3 (wOu) (6.2.1)

ot m € R™ et C est une-matrice n X n symétrique positive ; dans ce cas, m = E(X)
(i.e. mj = E(X;) pour chaque j), et C est la matrice de covariance de X.

Preuve. a) Condition suffisante : supposons (6.2.1). Pour toute combinaison linéaire
Y =3 a;X; = (a, X), et pour v € R, nous avons

) 2
¢Y(v) = ¢X(va) — 61U<m,a)—7(a,ca),

donc Y suit la loi N ({a,m), (a, Ca)):

b) Condition nécessaire : Soit C la matrice de covariance de X et m son vecteur
moyenne. Notons que ces quantités existent, car chaque composante X; étant de loi
normale, elle est de carré intégrable. Si Y = (a,X) = E?:l a;X; avec a € R", un
calcul simple montre que

EY) = (a,m), Var(Y) = {(a,Ca).
Par hypothése, Y suit une loi normale, donc vu ce qui précéde, sa fonction caracté-

ristique est
2
v

¢Y(U) — eiv(a,m)—7<a,0a>.

Mais ¢y (1) = ¢(a,x)(1) = E(e" (*X)) = ¢ x(a), dout (6.2.1). O
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Corollaire 6.2.4 Si X est un vecteur gaussien, ses composantes sont indépendantes
si et seulement si la matrice de covariance est diagonale.

Attention : ce résultat peut étre faux si X n’est pas gaussien (prendre le contre-
exemple précédent).

Preuve. 11 suffit de combiner (6.2.1) et le corollaire 6.1:6. O

Proposition 6.2.5 Soit X un vecteur gaussien a valeurs dans R™, de moyenne m.
1l existe des wvariables aléatoires réelles indépendantes Yi,...,Y, de lois normales
N (0, X)) avec A\j >0 (si X; =0 on convient que Y; = 0) et une matrice orthogonale
A telles que X =m+ AY, ou Y = (V1,...Y,).

Preuve. Comme C est une matrice symétrique positive: (cf. Proposition 4.8.8), il
existe une matrice orthogonale A et une matrice diagonale A dont les éléments diago-
naux vérifient \; > 0, et telle que la matrice de covariance de X s’écrive C' = AA'A.
Soit Y = YA(X —m). Alors Y est un vecteur gaussien de covariance C' = 'ACA = A
et de moyenne nulle. Les composantes Y; de Y répondent & la question. 0

Proposition 6.2.6 Le vecteur gaussien X admet une densité sur R™ si et seulement
st sa matrice de covariance C' est non-dégénérée (ou inversible, ou de valeurs propres
toutes strictement positives). Dans ce cas cette densité est donnée par

1 . s
v eemoni@ 6.2.2

Preuve. Reprenons la preuve-de la proposition précédente : les A; qui y paraissent
sont les valeurs propres de C.

Si A; > 0 pour tout j, le vecteur aléatoire Y admet la densité suivante sur R™ :

- 1 2
) =[] o e,
j=1 271')\]‘
Comme X = m + AY, nous en déduisons que X admet la densité donnée par (6.2.2).

Si au contraire C' n’est pas inversible, il existe a € R™ tel que a # 0 et Ca = 0. La
variable aléatoire Z = (X, a) a pour variance {(a,Ca) = 0 et pour moyenne z =
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(m,a), donc P(Z = z) = 1. Ainsi, avec une probabilité 1, le vecteur X est dans un
hyperplan H orthogonal a a, i.e. P(X € H) = 1. Or, si X admettait la densité f,
nous aurions P(X € H) = [, f(x)dz, donc P(X € H) = 0 puisque le “volume” de
I’hyperplan H est nul. O

Définition 6.2.7 On appelle variable aléatoire de x? (chi-deux) a d degrés de liberté
toute variable aléatoire positive qui a méme loi que la somme de d carrés de variables
aléatoires de loi normale N (0, 1) indépendantes.

L’intérét de cette loi provient essentiellement de son utilisation massive en statistiques,
puisqu’elle permet de construire un test (appelé test du chi-deux), fondamental pour
“savoir” (statistiquement parlant) si une variable aléatoire suit une certaine loi donnée
a priori ou si deux variables aléatoires sont indépendantes.

Gréace aux propositions 4.10.3 et 4.10.4, nous obtenons immédiatement que la loi du
X% & d degrés de liberté est la loi I'(d/2,1/2) de densité définie sur Ry par
Caexp(—y/2) y?/*71, (6.2.3)

pour une constante appropriée Cy.

En utilisant la définition, nous obtenons immédiatement que si Y suit une loi de x?
a d degrés de liberté, alors

E(Y)=d , Var(Y)=2d. (6.2.4)

Nous pouvons alors montrer le résultat suivant.

Proposition 6.2.8 Soient n variables aléatoires (X1,...,X,) indépendantes, de
méme loi normale N'(m,c?). Considérons

_ X 4 X 1 _
X:Q; VZE((Xl—X)2+---+(Xn—

X)%).
. ")
Alors

1) X suit une loi normale d’espérance m et de variance o?/n,

2) & ((X1—X)?+...4 (Xn — X)?) est une variable aléatoire de x* a n — 1
degrés de liberté,

3) les variables aléatoires X et V sont indépendantes.

Preuve. Comme les variables aléatoires X; sont indépendantes et de loi normale, le
vecteur X = (Xi,...,X,) est un vecteur gaussien, et il est donc immédiat que X



164 Chapitre 6 — Fonctions caractéristiques et convergence en loi

suive une loi normale d’espérance la moyenne des espérances des X; et de variance la

somme des variances divisée par n?.

Nous allons simplifier le probléme en nous ramenant & des variables aléatoires centrées
_ X

réduites. Posons pour chaque 1 <i < n, § = === Il est alors facile de montrer que

v-= 262—772
n P 7 1 ’

Ofl ,}71 — £1+n+£n .

Considérons une matrice U, ‘de taille n x n, orthogonale, et dont la premiére ligne
est formée de coordomnées toutes égales a 1/4/n (les autres termes étant choisis
arbitrairement). Désignons par 7; (1 < j < n) les coordonnées du vecteur aléatoire
obtenu en appliquant U au vecteur aléatoire (colonne) &, soit

m &1
o =U01...
Mn Sa
Alors nous avons bien que 7 = % Puisque U est orthogonale et que ¢ est un

vecteur gaussien formé'de variables aléatoires indépendantes, il en est de méme pour
7, et de plus nous avons que Y1 nZ =S 7, &2, Ceci entraine que

o’ & 2 2 o’ < 2
V=— > oni—n Zgzm-
i=1 i=2

Ainsi, 5V est bien une variable aléatoire de chi-deux a' n — 1 degrés de liberté,
indépendante de 7, et donc de X. O

6.3 Convergence en loi

Nous allons introduire maintenant une nouvelle notion de convergence de suites de
variables aléatoires. (Nous renvoyons au Chapitre 5 pour les définitions des différentes
notions de convergence déja introduites.)

La convergence en loi définie dans ce paragraphe va concerner les lois des variables
aléatoires. Elle signifiera que les lois sont asymptotiquement “proches”, sans que les
variables aléatoires elles-mémes le soient nécessairement. Nous verrons également que
toutes les convergences introduites au Chapitre 5 entrainent la convergence en loi.
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Considérons des variables aléatoires X, et X, toutes & valeurs dans le méme espace
R?, mais pouvant éventuellement étre définies sur des espaces d’états différents.

Définition 6.3.1 Nous dirons que la suite (X,) converge en loi vers X, et nous

. L . . . ;
écrirons X, = X, si pour toute fonction f continue bornée sur R¢,

E(f(Xn)) — E(f(X)),

quand n tend vers 'infini.

Exemple 6.3.2 Un cas_trés simple est celui o toutes les variables aléatoires X,
ont un nombre fini de ‘valeurs {x;,1 < i < N}. Alors, la suite (X,,),, converge en loi
vers X si et seulement si

ImP(X, =2;,)=P(X=2;) V1<i<N.

I1 suffit d’écrire

Au paragraphe 3.5.4, nous avons montré la convergence en loi d’une suite de variables
aléatoires binomiales vers une variable aléatoire de Poisson, pour un bon choix des
parameétres.

Exemple 6.3.3 Soient (X,), et X des variables aléatoires de lois respectives
N(0,02) et N(0,0?), pas forcément défiiies sur le méme espace de probabilité. Nous
supposons que la suite de réels positifs (0,,), converge vers o > 0, quand n tend vers
Pinfini. Alors la suite (X,,), converge en loi vers X. En effet, soit f une fonction
continue bornée sur R. Nous avons

i) = [0 ma ey
e [ F )y =B (X)),

Cette convergence est justifiée par le théoréme de convergence dominée.

La convergence en loi est plus faible que la convergence en probabilité.
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Proposition 6.3.4 Si X, En_,oo X, alors X, gn_,oo X.

Ainsi, les convergences en moyenne et presque-siire entrainent également la conver-
gence en loi, par la proposition 5.1.6.

Preuve. Supposons que la suite (X,,) converge en probabilité vers X. Soit f une fonc-
tion continue bornée sur R%. D’aprés la proposition 5.1:10, la suite (f (X)), converge
en probabilité vers f(X), et comme f est bornée, la proposition 5.1.7 entraine que
f(X,) converge aussi en moyenne versf(X). En particulier, E(f(X,,)) converge vers
E(F(X)). O

Proposition 6.3.5 Soient X,, et X des variables aléatoires réelles de fonctions de

répartition respectives Iy, et F' . Pour que X, Q X il faut et il suffit que F,,(x) — F(x)
pour tout x en lequel F' est continue.

Notons que puisque la fonction F est continue & droite et croissante, ’ensemble des
points ot F' est continue est I'ensemble D = {z : F(x—) = F(x)}, et son complémen-
taire est au plus dénombrable. Ainsi, D est dense dans R.

Preuve. a) Supposons d’abord que X, £ X. Soit a avec F(a—) = F(a). Pour tout
p € N* et tout b € R, il existe une fonction f,; continue bornée sur R telle que

Heoop] < fob < Yoo pti/p)- (6.3.1)

Alors E(fp »(Xn)) converge vers E(fp 5(X)) quandin'tend vers I'infini. De (6.3.1), nous
déduisons d’abord que F,(a) = P(X,, <.a) <E(fp.a(Xn)) et E(fp.o(X)) < F(a+ %) ;
donc limsup,, F,,(a) < F(a + %) pour-tout p, donc aussi limsup,, F,,(a) < F(a). Nous
avons également que Fy,(a) > E (fya—1/p(Xn)) et E (fpa1/p(X)) = F(a — 1—17) ; donc
liminf, F,(a) > F(a — %) pour tout p, donc aussi liminf,, F},(a) > F(a) puisque
F(a—) = F(a). Ces deux résultats impliquent que Fy,(a) — F(a).

b) Inversement, supposons que Fy,(x) — F(x) pour tout z € T, ot T est une partie
dense de R. Soit f une fonction continue bornée sur R et ¢ > 0. Soit a,b € T avec
F(a) <eet F(b) > 1—e. 1l existe ng tel que

n>ny = P(Xndlab) = 1— Fo(b)+ Fa(a) < 3e. (6.3.2)

La fonction f est uniformément continue sur [a,b], donc il existe un nombre fini de
points ag = a < a; < ... < ap = b appartenant tous & T et tels que |f(z) — f(a;)| < e
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siai—1 <z <a;. Donc

g(ac) = Z f(a/i)l]ai—hai](x)

=1

vérifie |f — g| < e sur a, b]. Si M = sup,, |f(z)|, il vient alors
E(f(Xn) —E(9(Xn) | < M P(X, ¢la,b]) +e, (6.3.3)

et de méme pour X. Enfin E (¢(X,,)) = S8, flai)(Eu(ai_1) — Fu(ai)), et de méme
pour X, par définition de g. Comme F},(a;) converge vers F'(a;) pour tout ¢, nous en
déduisons l'existence de nq tel que

nzn = [E(g(Xn))] -E(9(X))] < e (6.3.4)

D’aprés (6.3.2), (6.3.3) et (6.3.4), nous avons
n >sup(ng,n1) = |E(f(X,))—E(f(X))) <3¢+ 5Me.

¢ étant arbitraire, nous en déduisons que E\(f(X,,)) converge vers E (f(X)), d’ou le
résultat. O

Corollaire 6.3.6 : Si la suite (X,), de variables aléatoires réelles converge en loi
vers X, et si la loi de X a une densité, alors pour tous a < b,

P(X, €]a,b]) —=n—oo P(X €]a,]).

Preuve. : La fonction de répartition de X est alors continue en tout point. (Mais pas
nécessairement celles des variables aléatoires X ;") O

Proposition 6.3.7 Soient X,, et X des vecteurs aléatoires. Pour que X, Q X il
faut et il suffit que B(f(X,,)) — E(f(X)), pour toute fonction f lipschitzienne bornée.

Preuve. Il suffit de montrer que dans la preuve de la proposition 6.3.5, nous pouvons
remplacer les fonctions continues bornées f;,, approchant 1j_ 3 par des fonctions
lipschitziennes bornées, ce qui est immédiat. O

Théoréme 6.3.8 (Lemme de Slutsky). Soit (Xpn)n et (Yn)n deux suites de vecteurs
aléatoires. Supposons que (X,) converge en loi vers X et que X, — Y, converge vers
0 en probabilité. Alors (Y,) converge en loi vers X .
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Preuve. Grace a la proposition 6.3.7, il suffit de montrer que lim, E(f(Y,)) =
E(f(X)), pour toute fonction bornée lipschitzienne f. Nous avons alors |f(z)| < k et
|f(z) — f(y)| < C|lz—yl|, pour des constantes k et C. Soit £ > 0 donné. Nous écrivons

[E(f(Yn)) = E(f(Xn))] E([f(Ya)) = E(f(Xn))])

<
< Ce+2kP(|X, —Ya| > e).

Le deuxiéme terme du membre de droite tend vers 0 quand n tend vers 'infini, car
X, — Y, converge en probabilité vers 0. Comme ¢ est' arbitrairement petit, nous en
déduisons que lim, o |E(f(Yy)) — E(f (X)) =0, d’ou le résultat. O

Une généralisation de ce lemme est développée dans l'exercice 6.6.6.

Le théoréme suivant caractérise la convergence en loi a I'aide des fonctions caracté-
ristiques. C’est un critére extrémement utile dans la pratique.

Théoréme 6.3.9 (Théoréme de Lévy) Soit X,, des variables aléatoires o valeurs
dans RY.

a) Si la suite (X)), converge en loi vers. X, alors ¢x, converge simplement vers

bx.
b) Si les ¢x, convergent simplement vers une fonction (compleve) ¢ sur R,
et si cette fonction est continue en 0, alors c’est la fonction caractéristique d’une

variable aléatoire X et X, £> X.

Preuve. (Nous ne démontrons pas (b), qui est assez difficile).

Pour obtenir (a), il suffit de remarquer que ¢x, (v) = E(gu(X,)) et ¢x(u) =

E(gy (X)), oit g, est la fonction continue bornée g, (z) = e'{“* et d’appliquer la
définition 6.3.1 (en séparant partiesiréelle et imaginaire). O

Exemples : Ce théoréme, plus les formules du premier paragraphe donnant les fonc-

tions caractéristiques des lois usuelles, impliquent immédiatement que X, £> X dans
les cas suivants :

—_

n suit B(m, p,), X suit B(m,p), et p, — p.

suit N'(mp,02), X suit N (m,0?), et m,, — m, 02 — o>

\v)

3

et X suivent des lois de Poisson de paramétres 6, et 0, et 6,, — 0.

\B\C:o/\_/\_/
I

»n €t X suivent des lois exponentielles de paramétres A\, et A, et \,, — A.
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En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons résumer dans la figure 6.1 les relations
entre les différents modes de convergence.

Relations entre modes de convergence

si dominée
Convergencel ... --..| Convergence
presque-sire| en Moyenne

/

Convergence
en Probabilité

il

Convergence
en Loi

F1G. 6.1 :

6.4 Le théoréme de la limite centrale

Ce théoréme est aussi connu sous le nom de théoréme central limite. Plus simplement,
il apparait souvent sous I'abréviation TCL.

La situation est la méme que dans le chapitre précédent concernant la loi des grands
nombres (Théoréme 5.2.1). Nous, considérons une suite de variables aléatoires X,
indépendantes, de méme loi; et de carré intégrable. Notons m et o2 la moyenne
et la variance communes aux variables X,,, et

Sp = X14...+ X, (6.4.1)

(ainsi M,, = i—") Nous avons vu que % converge vers m, presque-siirement et en
moyenne, et il est naturel de chercher la vitesse a laquelle cette convergence a lieu.

Pour évaluer cette vitesse, c’est-a-dire trouver un équivalent de % — m, nous sommes
amenés a étudier la limite éventuelle de la suite no‘(% — m) pour différentes valeurs
de « : si a est “petit” cette suite va encore tendre vers 0, et elle va “exploser” si « est
“grand”. On peut espérer que pour une (et alors nécessairement une seule) valeur de
«, cette suite converge vers une limite qui n’est ni infinie ni nulle.
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11 se trouve que la réponse a cette question a un aspect “négatif” : la suite no‘(i—" —m)
ne converge au sens presque-siir, ou méme en probabilité, pour aucune valeur de a.
(Voir Pexercice 6.6.8). Elle a aussi un aspect “positif” : cette suite converge, au sens
de la convergence en loi, pour la méme valeur o = 1/2 quelle que soit la loi des X,

et toujours vers une loi normale.

Ce résultat, qui peut sembler miraculeux, a été énoncé par Laplace (1749-1827) et dé-
montré beaucoup plus tard par Lyapounov (1901). Il montre le caractére universel de
la loi normale (d’ott son nom!). Il fait 'objet du théoréme suivant, appelé théoréme
central limite, ou de la limite centrale :

Théoréme 6.4.1 Siles X, sont'des variables aléatoires réelles indépendantes et de
méme loi, de carré intégrable, de moyenne m et de variance o2 avec o2 > 0, alors

les variables
S, —nm

av/n

convergent en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1).

En d’autres termes, \/H(ST" — m) converge'en loi vers une variable normale de loi

N(0,0?%).

Preuve. Nous donnons ici une preuve fondée sur le théoréme de Lévy. Une autre
preuve sera donnée dans ’exercice 6.6.7.

Soit ¢ la fonction caractéristique de X,, —m, et Y;, = (S, — nm)/oy/n.

Comme les X, sont indépendantes et d’aprés (6.1.3), lafoncetion caractéristique de
Y, est

Pn(u) = ¢(UL\/ﬁ)n (6.4.2)

Comme E(X,, —m) =0 et E (X, —m)?) = 02, (6.1.14) entraine

u?o?

> + u?o(|ul) quand u — 0.

o) = 1-

Comme ¢(0) = 1 et que ¢ est continue en 0, il est facile de voir que pour w fixé et n

assez grand,
o(oym) 1
ovn

11 est possible de généraliser la notion de logarithme aux complexes z tels que |z —
1| < 1/2. (Voir un cours d’analyse complexe.) La fonction In z définie sur le disque

<1/2.
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{z € C: ]z —1| <1/2} admet le méme développement limité au voisinage de z = 1
que le logarithme réel. Ainsi,

2
¢n(u) = expnln (1 — ;_n + %En(u)) ,

ol £, (u) tend vers 0 quand n tend vers I'infini, et nous en déduisons immédiatement
que ¢, (u) converge vers exp —u?/2. Le résultat découle alors du théoréme 6.3.9. O

Remarque : Si les X; de ’énoncé duthéoréme 6.4.1 suivent des lois N(0,1), alors
(Sp — nm)/o+/n suit une loi N(0,1) pour tout n. Le théoréme de la limite centrale
implique que la loi normale centrée réduite est la seule probabilité @ sur R telle que
si les X; sont de 101 @, il en est de méme de (S, — nm)/o+/n.

Exemple 6.4.2 Convergence des lois binomiales. Supposons que S,, suive une
loi binomiale B(n,p). Cela revient a dire que S,, a la méme loi qu’'une somme X; +
...+ X, de n variables aléatoires X; indépendantes de loi B(1,p), i.e. P(X; =1)=p
et P(X; = 0) = 1 — p. Nous savons alors que m = p'et 2 = p(1 — p).

Nous voulons calculer P(S,, < z) pour z fixé et n grand.
Si p est trés petit, de sorte que § = np ne soit pas trop grand (en pratique, 6 < 5
convient), nous pouvons utiliser ’approximation par une loi de Poisson, obtenue au

Chapitre 3. Si p est trés proche de 1, de sorte que § = n(1 — p) soit comme ci-dessus,
alors n — S, suit & son tour une loi proche de la loi de Poisson de paramétre 6.

Dans les autres cas, nous utilisons les théorémes précédents :

S B (6.4.3)
n
SO L p,0), (6.4.4)
np(l—p)

Si nous désignons par II la fonction de répartition de la loi A/(0,1), il vient
P(S, <z) ~ II <w> . (6.4.5)
np(1 —p)

Rappelons que la fonction de répartition II ci-dessus est "tabulée", et une table de
cette fonction est fournie au chapitre 4.6.
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Exemple 6.4.3 Langons 1000 fois une piéce (que 'on suppose non truquée). Cher-
chons la probabilité d’obtenir plus de 545 fois le co6té Face.

Bien siir, le calcul exact utilisant les lois binomiales serait rébarbatif et extrémement
lourd. Nous utilisons le théoréme de la limite centrale et écrivons

Sp—n/2 45 /+°° 1 —a?
P(S,, > 545) =P > ~ e 2 dx.
( ) ( v/1000/2 \/1000/2> %

1000

3

En utilisant la table numérique, nous obtenons

P(S, > 545)< 1 = I1(2,84) ~ 0,0023.

Le théoréme 6.4.1 admet une version multidimensionnelle, de preuve similaire. Consi-
dérons des vecteurs aléatoires X,, & valeurs dans R, indépendants et de méme loi,
dont les composantes sont de carré intégrable. Nous avons ainsi un vecteur moyenne
m = E(X,), et une matrice de covariance C' = (¢;;) avec ¢;; = la covariance des
composantes i et j de X,,. Nous pouvons alors énoncer le TCL multi-dimensionnel.

Sp—nm

Théoréme 6.4.4 Les vecteurs aléatoires convergent en loi vers un vecteur

aléatoire gaussien centré (i.e. de moyenne nulle), de matrice de covariance C.

1
ﬁa
dimension d. Cette remarque est fondamentale pour les applications numériques et

justifie 'importance des méthodes de Monte-Carlo dans le cas des grandes dimensions.

Remarque 6.4.5 La vitesse de convergence est toujours en indépendante de la

6.5 Intervalles de confiance

Dans les deux exemples suivants, nous allons voir comment la loi des grands nombres
et le théoréme de la limite centrale permettent d’estimer un paramétre inconnu
et de donner, & un pourcentage d’erreurs prés fixé a priori, dans quelle fourchette
d’estimation se trouve ce paramétre.

6.5.1 Sondages

A la veille d’une élection portant sur le choix entre deux candidats, on effectue un
sondage afin de déterminer la proportion p de votes pour un des candidats, appelé AA.
On pourrait considérer plus généralement tout probléme de sondage avec réponses
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binaires. Le sondage porte sur n = 2500 individus choisis au hasard dans le corps
électoral (excluant les abstentionnistes). On note X; = 1 si le i*™° individu interrogé
vote pour AA, X; = 0 sinon. En pratique, on évite d’interroger deux fois un méme
individu (tirage sans remise), de sorte que a priori, les X; sont dépendants. Mais nous
avons vu au chapitre 2.2.3 que lorsque la taille de la population totale est grande, il y
a peu de différence entre les tirages avec remise et sans remise. Nous nous placerons
donc dans cette hypothése, et supposerons ainsi les X; indépendantes. Il faut bien
comprendre qu’ici, 'espace d’états €2 est I’ensemble de tous les échantillons de n
individus, et que choisir un échantillon est un choix particulier w de €.

Les variables aléatoires X;, ¢ < n, définies sur €2, sont supposées indépendantes et de
méme loi de Bernoulli P(X; = 1) =p = 1 — P(X; = 0). Nous nous trouvons avec
le probléme statistique suivant : comment estimer le paramétre p inconnu au
vu des observations Xi,...,X, ? Intuitivement, aucune information sur p n’est
contenue dans l'ordre des réponses, et il suffit de résumer le sondage X1,..., X, par
le nombre d’intentions de vote S, = X7 + ... + X,. Ce raisonnement heuristique
peut d’ailleurs se quantifier ainsi. La loi conditionnelle des observations (Xi,...,X,)
sachant S,, = k ne dépend pas du parameétre inconnu p. C’est:la probabilité uniforme
sur les (Z) suites (x1,...,x,) comportant k “uns”? et-n —*k “zéros”). Par conséquent,
la valeur de S,, contient toute l'information contenue dans le sondage sur p. Nous
cherchons alors & estimer p en utilisant 'une fonction X, de S, appelée estimateur
de p, et le choix naturel est la proportion X,, de vote pour AA dans 'échantillon,

X, =5
n

Cet estimateur est “bon” en moyenne, au sens ot son espérance est-égale au parameétre
que nous cherchons & estimer : E(Xn) = p. Nous dirons alors qu’il est sans biais. La
loi des grands nombres nous apprend que cet estimateur X, est aussi asymptotique-
ment “bon” (lorsque 1’échantillon est de grande taille), au sens ou il converge, quand
n tend vers I'infini, vers le parameétre & estimer p, en probabilité et presque-siirement.

Le sondage donne 1300 intentions de votes pour AA et 1200 pour son adversaire.
La valeur de l'estimateur Xn, calculée sur notre échantillon (un w particulier), ap-
pelée estimation p,, de p, vaut 0,52. Peut-on quantifier la confiance & donner a cette
estimation numérique ? Plus précisément, cette valeur 0,52 est-elle significativement
différente de 0,57

Il faut tenir compte des possibilités de fluctuations dues & I’échantillonnage : si ’on
change d’échantillon, il est clair que la valeur de Pestimation va changer. (Nous pou-
vons par exemple imaginer que sur un autre échantillon de 2500 personnes interrogées,
Pestimation vaut 0,49). Toutefois, nous connaissons la loi de la variable aléatoire X,
définie sur ’ensemble 2 des échantillons de taille n. La réponse dépend alors de ’am-
plitude € des fluctuations de X, autour de p, et comme la taille n de I’échantillon est
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grande, nous pouvons alors utiliser 'approximation normale (Théoréme 6.4.1)

S _ \/E|anp| Vne ~ ¢ 2)dx
]P’(anplﬁs)]P’<\/p(1p) S\/pup))/ g()dz ,

—a

/ne
Vr(-p)’

Cette probabilité sera environ égale & 0,95, si a = 1.96 et 4 0,99 si a = 2.6. (Voir la
table numérique de la fonction de répartition de la/loi normale, Section 4.6.)

ot g est la densité de la loi normale centrée réduite et a =

Ce résultat nous dit que 'erreur p,, —=p commise en prenant p,, comme approximation
de p ne dépassera pas, avec une probabilité de 95%, resp. de 99% environ, le seuil

1.96+/p(1 — p) resp 2.64/p(1 —p)
vn ’ ' NG '

Ce seuil dépend malencontreusement du parameétre p inconnu, mais la fonction

p(1 — p) = o(p) est majorée par sa valeur maximale 1/2,\de sorte qu’en remplagant

le facteur /p(1 — p) par 1/2 dans les seuils précédents, nous ne ferons qu’augmenter

notre quasi-certitude. Plus généralement, si nous nous donnons a prior: la probabilité
Sqo

« que Perreur p, — p ne dépasse pas un seuil donné, ce seuil sera égal a 5 NG ol Sq
est tel que 2(1 —II(sq)) ='@.

En conclusion, nous obtenons le résultat suivant (en remplagant 1,96 par 2).

Proposition 6.5.1 Intervalle de confiance pour l’estimation de p.

Soit a €]0, 1[, proche de 1 dans la pratique et appelé le- niveau de confiance asymp-
totique de lintervalle. Dés que n est assez grand. (n'>"50, np et n(1 —p) > 5 en
pratique), lintervalle

ol e
o= |Pn 2\/57 Pn 2\/ﬁ )

ol Sq est tel que sza g(z)dx = a, est Uintervalle de confiance de p de niveau asymp-
totique a, au sens ou

N S A s
(o< - g o) -
1Trln pE 2\/5 +2\/ﬁ a

Ainsi

(6.5.1)
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est 'intervalle de confiance de niveau 95% et
R 1,3 L 1,3
pn \/ﬁ b pn \/ﬁ

(6.5.2)

celui de niveau 99%.

Dans notre exemple, I’intervalle de confiance a 95% pour p est [0,50; 0, 54]. Les
instituts de sondage annoncent d’ailleurs leurs résultats ainsi (sous forme de fourchette
d’estimation).

Remarque 6.5.2 On dit souvent.que lVintervalle [Xn — ;—“ﬂ; X, + 25\75} est l’inter-
valle de confiance de p de miveaw asymptotique . Il faut bien faire attention au fait
que cet intervalle est aléatoire.

6.5.2 Précision dans la méthode de Monte-Carlo

Soit f une fonction intégrable de R? — R, telle que le calcul analytique de
I = / f(z)dzx soit compliqué ou impossible. Nous avons vu au Chapitre 5.3 une mé-
Rd

thode probabiliste par simulation. Comparée aux méthodes d’intégration numériques
usuelles, la méthode de'Monte-Carlo est surtout intéressante en grande dimension.

Soit p une densité de probabilité sur R%, dont le support contient celui de f (f(x) #
0= p(z) >0). Alors I = / f(z)dx = / @p(x)dx, et I s’écrit donc comme
R ra P()

I =E(e(X)) avec @ = f/p , X dedensitép.

Par hypothése, f est intégrable et cela entraine que p(X) € L.

Si p est une densité facilement simulable, nous savons générer des variables aléatoires
Xi,...,X, indépendantes ‘et de densité p. Nous avons vu que la moyenne

o= 20(X0) + o+ 0(X2))

constitue une approximation (en fait, une estimation au sens statistique du terme)
de I. La loi des grands nombres entraine que fn converge vers I (en probabilité, et
presque-siirement) lorsque n — oo et le théoréme de la limite centrale nous renseigne,
lorsque E (cp(Xl)Q) < 00, sur la distribution de l'erreur I, —1.En procédant comme
dans le paragraphe précédent, nous obtenons un intervalle de confiance pour I avec
un niveau de confiance de 95%, de la forme

{fn_l,%o i 1,960
vn
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Cela veut dire que la probabilité que la simulation w obtenue ne donne pas un résultat
appartenant & cet intervalle vaut 0, 05.

Ici,
o? = Var(p(X1)) = L36)2d36 —1I? (6.5.3)
Rt P(T)

est le plus souvent inconnu, de sorte qu’il faut aussi estimer sa valeur. Nous définissons

alors ’estimateur
Lo 1/2
.= = X2 = 12
(3 ewion)

qui converge vers o quand n tend vers U'infini, d’aprés la loi des grands nombres. Nous
utilisons alors le lemme de Slutsky (Théoréme 6.3.8) pour montrer que ’on peut alors
considérer l'intervalle de confiance

; 1,963, P 1,963,
n \/ﬁ b n \/ﬁ I

ol 'on a remplacé o par 'estimateur in Nous pouvons vérifier que cet intervalle
(aléatoire) constitue encore un intervalle de confiance pour I de niveau 95%. Si 'on
connait les valeurs numériques de I, et f]n, calculées a partir des valeurs simulées,
nous obtiendrons la fourchette d’estimation de la méthode.

(6.5.4)

6.6 Exercices sur le chapitre 6

EXERCICE 6.6.1 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de carré
intégrable, de méme loi et centrées. Soit-¢ leur fonction caractéristique commune.
On suppose que la variable aléatoire X\%Y a méme loi que X et Y. Montrer que ces

variables sont nécessairement.de loi normale.

EXERCICE 6.6.2 Reprenons les notations de ’exercice 5.4.7 du chapitre 5 concer-
nant les méthodes de réduction de variance. Pour g(z) = x?, déterminer pour chaque
estimateur A,, et B,, combien de simulations sont nécessaires pour obtenir une préci-
sion relative de I'ordre de 1% sur le calcul de m avec probabilité 95%. Commenter.

EXERCICE 6.6.3 Soit X une variable aléatoire de Cauchy.
1) Calculer la fonction caractéristique de X.

2) Montrer que ¢ax = (dx)?.
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EXERCICE 6.6.4 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et a > 0.

1) Laloi de X a pour densité %e’m“. Quelle est la fonction caractéristique de X 7

2) La loi de Y a pour densité %17421-

Justifier que % est définie presque-siirement.

Calculer la fonction caractéristique de %

EXERCICE 6.6.5 Soit X un vecteur gaussien centré de R?. Soit F' un sous-espace
vectoriel de R?.

Le but de l'exercice est de montrer que P(X € F) =0 ou 1.
1) Soient X; et X5 deux vecteurs indépendants de méme loi que X.

Montrer que les ensembles A(6), définis pour 6 € [0, 5[ par
A(0) = {w, X1(w) cosb + Xa(w)sinf € F ; Xj(w)sinf — Xa(w)cosb ¢ F}

sont disjoints pour des 6 différents.

2) Montrer que P(A(#)) = P(A(0)), pour tout §. On montrera que pour tout 6,
( X, cosf + Xosin6

)a éme loi e(X1 )
X1sinf — Xs cosf meme for g ‘

- X,

3) Montrer que P(A(0)) = 0. En déduire le résultat.

EXERCICE 6.6.6 Généralisation du théoréeme de Slutsky: Montrer que si deux
suites de variables aléatoires (X,,), et (Y3,), sont telles'que X,, converge en loi vers X
et Y, converge en probabilité vers une constante y, alors le couple (X,,,Y,) converge
en loi vers (X, y).

En déduire que X,, + Y, et X,,Y,, convergent en loi, respectivement vers X +y et Xy.

EXERCICE 6.6.7 Une autre preuve du théoréeme de la limite centrale (due & Lin-
deberg).

Soit une suite (X,,), de variables aléatoires indépendantes de carré intégrable, centrées
et de variance 1. Nous voulons prouver que la suite T;, = % S iy X converge en loi
n

vers une variable aléatoire T' de loi N(0, 1).

Préliminaire : Montrer que T,, converge en loi vers T dés que E(f(7},)) converge vers
E(f(T)), pour f bornée de classe C? avec dérivées premiére et seconde bornées et
uniformément continues.
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Soit (Y;,), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi A(0,1), indépen-
dantes de la suite (X,,), . Nous savons qu’alors T, = ﬁ S Y; est de loi N(0,1).
Le but est de montrer que [E(f(7,)) — E(f(T)))| — 0, quand n tend vers infini,
pour toute fonction f bornée de classe C? avec dérivées premiére et seconde bornées
et uniformément continues.

1) Notons X, = %7 Yin = \1//%7 et Win =31 Yjn+>0—it1 Xjn-

)

Montrer que

n

FT0) = F(T0) = 3" (FWin+ Xin) = FWin + Yin)). (6.6.1)

i=1
2) Montrer que

1
f(Wz,n + in) - f(Wz,n) + f/(Wzn)in + §f”(Wzn)(in)2 + RX,i,n;
et que pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que

IRxinl < (Xin)? (EVix <0 + 11 looix, 0 1>6) -

3) En déduire que

E(f(T0)) = E(F(T))] < 26+ 1" llooB (X7 L1x, 550w + Y Ly sav)

4) Conclure.

EXERCICE 6.6.8 Soient (X,); des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi, de carré intégrable, avec E(X7) =0, et ag(l =02 > 0. Soit S,, = >t X;.

1) Montrer que % ne converge pas en probabilité.

2) Montrer que (n® }ST" — m’)n converge en probabilité vers 0, (respectivement
vers +00), quand « < 1/2, (respectivement o > 1/2).

EXERCICE 6.6.9 On veut évaluer la proportion p de foyers d’un département dis-
posant d’un poste de télévision et désireux de recevoir les émissions par cable. Ne
voulant pas procéder & un recensement complet de la population, on se propose d’es-
timer cette proportion & partir d’un échantillon de taille n prélevé au hasard dans la
population du département. On définit une variable aléatoire X,,, dont la réalisation
est T, fréquence observée dans I’échantillon des ménages concernés par la télévision
cablée.
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1) Préciser l'espérance et la variance de X,,.
2) Justifier que X,, converge en un sens & préciser vers p.

3) Soit n = 100 et Z,, = 0, 64.

Déterminer un intervalle de confiance pour p au niveau 0,9 en utilisant la borne
supérieure du produit p(1 — p). En déduire une fourchette d’estimation pour p au
niveau de confiance 0, 9.






Chapitre 7

Modéles dynamiques aléatoires

Le mystérieuz éveille en nous les plus belles émotions. C’est le sentiment fonda-
mental, berceau de l'art et de la science. Celui qui'ne l'a pas éprouvé ne sait plus
s’émerveiller ou se laisser surprendre, il est pour ainsi dire mort et ses yeux sont
éteints.

Albert Einstein, Mein Weltbild - 193/.

Nous allons dans ce chapitre développer quelques exemples de phénoménes aléatoires
qui évoluent au cours du temps. Plus précisément, nous nous intéresserons a des suites
de variables aléatoires (Y, ), qui décrivent a chaque instant n1’état d’un systéme aléa-
toire défini par récurrence. Un exemple fondamental est celui'des chaines de Markov,
pour lesquelles la loi des états futurs du processus ne dépend du passé que par ’état du
processus au présent. Ces processus sont'fondamentaux dans de trés nombreuses ap-
plications, en Physique, en Biologie, en Informatique, en Mathématiques financiéres...

Nous n’aborderons pas de maniére systématique cette notion extrémement riche, mais
nous allons donner quelques exemples de tels processus qui sont trés importants en
probabilité. Ce chapitre, fondamental pour les applications, peut ainsi étre vu comme
une introduction a un cours sur les chaines de Markov. (Voir par exemple les livres
de Benaim-El Karoui, Graham, Pardoux).

Soulignons que jusqu’a présent, nous avons surtout étudié des suites de variables
aléatoires indépendantes. Dans ce chapitre, les variables aléatoires que nous étudierons
ne seront pas indépendantes, mais les relations de récurrence qui les définissent vont
nous permettre d’en déduire des informations sur leur comportement asymptotique,
quand n tend vers I'infini.

181
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7.1 Marche aléatoire

Définition 7.1.1 Nous appelons marche aléatoire la suite (S, ), définie par

Sn:SO+ZXz: n—1+X’m

i=1

ot les variables aléatoires réelles (X;)ien sont indépendantes et de méme loi.
Remarquons que les variables aléatoires <.S,;n € N sont des variables dépendantes.

Ces marches aléatoires sont-d’une importance fondamentale : elles modélisent le dé-
placement d’une particule, la promenade d’un individu, un cours de la bourse, la taille
d’une population, la taille d’une file d’attente, et d’innombrables autres phénoménes
aléatoires.

La marche peut se déplacer sur un réseau régulier ou sur des graphes plus complexes.

Marche aléatoire simple sur Z¢

Cette marche modélise la- dynamique de particules sur le réseau Z?. Elle est trés
utilisée en physique statistique par exemple. Notons (e, ... , eq4) la base canonique de
Z¢. Imaginons une particule qui se déplace sur ce réseau. Sa position a l'instant n,
notée par S,,, est définie par la relation de récurrence aléatoire

So =0 5 Sn+1 = Sn + Xn+1;

ot les wvariables aléatoires X; sont indépendantes et de méme loi sur
{615 ceey€dy 7€y, 7€d}'

La marche aléatoire est dite symétrique si la loi des X; est uniforme.

Probléme de la ruine du joueur : Un joueur lance une piéce (éventuellement
biaisée) de maniére répétée. Quand la piéce tombe sur Pile, il regoit 1 euro de son
adversaire, et quand la piéce tombe sur Face, il lui donne 1 euro. Notant S, la fortune
du joueur aprés n lancers, on a S,11 = S, + Xp41 avec X, 11 = +1 avec probabilité
p (probabilité que la piéce tombe sur Pile) et X, 11 = —1 avec probabilité 1 — p. Les
variables X, n > 1, sont supposées indépendantes, et la fortune initiale du joueur
est une constante, So = k. Donc

Su=k+> X (7.1.1)
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FiG. 7.1: Cas & une dimension : la marche peut faire un pas vers la droite avec
probabilité p, un pas vers la gauche avec probabilité 1 — p. Cas & deux dimensions :
un pas en avant avec probabilité p;, un pas en arriére avec probabilité ps, un pas
sur le coté avec probabilité ps, un pas de lautre coté avec probabilité p,, telles que
p1++p4:1

est une marche aléatoire.

En réalité, dans le probléme particulier de la ruine du joueur, la somme totale m
d’argent mise en jeu est fixée et le jeu s’arréte dés que le joueur est ruiné, (S, = 0) ou
que son adversaire est, (S, = m). Remarquons que m — k est la fortune initiale de
Padversaire. La formule (7.1.1) n’est vraie que jusqu’a la fin du jeu, aprés quoi S, reste
constant. Ainsi cette marche aléatoire est dite absorbée aux points 0 et m. Le modéle
(7.1.1) peut aussi décrire le mouvement d’un poisson qui se déplace transversalement
dans une riviére. Deux filets de péche sont placés en travers'de la riviére, en position
0 et m. Si le poisson atteint 'un des filets, il est-capturé et reste immobile.

L’arrét du jeu correspond & des\barriéres absorbantes aux points 0 et m. Il est
commode de représenter la dynamique de cette marche par le diagramme suivant qui
indique la probabilité des différents sauts possibles.

1 I-p p 1
) N R
I | | | I
0 x1 x x+1 m

2

Probabilité de ruine : Notant R I’événement “ le joueur est finalement ruiné 7,
nous allons déterminer sa probabilité u; = Pr(R) lorsque le joueur démarre avec une
fortune initiale k. L’indice k de Py fait référence au point de départ de S,,. D’aprés
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les formules de conditionnement (voir Chapitre 2),
Pi(R) = Pu(R| X1 = +1) P(X; = +1) + Po(R| X1 = 1) P(X; = —1).  (7.1.2)

Si le premier lancer donne Pile, la fortune du joueur devient k + 1 et le jeu se déroule
alors comme s’il était parti de la fortune k + 1. D’ou

e = p pe+1 + (1= p) pe—1 (7.1.3)

pour k € {1,...,m — 1}, avec les conditions aux limites pg = 1, p,,, = 0. L’équation
(7.1.3) est une récurrence linéaire, pour laquelle on-cherche d’abord les solutions de
la forme py, = 7% : r doit satisfaire I'’équation caractéristique

pri—r+(1-p) =0,

dont les solutions sont'ry =1, ro = (1 — p)/p. Deux cas se présentent alors.

i) p # 1/2 (jeu biaisé). Les deux racines sont différentes, les solutions de (7.1.3)
sont de la forme py, = arf + Br5 et nous déterminons « et 3 par les conditions
aux limites. Nous obtenons

()" ()
Py(R) = P<1 p)m P ., 0<k<m. (7.1.4)
I=p) 7"
P
Procédant de méme pour ’événement G : " le joueur finit par gagner ", nous

constatons que P, (G satisfait (7.1.3), avec d’autres conditions aux limites (uo =
0, ptm = 1). Nous trouvons alors que Py(G) = 1 — Px(R), si bien que le jeu
s’arréte en un temps fini, avec probabilité 1.

it) p = 1/2 (jeu équitable). Alors 4 = ro = 1, les solutions de (7.1.3) sont de la
forme pur = a+ Gk et en tenant compte des conditions limites nous obtenons
k k
P,(R)=1— — P(G)= — 7.1.5
(B =1L pyayz L (715)

et ici encore le jeu finit par s’arréter.
Durée du jeu : Déterminons la durée moyenne du jeu, Vj, = Eg(v) avec
v=min{k >1: 5, =0 oum},

et Ei désigne l'espérance sous Pr. Comme dans (7.1.2), nous conditionnons suivant
les valeurs de X4

En(v) = By, (v]| Xy = 1) P(X; = 1) + By (v | X1 = —1) P(X; = —1)

et nous remarquons que cette fois Ei(v| X; = £1) = Vi11 + 1 puisqu’une unité de
temps s’est écoulée. Nous obtenons donc I’équation de récurrence linéaire avec second
membre

Vi =p(1+ Vis1) + (1 = p) (1 4 Vi—1) (7.1.6)
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pour 1 <k <m —1, avec Vy = V,;, = 0. Nous résolvons cette équation en trouvant
solutions générales et solution particuliére :

k

—
—_
|
-

k—m——L sip#£1/2,

IS
—

Ek(u)

= k(m — k) sip=1/2.

Barriére réfléchissante : Dans le probléme précédent, nous supposons que le joueur
a un oncle trés riche qui lui garantit de ne pas perdre : lorsque S, = 0, l'oncle lui
donne 1 euro et S,+1 = 1. Le jeu s’arréte encore quand la fortune S,, du joueur
atteint la valeur m. L’adversaire n’est plus nécessairement ruiné mais le capital de m
euros suffit encore au joueur, qui décide d’arréter le jeu. Nous disons ici que le point
0 est réfléechissant; tandis que le point m reste absorbant. Nous avons le diagramme
suivant :

1 lp p 1
- N o
| | | | | T

0 1 x-1  x u+l m

Commentaire : Un joueur dans un casino est dans la situation suivante. Il joue a
un jeu défavorable contre un adversaire (presque) infiniment riche, mais qui accepte
toujours de jouer tandis que le joueur peut s’arréter a sa guise. Si le joueur a une
fortune initiale de k unités, puis parie une unité a chaque jeu, et joue jusqu’a atteindre
la fortune m ou la ruine, alors sa probabilité d’étre ruiné est donnée par (7.1.4); ici
p < 1/2. Son destin est résumé dans le tableau 7.1. Notons que, puisque le jeu est
défavorable, son gain moyen est négatif méme quand il a une probabilité supérieure
a 1/2 d’atteindre la fortune m.

EXERCICE 7.1.2 Montrer que la-‘durée moyenne du jeu (avec barriére réfléchis-
sante) vérifie encore (7.1.6); mais avec d’autres conditions aux limites : V,,, = 0,
Vo =1+ V4. Déterminer V.

7.2 Processus de branchement
Ces modéles sont absolument fondamentaux en écologie et pour ’étude de la dyna-
mique des populations, dont ils décrivent 1’évolution.

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la loi de la somme d’'un nombre
aléatoire de variables aléatoires indépendantes.
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fortune fortune P proba. gain durée
initiale (k) | totale (m) de ruine | moyen | moyenne

9 10 05 | 0,1 0 9
9 10 0,45 | 0,21 11 11
90 100 0,5 0,1 0 900
90 100 0,45 | 0,866 | -76,6 756,6
90 100 04 | 0,983} :883 4413
99 100 045 10,182 | -17,2 171,8

PAB. 7.1 : Le destin du joueur

7.2.1 Somme aléatoire de variables aléatoires indépendantes

Il arrive fréquemment, dans la modélisation probabiliste, d’avoir & considérer des
sommes de variables aléatoires dont le nombre de termes lui-méme est aléatoire.

Nous pouvons par exemple considérer

a) le nombre de filles d’une famille >°;” | 1p, puisque le sexe de chaque enfant ainsi
que le nombre total d’enfants v sont aléatoires (F; désigne 'événement : le i®™¢
enfant est une fille) ;

b) le temps de service journalier >°7_; X; effectué par un organe de service lorsque
les temps de service X; d’une part et le nombre v.de'clients d’autre part sont
aléatoires.

La fonction génératrice d’une telle somme s’obtient trés simplement lorsque les va-
riables aléatoires en jeu sont toutes indépendantes et & valeurs entiéres.

Proposition 7.2.1 Si (X,,n > 1) est une suite infinie de variables aléatoires entiéres
positives, indépendantes et de méme loi donnée par la fonction génératrice

g(x) = E(z%") (z €10,1], n>1)

et si v est une variable aléatoire entiére positive, indépendante de la suite (X,,n >
1), (c¢’est-a-dire indépendante du vecteur (Xi,...X,) quel que soit n), de fonction
génératrice
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alors la fonction génératrice de la somme
Sy=> Xm (S=0siv=0) (7.2.1)
m=1

des v premiéres variables aléatoires X,, , est la fonction composée de g et G, soit

E(z%)=Gog(x) (Va, =x€]0,1]). (7.2.2)

Preuve. Soient S, = > 1—1 Xy ,.(n/> 1), les sommes partielles des X,,,. Nous sup-
posons par convention queSy'=0. Alors la variable aléatoire S s’écrit explicitement
sur 2

S(w) = Syw)(w) (7.2.3)
et dépend donc de deux maniéres de w.

Comme les ensembles ({v = n},n € N) formentiune partition de €2, nous pouvons
écrire

E(‘TSU) = ZE(xsyl{U:n}) = ZE(‘rsnl{U:n})
= ZE(xS")]P’(V =n) ( par indépendance de S, et de v)
= Zg(:c)” P(v =n) ( par indépendance des X;, i <n)

= G(g(x)).

Exemple 7.2.2 Sous les hypothéses d’indépendance précédentes, si v suit une loi de
Poisson de paramétre 6 et si les X, suivent une loi de Bernoulli de paramétre p, on a

E(z") =exp(f(z — 1)) et E(z¥")=ap+(1-p)
de sorte que
E(z%) = exp(f(zp + (1 —p) — 1)) = exp(fp(z — 1)),

ce qui montre que .S, suit une loi de Poisson de paramétre p. Nous avions déja obtenu
ce résultat dans 'exemple 3.6.8



188 Chapitre 7 — Modéles dynamiques aléatoires

7.2.2 Processus de branchement

Les premiéres études marquantes sur les processus de branchement, dues & Galton et
Watson (1875), ont été en particulier motivées par 'étude de la survivance des noms
de familles (de nobles anglais), et donc de la non-extinction des descendants méales qui
seuls transmettaient le nom. Ces processus avaient déja été introduits par Bienaymé
(1845). Ils sont connus sous le nom de processus de Galton-Watson ou processus de
Bienaymé-Galton-Watson.

De nombreux phénoménes d’évolution de population peuvent en fait étre modélisés
par ce type de processus, dont la description-est simple, mais qui présentent néanmoins
un comportement non trivial. Iie)ymodéle peut aussi bien décrire la croissance d’une
population de cellules, ou du nombre de neutrons dans un réacteur, ou encore d’une
épidémie dans une population.

Nous étudions I’évolution du nombre Z,, d’individus de cette population au cours de
ses générations successives n = 0,1,2,... en supposant que chacun des Z,, individus
de la niéme génération engendre un nombre aléatoire Y d’enfants (1<i<Z,),au
temps n, de sorte que

Ly
Zonii =3 Y" (n>0). (7.2.4)
=1

Les variables aléatoires Y;" sont supposées indépendantes entre elles et de méme loi de
probabilité (px, k € N), caractérisée par sa fonction génératrice g(z) = E(xY). Cette
loi de Y est appelée la loi de reproduction du processus de Galton-Watson. Dans la
suite, nous exclurons le cas inintéressant ot Y serait égale a 1 avec probabilité un,
c’est-a-dire le cas ou g(x) = .

La figure 7.2 représente les individus des générations 0 a 3, lorsque Zg = 1, V¥ =
2, V! =3, V) =1, Y2 =2, Y2 =0,Y7 =1, Y? = 3. Cette figure représente un
arbre aléatoire.

Exemple 7.2.3 (i) Division cellulaire. La reproduction est binaire ou la cellule
meurt : P(Y =0) =P(Y =2) = 1. Alors g(z) = po + p2a°.

(ii) Un chaine de N nucléotides d’ADN (Voir Delmas-Jourdain). En une unité de
temps, la chaine est répliquée. Chaque nucléotide est copié de fagon correcte avec
probabilité g. La chaine est détruite avec probabilité p ou donne naissance a deux mo-
lécules avec probabilité 1 — p. Le processus comptant a chaque génération le nombre
de chaines correctes est un processus de Bienaymé-Galton-Watson de loi de repro-
duction py = p (destruction), p; = (1 — p)(1 — ¢~) (non destruction mais réplication
incorrecte), p2 = (1 —p) ¢~V (non destruction mais réplication correcte) et px = 0 pour
k> 3.
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Z,=4

7,6
Fi1c. 7.2 : L’arbre généalogique du processus de branchement
La Proposition 7.2.1 montre alors que la fonction génératrice G, (x) = Gz, (z) de Z,
vérifie pour tout x € [0, 1],
Gni1(z) =Gz, (@) = Gn(g(z)  (n=>0) (7.2.5)

et si nous supposons que Zg.='1 de sorte que Gy (Jc) = x, nous trouvons que pour tout
n>1:

Gn(x) =gn(z) ou g,=gogo...og n fois . (7.2.6)

Ce résultat va déja nous permettre d’étudier le comportement asymptotique de la
suite (Zp)n>0 et de calculer notamment la probabilité d’extinction de la population.

Remarquons que Z,4+1 = 0 si Z, = 0 dans le modéle précédent et donc que les
événements {Z,, = 0} croissent avec n. L’événement A = “Extinction de la population”
est donc naturellement défini par

A=U, 1{Z, =0} (7.2.7)
et sa probabilité donnée par

P(E) = 1i7rln 1 gn(0) .
(puisque P(Z = 0) = Gz(0) pour toute variable aléatoire Z entiére positive).

Deux cas se présentent, comme nous allons le voir dans le théoréme suivant.
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Théoréme 7.2.4

(i) Si le nombre moyen d’enfants E(Y') de chaque individu est inférieur ou égal & 1,
la population s’éteint presque sdrement : P(A) = 1.

(i) Si E(Y) > 1, la probabilité d’extinction P(A) est égale au nombre positif v stric-
tement inférieur o 1, solution unique de g(v) = v dans [0, 1].

Remarque 7.2.5 Par indépendance des variables (Y;*;'n > 1, 4 > 1) nous déduisons
de (7.2.4) et de l'exercice 7.5.2 que E(Z,) = E(Y) X E(Z,-1) = (E(Y))™ (par récur-
rence). Cette derniére égalité entraine queé la population s’éteint lorsque E(Y) < 1.
En effet, il est facile de voir que

B(Zn #0) < E(Zy) = (E(Y))" . (7.2.8)

Dans le théoréme 7.2.4, nous obtenons un résultat plus complet.

Preuve. La démonstration du théoréme repose sur le lemme analytique suivant.

Lemme 7.2.6 a) Sig¢' (1) <1, alors gn(x) croit vers 1 lorsque n /* oo pour tout
x € [0,1].
b) Sig'(1) > 1, Uéquation g(v) = v posséde une solution unique dans [0, 1] et g, (x)
croit vers v (resp. décroit) lorsque n / oo, pour tout x € [0,v], (resp. tout
x € [v,1]).

Preuve. du lemme.

e a) L’application © — g(x) de Pintervalle [0,1] dans lui-méme est croissante et
strictement convexe car les dérivées

g @) =E(Yz¥"Y) et gUz)=F (Y(Y — 1)zy_2)

sont positives en tant qu’espérances de variables aléatoires réelles discrétes po-
sitives. De plus g(1) = 1. Comme nous avons exclu le cas g(z) = z, la courbe
g ne coupe pas ou au contraire coupe la diagonale du carré [0,1]? en un point
distinct de (1,1), selon que ¢’(1) < 1 ou que g’(1) > 1; ceci se voit bien sur
la figure 7.3. Ainsi, selon le cas, I’équation de point fixe g(v) = v n’a pas de
solution ou posséde une unique solution dans [0, 1].

e b) Lorsque ¢'(1) < 1, nous avons z < g(x) et donc g,(z) < gny1(x) (puisque
Jgn+1 = g © gn) pour tout z. La limite lim, g,(z) est inférieure a 1 et solution
de g(u) = u, elle ne peut alors valoir que 1.
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J(1) <1 g'(1) >1
1 1
93%1‘3 77777777
P — i“_ gx)r ——————~— 4
9(@) = === 4
s @) L
| | gs(@) =i ."'I : :
| oli & | |
| | | | ‘
| | | o
O0 . 9(r) 1 00 v g(z) « 1

F1G. 7.3 : La fonction g et ses itérées dans les deux cas E(Y) < 1let E(Y) > 1

e ¢) De meéme, si g’(1) > 1, nous avons x < g(z) <@wou z > g(x) > v selon que
x < wvouquex > v;il sen suit que g,(z) croit (resp. décroit) avec n selon
le cas. La limite lim, g.(x), qui est'solution de g(u) = u et est strictement
inférieure & 1, (du moins si:x'# 1), est alors nécessairement égale a v.

O

Ainsi donc, en appliquant les résultats du lemme, nous obtenons immédiatement que
1) si E(Y) = ¢'(1) <1, alors, grace a (7.2.7),

P(A) = lirrln gn(0)=1.

2)siE(Y)=4'(1) > 1, alors
P(A) =1lim ¢g,(0) = v .
O

Remarque 7.2.7 Lorsque E(Y) = 1, alors d’une part E(Z,,) = 1, et d’autre part
Z., converge presque-siirement vers 0. Nous en déduisons un contre-exemple pour le
théoréme de convergence dominée, ot il y a convergence presque-siire et pas conver-
gence des espérances (ceci est di au fait que les Z,, ne sont pas bornées). Par ailleurs,
si E(Y) > 1, alors E(Z,,) = (E(Y))™ tend vers l'infini quand n tend vers l'infini alors
que l’ensemble ot Z,, tend vers 0 est de probabilité strictement positive. La-aussi,
nous avons un résultat qui peut paraitre contraire & I'intuition.
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Remarque 7.2.8 Lorsque E(Y) > 1, l'extinction n’est pas certaine. Que se passe-t-il
lorsque le processus survit 7 En fait, la population “explose” lorsqu’elle ne s’éteint pas,
c’est & dire que P(Z,, — oo | A°) = 1.

En effet, pour tout entier a > 0 et quel que soit  que 'on se sera fixé dans ]0, 1],
nous obtenons, en utilisant I'inégalité de Markov (4.7.1),

P(0 < Z, < a) =P(Z, < a|Z, > 0)P(Z, >0) = P(z?" > z°|Z, > 0)P(Z, > 0)

<2 B(@? | Zn > OP(Z, > 0) = 2% 2" P(Z, = k)
E>1

=z~ (gn(2) = gn(0))
qui tend vers 0 lorsque-n, tend vers l'infini. Il en résulte déja la propriété plus faible
que P(0 < Z, < a[A°) —— 0, Va > 0.

En outre une analyse plus détaillée de la convergence des g, montre que cette conver-

gence est exponentielle, i.e. |g,(z) — v] < ™|z — v| pour.c = ¢'(v) et z inférieur a

v. Comme g¢'(v) < 1, cela implique que >P(0 < Z, '< a) < oo, et le lemme de
n

Borel-Cantelli (Théoréme 2.5.14) montre_que'presque-siirement, Z, = 0 ou Z,, > a
pour tout n & partir d’un certain rang.-Comme Z,, = 0 implique que Z, = 0 pour
tout n’ > n, deux cas seulement sont possibles : ou bien Z,, = 0 & partir d’un certain
rang (c’est 'extinction), ou bien Z, > a a partir d’un certain rang et comme a est
arbitraire : Z,, — oo (c’est I'explosion). Ces deux événements complémentaires ont
pour probabilités respectives v et 1 — v.

Signalons pour terminer que :

a) lorsque E(Y) < 1 (processus de branchement sous-critique), la probabilité de
" non extinction a l'instant n " tend vers 0_& une vitesse géométrique puisque,
comme nous ’avons vu,

P(Zi#0) < (E(Y))".

b) lorsque E(Y) =1 (processus de branchement critique), cette méme probabilité
tend beaucoup plus lentement vers zéro. Plus précisément, on peut montrer que
si E(Y?) < oo,

P(Z, #0)~c/n lorsque n — oo
avec ¢ = 2/E (Y(Y — 1)). (Voir exercice 7.5.4).

¢) lorsque E(Y) > 1 (processus de branchement sur-critique), la taille de la popu-
lation Z,, explose & une vitesse géométrique lorsqu’il n’y a pas extinction, du
moins si E(Y?) < oo car dans ce cas, on peut montrer que

Zn) (EY))" =W

lorsque n — oo pour une variable aléatoire W strictement positive sur A°. (cf.
Benaim-El Karoui).
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7.2.3 Percolation sur un arbre

Les modéles de percolation sont utilisés pour décrire la matiére molle ou désordonnée :
verres en physique, gels et polyméres en chimie, ...

Le modéle suivant rend compte d’une pierre poreuse plongée dans l’eau. L’eau ne
peut atteindre le centre de la pierre qu’en empruntant une suite de canaux (ou micro-
fissures). Chaque canal est identifié & une aréte d’un arbre binaire. Chaque canal peut
étre “ouvert” ou “fermé”, et on note p la proportion de canaux ouverts (i.e., de largeur
suffisante pour permettre le passage de l'eau): La question naturelle est de savoir si
I’eau va pénétrer jusqu’au coeur de la pierre ou non.

Posons plus précisément, le modéle. Considérons I’arbre binaire infini A, dont les arétes
sont numérotées par-les suites finies non vides v = wyws ... w, de longueur |u| =
n (n > 1, w; € {a,b}). Dans la figure 7.4, nous avons représenté 1’arbre jusqu’a la
profondeur 3, c’est-a-dire le sous-ensemble A3 des arétes numérotées par les suites de
longueur inférieure ou égale & 3. On dit que I’aréte u précéde ’aréte v dans l'arbre si
u est un début de v (c’est-a-dire, si v est de la forme v.=wu'); et nous écrivons alors
u < v; nous noterons u < v si u < v, u # v.

aaa

cau

baa e AN

E
NS

bbb

F1G./ 7.4 : L’arbre As

A chaque aréte u € A est associée une variable aléatoire binaire X, et nous supposons
ces variables aléatoires (X, )ueca indépendantes et de méme loi donnée par P(X, =
1)=p=1-P(X, =0), ou p €]0,1]. L’aréte u est “ouverte” si X,, = 1, et permet
alors le passage de 'eau; elle est “fermée” sinon. Nous définissons alors

Su:ZXu y u €A

v<u

Co={ucA;u=n Sy=n} , C=|]JCn

n>1
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L’ensemble C (resp. Cy,) est constitué des arétes de 'arbre (respectivement des arétes
de Parbre a la profondeur n), qui sont ouvertes et reliées a la racine (le centre de la
pierre) par des arétes ouvertes. Notons que le centre de la pierre sera mouillé si et
seulement si C' est infini.

Ce modéle est un modeéle de branchement. Le cardinal Z, = |C,| de C, estla
taille de la population des descendants de la n'®™¢ génération de l'ancétre (ici, la
racine de Parbre). La loi de reproduction est une loi binomiale B(2,p), puisque d’un
noeud de I'arbre partent 2 canaux en direction de ’eau : ce noeud aura donc 0,1 ou 2
enfants avec probabilité (1 — p)2, 2p(1 — p), ou p? Sa fonction génératrice vaut donc
g(z) = (1 — p+ pr)? comme nous 'avons vu précédemment. L’ensemble d’extinction
correspondant est {|C| < co}.

L’équation g(z) ='z(a'pour racines dans [0, 1] :
(i) sip<1/2, z=1

1—p\2
(ii)sip>1/2,aczvetaczlavecv:(—p) < 1.
p

D’aprés ’étude précédente, nous concluons que

(i) si p <1/2, I'ensemble aléatoire C' des arétes ouvertes connectées au centre par
un chemin d’arétes ouvertes, est fini avec probabilité un. Le centre de la pierre
restera sec.

(ii) sip > 1/2, avec probabilité strictement positive, 'ensemble C' est infini et 'eau
cheminera jusqu’au centre de la pierre.

Nous pouvons aussi montrer que dans ce cas, avec probabilité un, I’eau atteint un
nombre infini de noeuds de l'arbre : si elle ne chemine pas nécessairement jusqu’au
centre, ’eau atteint cependant des points “voisins” du centre.

Dans le cas p > 1/2, on dit qu’il y a percolation. Ce terme évoque le percolateur a
café, ou leau se fraie un passage (percole) entre les particules de café moulu jusqu’a
la tasse.

7.3 Files d’attente

Les modéles de files d’attente décrivent des unités de service ou se présentent des
clients selon un flux aléatoire : un serveur a son guichet, un standard téléphonique,
un canal de transmission, etc, jusqu’aux cas plus complexes des réseaux de communi-
cation (ethernet, internet, ... ). Nous nous intéressons a la fluidité du fonctionnement
de T'unité (stabilité de la queue, taille, engorgement) en fonction du flux d’arrivée et
de la durée de service.
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7.3.1 Un modéle simple en temps discret

A chaque instant n € N, un serveur unique délivre un service de durée 1 au premier
client éventuellement en attente. Le flot d’arrivée des clients est homogéne, et les
nombres Y,, de clients se présentant dans les intervalles de temps Jn — 1,n] sont
des variables aléatoires entiéres de méme loi, que ’on supposera indépendantes et
intégrables. Le nombre X,, de clients présents dans la queue a 'instant n € N, qui est
donc la taille de la file d’attente, évolue selon la dynamique suivante :

si X, =0alors X471 =Y,41, et

si X, > 1alors Xp41 = (X5, — 1) + Yot

Notant a™ = max{a;0} la partie positive'de a € R, X,, satisfait donc la relation de
récurrence

Xp1=Xp,-1D)"+Y,1 , neN (7.3.1)

qui la détermine entiérement en fonction des Y;, et de ’état initial X que 'on sup-
posera indépendant de la suite (Y;,),.

Si ¢ est la loi commune des Y, c’est-a-dire que P(Y; ='9) = ¢(i) pour i € N, la loi
conditionnelle de X, 1 sachant X,, est donnée par

q(j) sii=0,
P(Xns1 =] X, =1) = (7.3.2)
qi—i—1) sii>1

(on convient que ¢(i) = 0sii ¢ N).

Pour le bon fonctionnement de la file d’attente, il est nécessaire que la file ne s’engorge
pas. Nous étudions tout d’abord la finitude de la variable aléatoire

To =min{n >1; X,, =0} € NU{+o0},

qui est le premier instant o la file se vide. Remarquons que Ty = +o00 si X, > 0 pour
tout temps n > 1.

Ici et dans toute la suite, pour ¢ € N, la notation IP; désignera la loi de la file d’attente
partant de I’état initial constant Xy = 4, c’est-a-dire une probabilité sur ’espace de
probabilité Q telle que

Pi(Xo=1) = 1.

Remarquons que si la file démarre vide (X = 0) ou avec un client en attente (Xo = 1),
alors elle sera la méme a 'instant 1, et donc aussi aux instants ultérieurs, de sorte
que nous avons

]Po(TO < OO) = Pl(To < OO)

Appelons v cette probabilité que la file se vide : v :=Py(Th < 00) = P1(Tp < o0).
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Puisque trivialement a* > a, il résulte de (7.3.1) que X, 41 > X, — 1 + Y, 41, pour
tout n > 0, et par sommation,

X, > ZYk —n+Xo. (7.3.3)
k=1
Nous en déduisons que
X, 1< Xo
—_— > — Yo -1+ —. 7.3.4
e n; k + o ( )

Or, la loi des grands nombres montre que,‘avec probabilité 1,
1 n
lim g; Yy, = E(Y7).

Ainsi, presque-siirement, lim inf,, % va étre supérieure & E(Y7) — 1. Le signe de cette
différence va donc jouer un grand role. Rappelons que le paramétre p = E(Y?) repré-
sente la charge moyenne de travail par unité de temps pour le serveur.

Lorsque E(Y7) > 1, la file d’attente est instable; elle s’engorge :
p:=EY1)>1 = lim X, =+oco avec probabilité 1 .
n—oo
D’autre part, tant qué n- < Tp, nous avons (X, — 1)t = X,, — 1 et donc éga-

lité dans (7.3.3). Nous en déduisons que lorsque p < 1, le membre de droite de
(7.3.3) tend vers —oo d’apres la loi des grands nombres, et I'événement {Ty = oo} C

{ >Yi—-n+Xo>1, Vn> 1} est de probabilité nulle. Ainsi la file reste stable dans
k=1

ce cas :
p:=E(Y1) <1 = Tp<oo avec probabilité 1 .

Le cas critique p = 1 est plus difficile. Il est décrit parle résultat plus précis suivant.

7.3.2 Stabilité : étude analytique

Théoréme 7.3.1 La probabilité que la file d’attente (7.5.1) démarrant de Xo =0 ou
1 finisse par se vider, qui vaut

vi=Py(Ty < 00) = P1(Tp < 00),
est la plus petite solution de g(v) = v dans [0,1], ot g est la fonction génératrice de
Yi,
g(x) =E («") =Y 2" q(i).
i>1

En particulier, v =1 si et seulement si p=E(Y7) <1.
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Preuve. Chaque période d’activité du serveur peut se décrire & ’aide d’un processus
de branchement. La file démarrant de Xy = 1, le client présent a 'instant n = 0
est I'ancétre du processus de branchement. Ses “enfants” sont les Y7 clients arrivant
dans la file pendant son service; ils constituent la premiére génération (Z; = Y7).
Plus généralement, le client C5 est un “enfant” du client C7 si Cy arrive dans la
file pendant le service de C;. Nous définissons récursivement la (N + 1)-iéme géné-
ration comme ’ensemble des enfants d’individus de la N-iéme génération. Les tailles
Zy = 1,721, Zs, ... Zn des générations successives constituent alors un processus de
branchement dont la loi de reproduction est ¢ = (¢(i);i € N*). Nous pouvons écrire
Zo=1,7Z1 =Y1, et pour N >0

ZN+1 = Z Y, (7.3.5)
Zo+..+ZN-1<k<Zo+...+Zn—1

(avec la convention que la somme sur I’ensemble vide est 0). En particulier, Z5 =
Z Y
k=1-"1k-

L’expression (7.3.5) n’est pas exactement de la forme (7.2.4) trouvée pour le modéle
de branchement, mais elle définit bien la méme loi. Par ‘exemple, la probabilité

P(Z1 =i, Zo = j) =P(Z2 = j|Zy =0)P(Z1 = i) =P(Y1 = i) x P (i Yi j)
k=1

est la méme pour (7.3.5) et pour (7.2.4). Plus généralement, la suite (Zy, N > 1) a
méme loi que le processus de branchement. Nous décrivons ainsi toute la période d’ac-
tivité du serveur, c’est-a-dire la période de service ininterrompu débutant au temps
n =0.

Le processus de branchement Z s’éteint si et seulement si'la file finit par se vider.
Si A désigne I’événement aléatoire “le processus-de branchement Z s’éteint” , alors
la probabilité v que la file se vide est égale & v = P1(Tp < o) = P(A). D’apres le
théoréme 7.2.4, v est donc la plus petite solution dans [0, 1] de I’équation v = g(v).
De méme, v=1<«=p< L.

Ainsi le serveur finit par se reposer si p < 1. Il y a cependant une différence importante
entre les cas p < 1 et p = 1. Remarquant que la taille totale de la lignée est égale a
la durée de la période d’activité, soit

ZZN:TOa

N>1

et rappelant que E(Zy) = ((E(Y1))Y = p», nous constatons que la durée moyenne
de la période d’activité n’est finie que si p < 1

E(T0)<00@p:E(Y1)<1
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Le cas p = 1, stable au sens ott v = 1, ne ’est que dans un sens faible puisque la durée
moyenne de la période d’activité est infinie. Le serveur dans ce cas doit s’attendre a
des journées de travail ininterrompu, et au mécontentement de ses clients en attente
dans la file! O

Preuve. Voici une autre preuve du théoréme 7.3.1, qui n’utilise pas le processus de
branchement.

(i) En conditionnant suivant les valeurs de Y3

Pl(T0<OO):ZP1(T0<OO,}/1:Z)

i>0
= Pi(Ty < 00| V1 = i) q(i)

>0
=q(0)+ Y PiTh < o) q(i) - (7.3.6)

i>1

En effet, les (Yy, k> 1) étant indépendants et de méme loi, la loi de (Xo, X3,...)
conditionnée en X; = i (ou Y7 = i) est la méme que celle de (X7, Xs,...)
démarrant de Xo = 1.

Introduisons, pour tout ¢ € N, le temps d’atteinte T; de 1’état ¢, défini par
T, =min{n > 1: X, =i}. Montrons que l'on a :

Pi(Ti—l < OO) =0 Vi>1, (737)
Pi(TO < OO) = PZ‘(T%,1 < OO) X ]P)ifl(T%,Q < OO) X ... X ]P)l(TO < OO) . (738)

Pour montrer (7.3.7), nous remarquons que pour la file commencant a i > 1,
T;_1 = n si et seulement si

n=min{k>1:i+ V1 -1)+...+(YVr—-1)=i—1}
=min{k>1:Y1+...+4Y,=k—-1}.
Ainsi P;(T;—1 = n) ne dépend pas de i, et donc P;(T;—1 =n) =P1(Tp = n), ce

qui entraine que P;(7T;—1 < 00) = v, en sommant sur n. Nous établissons (7.3.8)
par récurrence, en montrant que P;(Ty < oo) = P;(Ti—1 < 00) x P;_1(Th < 00),
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Vi > 2. Pour cela nous écrivons

]P)i(To < OO) = Pi(TO <oo,Ti 1= f)

1)

Pi(Ty < 00| Ti—y =€) Py(Ti—1 = 1)

e L0V

Pi—l(TO < OO) Pi(Ti—l = f)

~
Il

1
= Pi—l(TO < OO) Z Pi(Ti—l = f) = Pi—l(TO < OO) ]P)i(Ti—l < OO)
£=1

par un argunment analogue a celui utilisé dans (7.3.6). En utilisant (7.3.7), (7.3.8)
et le fait que Py (7T < 00) = v, (7.3.6) se transforme en

v=q(0)+ Y v'q(i),

et la relation v = g(v) est démontrée.

(i) Nous avons vu dans 'étude du processus de branchement que I’équation z =
g(z), z € [0,1], admet 2= 1 pour unique solution si p < 1, et deux solutions
Zz' < 1, 2" = 1 sinon. Pour compléter la preuve, il suffit donc de montrer que
v < z si z est un point fixe positif de g. De fagon analogue a (7.3.8), (7.3.7),
nous avons

Pi(Ti—1 <n) =P (To < n),

et, de fagon analogue a (7.3.6), nous avons

Py (Th € nH1) = q(0) + > Pi(Tp < n) q(i) .

i>1

11 en résulte que v, = P1(Ty < n) vérifie
a1 < q(0)+ Y vl q(i) = g(vn) -

i>1

Mais vg = 0 < z et par un argument de récurrence, nous en déduisons que
v, < g(2) = z puisque g est croissante sur [0, 1]. Le résultat désiré en découle :

v=Pi(To < 0)= lim P1(Tp <n)= lim v, < z.

n—oo n—o0
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7.4 Suites récurrentes aléatoires discrétes

Ce paragraphe unifie les modéles étudiés précédemment.

7.4.1 Probabilités de transition

Définition 7.4.1 Soient E, F' deux espaces dénombrables, et f : F X FF — FE une
fonction. Soit U, : 2 — F une suite de variables-aléatoires indépendantes et de méme
loi. Les variables aléatoires X, : 2 —_FE définies par récurrence par

Xn-‘,—l = f(Xn, Un+1) , n €N (741)
forment une suite appelée suite récurrente aléatoire.

La valeur initiale X sera choisie déterministe ou aléatoire et indépendante de
Un,n>1).

L’analogue déterministe d’une telle suite aléatoire est 1’évolution décrite par une équa-
tion de récurrence

Tny1 = f(on)

homogeéne en temps. Cette dépendance au premier ordre se traduit dans le cas aléatoire
par la propriété de Markov.

Proposition 7.4.2 Pour tout n, la loi de [’état futur X,+1 ne dépend du passé
(X1,...,X,) jusqu’au temps n, que par l'état présent X,,. Cette propriété s’écrit
en terme de probabilités conditionnelles

P(Xpy1=i|Xo=i0, X1 =i1,...,Xn =lin)=P(Xps1 =i| Xp =in), (7.4.2)

pour tous n € N, ig,...1p,, t € F:

Définition 7.4.3 Une suite (X,,)nen Vérifiant la propriété (7.4.2) est appelée une
chaine de Markov.

Preuve. La définition (7.4.1) entraine que

P(Xo =0, .., Xn=in, Xpp1=1)= Y PXo=rio,...,Xp=in,Uns1=75).
J: f(in,j)=t
(7.4.3)

Or les variables Xg,..., X, ne dépendent que de Xo, Uy,...,U,, elles sont indé-
pendantes de Up,41 et le terme général du second membre de (7.4.3) est égal a
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P(Xo =i0,... ,Xn =in) P(Unt1 = j). Par définition des probabilités conditionnelles,
nous en déduisons

P(Xpi1 =i|Xo=io,... . Xp=in)= »_  PUnt1=1j). (7.4.4)

g f(in,5)=1
En sommant dans (7.4.3) sur 4g,. .. ,i,—1, nous obtenons par le méme argument que
le membre de droite de (7.4.4) est aussi égal & P(X,, 41 =i| X, = ip). O

Plus généralement, tout le futur (X,,+x; k' > 0) d’une chaine de Markov ne dépend de
Ihistoire (X, ... X,) que par 1'état présent X,,. Les probabilités

Q(Zvj) = IED(AXnJrl = .7 | Xn = Z) (745)

décrivent la loi d’évolution de la suite entre deux temps successifs. On les appelle
probabilités de transition.

Proposition 7.4.4 La connaissance de la loi'de X et des probabilités de transition
Q(i,7) suffit & caractériser la loi de’la chaine. Plus précisément, si Xy est de loi p(-),
alors

P(Xo =0, X1 =i1,... , Xy =in) = p(io) Qi0, 1) Q(i1,%2) . .. Q(in—1,n) -

Preuve. Nous avons

P(Xo = g, X1 = i1,... , Xp = in)
=P(Xo =10, X1 =11,...,Xn =in|Xo=0d,. ) Xn1=rtn_1)
P(Xo =0, ..., Xn_1 = in—1)
= Qin—1,1n) P(Xo =g, )0 s X1 =in_1| Xo =0, ... , Xn—2 = in_2)
x P(Xo=1ig,...,Xn_2=rin_2).

Nous obtenons le résultat en itérant le raisonnement. O

Exemples :

1. Promenade aléatoire : une particule se déplace sur le réseau Z? en progressant
au hasard a chaque instant n, d'un vecteur U, 4, et sa position X,, a l'instant
n est donnée par
Xn+1 =X, + Un+1
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avec les U, indépendants et de méme loi ¢(-). Dans ce cas,
Qi,J) = P(Xn41 = j| Xn = 1)
=q(j —1)
Une variante intéressante est de supposer que la particule est absorbée lorsqu’elle
sort d’un domaine D C Z®. Dans ce cas,
XnJrl = (Xn + UnJrl) ]-XTLGD + Xn ]-XngéD
ce qui est encore de la forme (7.4.1). Les questions importantes sont alors : la
particule finit-elle par étre-absorbée ? Quand et ol est-elle absorbée ?
Une autre variante est de supposer que la particule est confinée dans D, avec
réflexion au bord. Par exemple en dimension d = 1, avec D := N C Z, on a
Xn—i—l - |Xn + Un+1| .
2. Dans le modéle de file d’attente (7.3.1), on-a
Xn+1 = (Xn - 1)+ + YnJrl

et @ est donnée par (7.3.2).

3. Pour le processus de branchement, Zyii = Zzzz’vl YN, oit YV est le nombre
d’enfants issu du i-éme individu de la N-iéme génération, est bien de la forme
(7.4.1).

4. Un modéle d’inventaire : Le stock d’un entrepdt est représenté a chaque instant

n € N par une v.a. entiére positive X,,. La clientéle effectue des demandes U, 11
entre les instants n et n + 1, (n € N) que'l'on suppose étre des variables aléa-
toires entiéres positives indépendantes-et de méme loi (¢(z),7 € N). La politique
de réapprovisionnement consiste, a chaque instant n pour lequel X,, < a, a ré-
approvisionner au niveau b (0 < a < b), ce qui se fait instantanément. Sous ces
hypothéses, nous pouvons écrire que

Xpi1=(Xp —Upy1)™ si X, >a,

=(b—Uy1)" sinon ,

étant entendu que toute demande U,, n’est satisfaite que dans les limites du
stock.

La suite (X,,,n € N) est une chaine de Markov de la forme (7.4.1). Nous pouvons
nous intéresser au comportement asymptotique (n — oo) de la loi de X,,, a la
fréquence des réapprovisionnements nécessaires (événements {X,, < a}) et a
celle des ruptures de stock (événements {X,, = 0}).
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7.4.2 Stabilité

L’étude de la stabilité des suites récurrentes déterministes x,+1 = f(z,) passe par
létude des points fixes de f (les points x tels que x = f(x)), et des cycles limites.
L’équation analogue pour les suites aléatoires de la définition 7.4.1 est “X a méme loi
que f(X,U)” ot l'on suppose que X et U sont indépendantes. Ici, U est une variable
aléatoire de méme loi que U;. Cette équation ne porte pas sur la variable X, mais sur
sa loi, que ’on appelle loi invariante.

Définition 7.4.5 La probabilité w sur E (est'dite probabilité invariante pour la
sutte récurrente aléatoire si
X indépendante de U }
=

X de loi 7 f(X,U) suit la loi 7 .

Dans ce cas, si Xg est de loi 7, alors X1 = f(Xo, Up) est de loi 7 et par conséquent X,
a pour loi la loi . La suite se trouve alors dans un état stationnaire. En particulier
elle décrit un phénomeéne stable.

Pour étudier la stabilité d’une suite, on'cherchera d’éventuelles probabilités inva-
riantes. Voild un premier critére en'terme de probabilités de transition.

Proposition 7.4.6 La probabilité w sur E est invariante si et seulement si :

3" w() Qg =7() , ViEE.

ieFE

Preuve. En effet, si X est indépendant de U et de loi ,

P(f(X,U)=j) =Y P(f(i,U) = j5 X = 1)

icE

= Y P(f(5,U) = j) w(i)

=Y QUi j) w(i)
i€l

d’aprés (7.4.4) et (7.4.5). Ceci montre la proposition. O

Exemple 7.4.7 Modéle de diffusion d’Ehrenfest. Dans deux enceintes séparées par
une paroi poreuse sont réparties N molécules de gaz. A chaque unité de temps une
molécule choisie au hasard change d’enceinte.

(i) Vision microscopique : Pétat du systéme est représenté comme un vecteur dans

sieme

{0,1}V, la i*®m¢ composante valant 0 et 1 selon que la i particule est dans
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I’enceinte de droite ou dans celle de gauche. Le systéme effectue alors une pro-
menade aléatoire sur le “ cube ” {0, 1}V dite “au plus proche voisin” : & chaque
instant, le systéme saute d’un sommet du cube & I'un des N sommets voisins.
La probabilité uniforme sur {0,1}" est une probabilité invariante.

(ii) Vision macroscopique : les particules sont indistinguables. Le systéme est alors

représenté a I'instant n par le nombre X,, de particules dans ’enceinte de gauche.
Le mécanisme d’évolution se traduit ainsi : introduisons une suite de variables
aléatoires (U,,n > 1) indépendantes de loi uniforme sur {1,2,...N}. Nous
posons

Xnd1osiUpsr > X,
XnJrl = .
Xn—1 siUp+1 £ X,

qui est de la forme (7.4.1). Ses probabilités de transition sont pour ¢ € {0,... N},

et Q(i,7) = 0 sinon. L’espace d’état est I'espace fini ‘\E = {0, ... N}, et aucune
instabilité ne peut se produire. Plutot que de chercher les probabilités invariantes
a l’aide de la proposition 7.4.6, il est plus rapide d’utiliser 'exercice 7.5.8 (i), et
de chercher les solutions de 7(i) Q(i,j) = 7(j) Q(4,j). Nous trouvons aisément
que 7(j) = (?) (1/2)N, c’est-a-dire que 7 est la loi binomiale B(N,1/2).

7.5 [Exercices sur le chapitre 7

EXERCICE 7.5.1 On considére la marche aléatoire S, donnée par (7.1.1). On dé-
finit les événements

Ap ={3n]S,=0 , Si<m Vi<n}

ou la marche visite 0 avant m, (m >k + 1), et

A={3n|S, =0}

ou la marche visite 0.

1) Montrer que la probabilité P(A,,) est donnée par (7.1.4) ou (7.1.5), selon que

p#1/2oup=1/2.

2) Montrer que A,, C A,+1 et calculer la probabilité P(UA,,).

3)) Montrer que A = UA,,. Qu’en déduire ?
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EXERCICE 7.5.2 Déduire de la proposition 7.2.1 que pour des variables aléatoires X;
et N indépendantes et de carré intégrable et Sy = Efil X,

E(Sy) =E(N)E(X) , Var(Sy)=Var(N)(E(X))?+E(N)Var(X),

ot E(X) et Var(X) désignent respectivement les espérance et variance communes
aux X;. Comment s’écrivent ces formules lorsque N est déterministe ?

EXERCICE 7.5.3 Si N, X;, Xo,... sont des variables aléatoires strictement posi-
tives indépendantes, si N suit une loi géométrique sur N d’espérance a avec a > 1
(P(N = k) = (1 — 1)k), et si les X; 'suivent la méme loi géométrique sur N d’es-
pérance b (b > 1), montrer.que Sy = Efvzl X; suit une loi géométrique d’espérance
ab.

EXERCICE 7.5.4 Nous considérons un processus de Galton-Watson (Z,), cri-
tique : sa loi de reproduction est d’espérance E(Y) = 1. Nous supposons que Y est
de carré intégrable et nous notons g sa fonction génératrice.' Nous voulons montrer
que

2

P(Zn 7é 0) ~n—oo m

1) Notons my = E(Y?)etia'= m2771 Montrer, en utilisant un développement limité de

g au voisinage de 1, que pour z € [0, 1], #(z) = ﬁJrawLF(z), avec lim,_,; I'(z) = 0.
2) Soit gn(z) = go...og(z), n fois. Montrer que m = = +na+ A,(z), on
A (x) = 32525 T(g; ().

2
3) Montrer que 1 — g, () ~n—oo Ty

En déduire le résultat.

EXERCICE 7.5.5 Soient (Xn)n; (Yn)n, (Zn)n, des suites de variables indépen-
dantes équidistribuées, prenant les valeurs +1 et —1 avec probabilité %

1) Onnote &, = (Xn, Yn, Zn), et S, = Y71 &, avec par convention Sy = (0, 0,0).

Soit a = (z,y,2) € Z* et No=3,5015,=a-

1-a) Calculer P(S,, = (0,0,0)).

1-b) Montrer que
E(N(O,O,O)) < 400.

(Et donc en conséquence, P(Ng 0y < +00) = 1.)
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1-¢) Reprendre le calcul pour a quelconque.

2) Soit r > 0et B, = {x € Z3, |z| < r}. Montrer que le nombre de visites de la
marche aléatoire .S,, dans B, est presque-siirement fini.

En déduire que |S,,| converge vers +oo presque-stirement, pour toute norme |.| sur

RB
Comparer avec la marche aléatoire simple sur Z.

EXERCICE 7.5.6 Soit un processus de branchement (Z,) tel que Zy = 1 et soit
¢(x) la fonction génératrice de Z;. On'suppose que Z; est de carré intégrable, et on
définit p = E(Z1), 0? = Var(Z).

1) Rappeler la‘formule donnant 1’expression de la fonction génératrice G,, de Z,
en fonction de ¢.

2) Calculer E(Z,) et Var(Z,) en fonction de p et de g

3) Exprimer la fonction génératrice du-couple (Z,,, Z,,), n > m, en fonction de
G et Gy_m.

4) Si n > m, montrer que E(Z, Zn) = p" ™E(Z2).

5

5) On suppose que p > 1. On considére la suite (W,,),, définie par W,, = .

Montrer que pour p > 0, la suite

E((Wptp — Wm)?) converge vers 0 quand.m = 0. (%)

On acceptera que toute suite de Cauchyau sens (*) converge en moyenne quadratique :
il existe donc une variable W € \L? telle que W,, converge en moyenne quadratique
vers W. (i.e. telle que E(W,, —W)?) — 0).

Montrer que
> E(W, = W)?) < oo,

n
En déduire que (W,,),, converge presque-siirement vers W.
Donner la valeur de ’espérance et de la variance de W.

EXERCICE 7.5.7 1) On considére une variable aléatoire Y & valeurs dans N, de
loi géométrique définie pour p €]0, 1] par

P(Y = k) =p"(1 - p).
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Calculer la fonction génératrice de Y. Que vaut 'espérance E(Y') ?

2) Soit (Z,)n un processus de branchement tel que Zy = 1. On suppose que

1—
E(le) — i —ppx7 pour tout z € [07 1[7

avec p # %
Montrer par récurrence sur n que

O P i pr(p" ! —1)
prtt —1— px(p" — 1)’

N ) 2 £ p
ou l'on a posé p = =

3) On suppose & partir de maintenant que p < % Que vaut dans ce cas la proba-
bilité d’extinction de Z,, ?

4) Soit & présent (Z), un nouveau processus de branchement tel que Z§ = 1.
Chaque individu vivant donne naissance<d un'nombre aléatoire de descendants dont
la loi est celle de Z;. De plus, a chaque instant de naissance, on augmente la population
d’un nouvel individu (modéle de processus de branchement avec immigration).

4-a) Soit (Zn)n une famille de variables aléatoires indépendantes telles que, pour
tout n, Z, a meéme loi que Z,,. Montrer que Z; a méme loi que 1+ Z; + ...+ Z,.

4-b) Montrer que
« 1-—
lim E@Z) = 232

n—oo 1—px

4 - ¢) Montrer que
lim B(z?" | Z, > 0) = L(x).

n—o0
Qu’en conclure ?
5) On suppose que la loi de Z; est donnée par
P(Zy =k) =20+ k>0
Montrer que Z; suit une loi géométrique dont on donnera le paramétre.
Montrer par récurrence que G, (z) = E(x?) vérifie dans ce cas que

Gnlz) = n—(n-Nz

n+1—nx
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En déduire que
Zn,

lim IE(—|Zn >0) =1.
n

n—oo

Qu’en conclure ?
EXERCICE 7.5.8 Réversibilité.

Soit E un espace dénombrable. Soit Q(%, j) les noyaux de transition d’une chaine de
Markov sur F, et m une probabilité sur E telle que

(i) Q(i,j) =7(j) Q(it)  Vi,jEE.

(i) Montrer que 7 est une probabilité invariante pour la chaine.

(ii) Montrer que si I’état initial X, est de loi 7, alors (Xp, X1) a méme loi que
(X1, X0). Le processus est alors appelé réversible, car sa loi ne change pas lorsque
I'on inverse le sens du temps.



Chapitre 8

Corrections des exercices

8.1 Corrigés des exercices du chapitre 2

Ezercice 2.6.1 : 1) Soit P, cette probabilité. Alors

P, = 1-—DP(il n’y a pas de personnes ayant leur anniversaire le méme jour)
B 17365><364><...><(36577er1)
N (365)" '

Le calcul donne :

Py = 0,016 ; Pig = 0,284 ; Pao = 0,476 ; Pyy = 0,891 ; Psy = 0,997.

2) Nous cherchons le plus petit entier n tel que (365+ﬁ’2365)n < % Avec une égalité,

la formule de Stirling donne alors qu’approximativement,

n \ —(365+3—n)
o (1- o) =0,5.
e ( o 0,5

En passant au logarithme et en ne gardant que les termes prépondérants, nous obte-
2
nons % = 0,693, d’out n = 23.

Exercice 2.6.2 : Cette formule se montre par récurrence sur n. Elle est triviale pour
n = 1. Remarquons que pour n = 2,

P(A; U Ag) =P(A1) + P(As) — P(A1 N As). (8.1.1)

209
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La formule est donc vérifiée puisque dans ce cas, p1 = P(A;) +P(A4z) et po =P(A; N
As). Supposons que la formule soit vraie pour toute réunion de n — 1 événements.
Montrons-la pour n. Posons By = A1 U...UA,,_1 et By = A,,. En appliquant (8.1.1)
a By et By et la formule de récurrence pour calculer P(By) et P((A1 N A,)U... U
(An—1 N A,)), nous obtenons immédiatement le résultat.

FExercice 2.6.5 :

1) 11 y a une seule possibilité de bonne remise de lettres parmi les n! possibilités. La
probabilité de bonne répartition est dong %
2) Numérotons de 1 & n-les lettres et numérotons par les mémes numéros les boites qui
sont censées leur correspondre. Appelons A; ’événement “La lettre numéro ¢ arrive
dans la boite numéro . Ainsi, A; sera réalisé si la remise de la lettre i est fixée a la
bonne valeur, indépendamment de la maniére aléatoire dont les n — 1 autres lettres
sont distribuées. Nous en déduisons que P(4;) = % De méme, pour deux numéros
quelconques 41 et ig, on aura P(A;, N 4;,) = @

L’événement FE "une lettre au moins-arrive a la bonne adresse" est égal a F =
Ay U---UA,. On peut donc appliquer la formule de Poincaré.

P(E) = > (D' Y P(A,N..NA;)
=1 1<i1 <...<ip <n
C*l)k71

n\ (n—k)! DL (—1)kt
=2 (k)( n!):Z( k)! '

k=1 k=1

=

Remarquons que quand 7 tend vers I'infini, cette quantité tend vers 1 —e™! ~ 0.632.
On se convaincra que pour des valeurs modérées de-n (n=7) on est trés proche de
cette limite.

3) La probabilité pour qu’aucune lettre n’arrive & destination vaut alors

Syl

P(EY) =1-P(E) =Y =L,

k=0

qui tend donc vers e~! = 0,368 quand n tend vers l'infini.

4) d,, = n! P(E®). O

Ezercice 2.6.4 : 1l est immédiat de montrer que pour tout n € N*, 0 <p,, <1 et que
ZHGN* pn == 1
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Exercice 2.6.5 : Notons F et G les événements "fille" ou "garcon".

1. Une configuration possible (F,F) sur 4 configurations : 1

)5

4
2. Une configuration possible sur les 2 configurations (F.,F), (F,G) :
) FaG)a (GaF) : %

3. Une configuration possible sur les 3 configurations (F,F), (

Exercice 2.6.6 : Les probabilités des différents génotypes valent alors, par indépen-

dance
P(AA) =p* , P(Aa) =2pq , P(aa) = ¢°.

La proportion d’allele A dans la deuxiéme génération sera alors
P(A) = P(A|individu de génotype AA) P(AA) + P(A4| individu de génotype Aa) P(Aa)

2pq._

2

et de méme la proportion d’alléle a sera q.

Ezercice 2.6.7 : Notons H le fait d’étre hémophile et, NH le contraire. Nous savons
que

3
P(Reine H) = % ;'IP(3 fils NH|Reine H) = (%) ,

par indépendance des naissances. Nous cherchons a calculer P(Reine H|3 fils NH).
Nous allons utiliser la formule de Bayes. Nous avons

P(3fils NH) = P( 3 fils NH | Reine H ) P( Reine H )
+P(3 fils NH| Reine NH ) P(\Reine NH )

(1)3x1+1,3
—\2 2 2T 9w

1y (1)3 1
d'ot P(Reine H|3 fils NI) = 2430 _ 37 _

kel

De plus,

P(4éme fils H|3 fils NH) = P(4eéme fils H|3 fils H, Reine H) P(Reine H|3 fils NH) =
1,1 _ 1

73 X5~ 18

Ezercice 2.6.8 : Notons A (resp. B, C) 'événement “la Ferrari est derriére la porte
A" (resp. B, C). Soit E I’événement “le présentateur annonce au joueur qu’elle n’est
pas derriére la porte B". On a
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Par ailleurs,

P(E|A) = %,P(E|B) = 0,P(E|C) =1

En effet, si la voiture est derriére A, le présentateur a le choix entre B et C, alors que
si elle est derriére C, il n’a pas le choix puisqu’il ne peut pas parler de A. Ainsi,

1 1 1 1
P(E) =P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) + P(E|C)P(C) = 3 %3 + 375
On en déduit que
P(ANE P(E|A)P(A 1
pAE) - PANE) CBELARW) 1
P(E) P(E) 3
De méme BEIC)PC) 2
P(C|E) = ————— =.
©1B) = ~5E = 3
Il faut donc que le joueur révise son choix.
Ezercice 2.6.9 : 1)
P(Es N Fy)  P(E2)P(F|Es)
P(E2|Fy) = =
=) P(F)
= n\ 1
P(Fp) = ;P(FﬂEn)P(En) et P(Fp|E,) = (2>2—n
On a ]P)(F2|E0) = ]P)(F2|E1) =0.
+oo +oo
n\ 1 (1-2a) 1
Calcul de la somme : dérivée(seconde de la série entiére y_,, .
On obtient P(F3) = W, et
P2 5 27
— 4 _ = o
P(Es|F3) = si20) — 64 = 0,42.
27
2) On caleule P(Ga|F) = HE202).
1/4\1 3(1-2a)
P Fy) =P(Ey)P B|E,) = (1 — 2a)— — =
(G2 N Fy) = P(E)P(G2 N B Ey) = (1 - 2a) 55 <2> 51 1
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81

Exercice 2.6.10 : Remarquons que les événements aléatoires Ay sont indépendants.
Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli 2.5.14, P(lim sup,, Ay) sera égale a 0 ou 1 suivant
que la série de terme général P(Ay) converge ou diverge. La réalisation de Ay entraine
l'existence d’un nombre i € {2% ... 2¥+1 — k} tel que les lancers i,i +1,...,i +k
donnent tous Face. En appelant Ay ; cet événement, nous obtenons

ok+tl_g
P(Ap) < Y P(Ag) =25 =k +1)p" <2"p".
i=2k
Dong, si p < %, nous-en déduisons que la série Y, P(Ay) converge, et par le lemme

de Borel-Cantelli, que P(limsup, Ax) = 0.

Nous allons maintenant montrer que si p > %, la série diverge. Découpons

{2k ... 21 — 1} en a peu prés % morceaux de longueur k, {2% ... 2F +

ky,..., {28+ k+1,...,{2F +2k}. Notons By ; I'événement “tous les lancers du iéme
morceau donnent Face”. Alors

k

2
P(Ax) > P <Eli ed1,..., {?} ; By,; est réalisé ) .

Or les By ; ne concernent pas les mémes lancers et sont donc indépendants. Nous

avons alors

2k _epk
k

P(AS) < P (Vi BS, est réalise ) = (1— pt) 7]~y e
puisque p*¥ — 0 quand k tend vers l'infini. Ainsi, pour k assez grand, P(4;) > 1 —

_en¥ . .
Ce™ "% pour une constante arbitraire proche de 1!

Sip>%,(2L,;)kHooetdonc]P’(Ak)>%

Exercice 2.6.11 : Remarquons que si p et g sont des nombres premiers, alors pNNgN =
pgN. Par ailleurs, si cette probabilité existe, nous aurons

1
P(pgN) = — = P(pN) P(¢N).

pq
Les événements pN et ¢N sont donc indépendants, et de méme pour toute suite finie.
Or Y, premier P(PN) = 400 (série harmonique), et donc par le lemme de Borel-
Cantelli, nous avons que P(imsup,, ,,emic PN) = 1. Ce qui voudrait dire que P-
presque stirement tout nombre entier serait multiple d’une infinité de nombres pre-
miers, et en particulier que ’ensemble des nombres entiers multiples d’une infinité de
nombres premiers serait non vide, ce qui est faux.
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8.2 Corrigés des exercices du chapitre 3

Ezercice 3.7.1 : Pour k > 1, P(X = k)
et Var(X) =3e— e

= ﬁ Nous en déduisons que E(X) =e—1

Ezercice 3.7.2 : Nous pouvons écrire : X = > -y 1r<x. Ainsi,

E(X) = E <Z 1k<X> = i pP (Z lrex p) = i pP(X = p),
p=0 p=0

keN keN

ot nous avons appliqué le théoréme de Fubini pour les séries doubles de termes positifs.

FEzercice 8.7.3 : Soit X; le nombre de blessés dans le i-éme accident. Nous avons
Y = YN, X;. Ainsi, pour s € [0,1],

Gy(s) = B(s")=E(sZm™) =3 F (5L 5N = k) P(N = k)
k
= ) E(s%)...B(s*) P(N = k),
k
par indépendance des variables aléatoires IV, X1,... , Xx. Nous en déduisons que

Gy(s) =) PB(N =k)(Gx(s))" = Gn(CGx(s)).
k
Ainsi, en dérivant cette formule en 1 et en utilisant que Gx(1).=1 et G4 (1) = E(Y),
G (1) =E(X), G’v(1) = E(N), nous obtenons
E(Y) = E(N)E(X) = m p.

De méme, en dérivant de nouveau la fonction génératrice, nous pouvons en déduire
la variance de Y. Tous calculs faits, nous obtenons

Var(Y) = Var(N) (E(X))? + E(N)Var(X) = o? u® + m 7%

Ezercice 3.7.4 : a) Nous savons que S suit la loi de Poisson de paramétre A+ u, comme
somme de variables aléatoires indépendantes, de loi de Poisson de paramétres \ et pu.

b) La loi conditionnelle de X sachant S = n (n > 0) est par définition

- () ()
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—n A
IS=" _  sinon. Cette loi est la loi binomiale B(n )

pour k € [0, n] entier, et pz( Nt u
W

On peut alors calculer E(X | .S = n) en utilisant (3.6.5), mais il est plus rapide d’uti-
liser la valeur np de l'espérance d’une variable de loi B(n,p) (voir (3.5.4)). Ainsi,
E(X |S =n) =n——, ou encore

(X185 =) =y

A

E(X|S)=5—.
(x19) =551

Exercice 3.7.5 : Calculons les lois de Z, Y, et X :

Loide Z: P(Z=k)=%F_ prm= 672—,2k C’est une loi de Poisson de paramétre 2.

Loide X : P(X =n) =372, Pkn = e—w;ﬂ' C’est une loi de Poisson de
parameétre 1, 04.

Nous remarquons immédiatement que Z et X ne sont pas indépendantes puisque

P(Z=k)P(X =n) #P(Z =k; X =n).

LoideY=27-X:

—0,96 m
P(Y =m) =P(Z =X +m) = ;pnﬂnm = #
C’est une loi de Poisson de parameétre 0;96.
Nous observons que que
PX=nY=m) = PZ=n+m;X=n)=PX =n)P(Y =m).

Les v.a. X et Y sont indépendantes.
Loi conditionnelle de X sachant Z = k : pour tout 0 < n < k, nous avons

P(X =n|Z=Fk) = ]P)(X]P)(Z";Zk) k) _ (f;) (0,52)"(0, 48)k .

La loi conditionnelle de X sachant Z = k est donc une loi binomiale B(k;0,52). Son
espérance vaut donc E(X|Z = k) = 0,52k, et E(X|Z)=0,52Z.
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FExercice 3.7.6 :
1)

P(Xp# Xn_1) = P(Xn=0Xn1=1)+P(X,=1,X,_1=0)
= (1-p)p+p(l—p)=2p(1-p).

Par ailleurs,

P(Ap N Ap1) = P(Xn=0,Xn1 =1, Xns1 =1)FP(X, =1, Xp_y = 0, Xpip1 = 0)
= p*(1—p)+p(1—p)>=p(1-p).

Ainsi
1
P(A,NA,—1) =P(A,)P(A,—1) <= p(1 —p) = 4p2(1 —p)Q —p= oL

Cette condition est suffisante pour avoir I'indépendance de la suite (A4,,),. En effet, dés
que les indices k et n sont distants de plus d’une unité, Az et-A,, sont indépendants,
par définition, car les variables aléatoires X,, le sont.

2-a) Forn >2,P(T =n)=P(X; == X, 1; X011 # Xp) =p" 11— p) +p(1 —
p)n—ll

2-b) P(T' < 00) = P(Un>2{T = n}) = (1 =p) Xp1 P" + P na (1 —p)" = 1.

3)

P(X7, X741) = (0,1))

Z ]P)((XnanJrl) = (07 1); T= TL)

n>2

= Y PXy =X =1,X, =0,X,41 =1)
n>2

= (1 —pp" =1
n>2

Puisque nous avons également P((Xr1, X74+1) = (1,0)) = (1 — p)?, ces deux quantités
sont égales si et seulement si p = %

FExercice 8.7.7 :

1) Remarquons que {Uy,(z) = n} = {x = p"y,y € N*, premier avec p}. Ainsi,

QU =n)= 3 Q'y= Y Sm=—r > yi

n,2  p2n
y;yAp=1 y;yApzlp Y p y;yAp=1
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Mais -7 Q(Up =n) = 1,d'ou )7 szn D yiyrp=1 y% = 1. Ainsi Kp =37 np—1 y%
vérifie cK, (1_;_) =1, et cK, =1 — . Finalement, QU, =n) = (1 - %) .

p p

2) QU 2n) =Qz =p"yy EN'}) = ;&3 e 3z = v AL CYpene 57 = L,
puisque Q est une probabilité.

3) Comme ci-dessus,

QUp, >n1,...,Up, > i) = Qzyzi=pi"...p ¢y, y € NY)
c 1
- pimt.. .pi"’“ -
Ainsi les événements {U,, > ni},...,{U,, > ni} sont indépendants. Il en est de
méme des événements {U,, =n1},...,{Up, = ni}, et donc des variables aléatoires.
4) Le calcul donne G(z) = Z’ﬁ—:;, pour z € [0,1]. Il en résulte E(U,) = p21_1 et

VGT'(UP) = (prT)Q .

FExercice 3.7.8 :
1-a) C’est évident.

1-b) La condition suffisante est immédiate. Elle est nécessaire car ¢ > 0, ¢ ne s’annule
quen O ouen 1, et H(p) = >, o(pi) avec Y, pi = 1.

1-c) On utilise le rappel avec I'inégalité inverse car ¢ est concave.
I I 1
- i) S ¢l — i) = el — )
n;¢(p)_¢(n;p) fb(n)

Donc H(p) = Y i é(pi) £ nqb(%) = Inn. L’égalité a lieu si et seulement si p =

(l, e l) car ¢ est strictement concave.
n n

L’interprétation des deux propriétés précédentes est la suivante : I’entropie quantifie
I'incertitude sur I’état p. Dans le cas extréme ot p est une mesure de Dirac, ’entropie
est nulle. Elle est maximale quand tous les états ont la méme probabilité %

2-a) Observons que In Z(0) = Inn.

2-b) On a 55(—(:)”,)) e RS U(w) > U(w'). Nous en déduisons que quand g tend

vers l'infini, pg devient une probabilité uniforme sur Uensemble Q,,,., = {w; U(w) =
ming U}.
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De méme que lorsque 8 — —oo, pug devient une probabilité uniforme sur €,,., =
{w; U(w) = maxq U}. Les limites (3.7.1) s’en suivent immédiatement.

2-¢c) B — Z(f) est non nulle et de classe C*° sur R, il en est donc de méme pour
B — InZ(B). On calcule

(1 Z)'(B) = ZZ/((B = ﬁ) ZU —RUs) = 7<U>:U'/3

=

)= 535 - (55) =7 ZW wn)e PV = (U))”

= Var,,(U) > 0,

Ainsi, 8 — In Z(3) est convexe et strictement convexe si et seulement si la variance
ne s’annule pas, c’est=a-dire si U n’est pas constante.

3-a) Nous déduisons de la question précédente que 3 +— (U),, est strictement dé-
croissante. Comme elle est continue, elle est donc bijective. (3.7.1) nous permet de
conclure.

-b) On a H(pg) = =3 pp(wi) In MB(‘%)

Recherchons les extrémas de, F' : =—Ilnn —1— pU(w;) — A = 0 donne n(w;) =

e~ PUW)=A=1_Op détermine \ par la condition que 7 est une probabilité :

A+1=In) e Ve = z(g).
=1

Ainsi, si us maximise I’entropie, on aura
Inpg(w;) = —pU(w;) — A —1=—pU(w) ~'InZ(8),

d’oul le résultat.

3-c) Nous allons utiliser 'inégalité de’convexité pour la fonction ¢..

*szhlpzﬂLZ 6U Wi pz) an(ﬁ)
= *szlnpzwLZ(p e PUE) - nnZ(p)
B _Zpiln Nﬁ(wz‘)
= _Z:uﬁ wz
< ¢(Zug(wi>%(w

= 2l # (i)
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Nous avons donc montré que pour toute proba p :

H(p) +{( = BU))p < Z(p).
On sait que 14 atteint le maximum de p — H (p)+((—8U)), qui vaut In Z(3). Puisque
¢ est strictement concave, 'inégalité de convexité n’est saturée que si p;/pg(w;) est
un constante, qui ne peut étre autre que 1. Donc p; = pg(w;) et pg est Punique

probabilité qui maximise I’entropie étant donnée ’espérance F.

Ainsi, nous avons démontré le “principe variationnel” :'pour tout S € R,

H(pg) + (= BU))uy =IZ(B) = sup (H(p)+((—BU))p).

D probabilité

De plus, pg est 'unique probabilité qui atteint le maximum.

8.3 Corrigés des exercices du chapitre 4

Ezercice 4.12.1 : 11 suffit d’écrire

E((X = a)")=E((X - E(X))*) + (B(X) — a)*.

Exercice 4.12.2 : Puisque g est de classe C'!, nous avons g(z) = foz g’ (t)dt. Alors

o) =& ( [ gwa) = [7 ([ doar) s

ou f est la densité de X. Alors en appliquant le théoréme de Fubini, nous obtenons

Be0) = [0 ([ tueati)a= [ wree > o

Remarquons que pour g(t) = ¢, nous obtenons E(X) = fooo P(X > t)dt.

En fait, cette propriété est vraie pour toute variable aléatoire X positive. Il faut pour
cela appliquer le théoréme de Fubini & la mesure abstraite P(dw) ® dt.

FEzercice 4.12.3 : 1) La position de I'incendie X suit une loi uniforme sur [0, A]. Nous
cherchons a placer a tel que E(|X —al) = & fOA | —a|dx soit minimum. Il est immeédiat

de montrer que ce minimum vaut a = %.
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o . . <. o0 — .
2) Nous devons alors minimiser la quantité [ Ae™** [z — a|dz. Tous calculs faits,
nous obtenons que a = IHTQ

Ezercice 4.12.4 : Rappel sur la fonction ' : T'(a) =
si et seulement si @ > 0. De plus I'(a + 1) = aF( ),
entier, I'(n + 1) = nl.

f e " dx est convergente
d’ott nous déduisons que pour n

Ainsi, si X est variable aléatoire de densité Cz®~! e~P% sur R, pour «,p > 0, alors

C =&

Nous pouvons utiliser ces préliminaires pour montrer que si X est la durée de fonc-
tionnement de la lampe, alors

1) f est une densité de probabilité,
2) E(X) =8, Var(X) = 32.

3) Par changement de variable et intégration par parties, .nous obtenons également
3

que : P(X >6) =5 e 2.

Ezercice 4.12.5 : Remarquons-que Y € [0, ¢]. De plus, P(Y = 0) = P(X < 0). Donc,
si P(X < 0) # 0, Y ne peut pas avoir de densité. Si P(X < 0) = 0, introduisons une
fonction g continue et bornée sur [0, ¢]. Alors

Blo() = [ atee) fx@)de = [ ) fx (~5 %)

c/ ay

grace au changement de variable : y = ce™ " <= z. = ~§ InZ, pour z € Ry et
y € [0, ¢]. La densité de Y, dans ce cas, vaut donc

fy(y)= e fx <—l lng) Lyo,c[(¥)-

« C

FEzercice 4.12.6 : 1)

+oo —+oo 02
E(e)‘X) = —1 / e 6_% dr = —1 / e_(m o egidx = eL;.
V2T J_so V2T J_oo

2) Puisque e > era 1x>,, nous avons

P(X > a) < 2 )
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pour tout A > 0. En minimisant le terme de droite en A, (minimum atteint en A = a),
nous obtenons finalement que

a2

P(X >a)<e z.

2 +°°1

1o, 1 22
IP’(XZa):\/—Q_ﬂ_/ erm:\/—Q_ﬂ/ Exede:E.

Une intégration par parties donne

Or

teo ] w2 oo 1 g2 1 [F 22 1 a2

—26_de: r—e 2 dr < — rTe 2 dr=—Fe 2.
T 3

a a

Nous en déduisons I'inégalité voulue.

Exercice 4.12.7 : 1) 1l est_ immédiat de vérifier que f est positive et d’intégrale 1.
2)P(X >2)=(%)"siz>aet P(X >2)=1siz <a.

3) Soit X > a. Alors

]P’(X>:c+y|X>x):( a )a (f)a=< ¢ )a.

r+vy a r+vy

Cette quantité tend vers 1 quand x tend vers V'infini.

Cela veut dire que plus X prend de grandes valeurs, plus elle a de chances d’en prendre
de plus grandes. Cela n’est pas vrai pour la loi exponentielle qui n’a pas de mémoire.
Cette loi fut introduite par le marquis de Pareto comme modéle de richesse, celui-ci
ayant remarqué au début du 20éme siécle que 20% de la population possédait 80% des
richesses. D’autres phénomeénes ont ce méme type de propriété : pour un service, 20%
des clients sont responsables de 80% des réclamations; pour une activité sportive,
20% d’entrainement supplémentaire peut amener 80% de performance en plus.

4)

+oo
E(X):aao‘/ %dx<+oo<:>a>1.
a xa

Dans ce cas, E(X) = 2.
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5) De méme,
E(X?) < +00 <= a > 2.

2

Dans ce cas, E(X?) = 2% (X) = CECESER

Exercice 4.12.8 : 1) Loi de X : loi de densité

z2 22y? 1 z2
(z :—xe 5T e T2dy = e 2,
/f v)d 2 / v V2r

X suit une loi normale centrée réduite.

Un calcul analogue montre que la densité de Y vaut fy (y) = 1 Y suit donc une

T 1+ 2
loi de Cauchy. En particulier, Y n’a pas d’espérance.

Puisque le produit de fx et fy n’est clairement pas égal & f, les deux variables
aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

2) Soit g une fonction continue et bornée sur R? On a E(g(X,XY)) =
J g9(z,zy) f(x,y)drxdy. Considérons le changement de variable (z,y) — (x,z = ay).

2 22
Le jacobien vaut z. Ainsi, E(¢(X, XY)) = 5= [ g(z,2)e” Te T dwdz. X et XY sont
indépendantes, et Z = XY 'suit une loi normale centree réduite.

3) X(1+Y) = X+ Z, avec X et Z indépendantes. La somme de deux variables
aléatoires indépendantes de loi normale A(0,1) suit une loi normale N (0, 2).

Ezercice 4.12.9 : 1) Avec les notations du cours, la densité f-du couple (X,Y) vaut
1 ey
f(r,y) = fxjy=y fr(y) = Ir; (x)El[l,-l-oo[(y)ze .

Soit g une fonction continue bornée sur Ri. Le changement de variable (z,y) —
= ay, y) de jacobien y, donne alors que E(g(T,Y)) = E(g(XY,Y)) =
fl I gt y)e -zdtdy. Comme la densitée du couple (T,Y), qui vaut e~*-51g, ()
1[17+OO[( ) s’écrit comme produit d’une fonction de ¢ et d’une fonction de y, nous en
déduisons que T et Y sont indépendantes et que T" a la densité te™"1g, (t).

2) La loi de X a pour densité fx(z fl e Wady = e *. Ainsi X suit une loi
exponentielle de paramétre 1 et la 101 conditionnelle de Y sachant X = x admet la
densité fy|x—.(y) = ];gf(’g)) —w(y—1)1[1,+oo[(y)a pour z > 0.

3) Nous en déduisons que E(Y|X = z) = [~ yae W Vdy = (£) 15, (z). Ainsi,
B(Y|X) = X£1.
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Ezercice 4.12.10 :

Soit h une fonction continue bornée sur R;. Comme X et Y sont indépendantes,
nous avons

1 1
E(h(XY)) = Z/ h(ny)P(X =n)dy = ZP(X = n)/ h(ny)dy.
n 0 n 0
Pour n # 0, posons z = ny. Alors

BOYP(X = 0) + 3 P(x n)% / " n(2)dz

RO)P(X = 0) +/ <Z @yw (z)> h(z)dz.

n

E(h(XY))

Ainsi, Z admet une densité si et seulement si P(X = 0) = 0.

Ezercice 4.12.11 :

Loide X :
Sl n " T(n+1) Jé] a \"
P(X = n) = (e+B)y (ay) W = ( ) .
( n) 6/0 € ol Y n!ﬂ(a—i-ﬁ)"""l a+B\a+8
Ainsi, X suit une loi géométrique de paramétre aiw

LoideY :
Y n Y
_ —(a+B)u (au) _ —Bu
P(ng)fg ﬂ/oe i dufﬂoe du.

n>0

Ainsi, Y suit une loi exponentielle de paramétre 3.

Ezxercice 4.12.12 : 1) Soit h june fonction continue bornée sur [0,1]". Alors
1 1
E(h(U1,...,Un)) = fo . "fo h(z1,z122,... ,21...Zp)dx1 ... dxy. On pose u; =
T1,Uz = X1T2,...,Up, = T1...T,. Le jacobien de cette transformation vaut
U1 ... up—1. Nous en déduisons que E(h(Uy, ... ,Uy,)) = [h(ut,... ,un)lo<us<...<un<1
1

ul»»»}J«n—l duy ...duy. Laloide (Un,...,U,) a donc la densité Lo<y, <. <u,<1

UL Up—1 "

2) Uy, = Up—1X,, et U,_1 et X,, sont indépendantes. D’out si g est une fonction
continue bornée sur [0, 1]?,

E(!](Um Un-1)) = /g(un—lxm Un—1)fx, (xn)fUnq (un—l)dun—ldmn

1 u
= / / g(zvu)fUnfl(u)ledu'
o Jo u



224 Chapitre 8 — Corrections des exercices

Ainsi, la loi conditionnelle de U,, sachant U,,_1; = u aura la densité z — %lzgu.

FEzercice 4.12.13 : 1) Soit f une fonction continue bornée sur Ry x [0,27[ . Alors
E(f(R,©) = & [*2 [*2° f(r,0)e " dudy = £ [ [27 f(r,0)e % rdrdf. D'ou

27 J—o0

7‘2
R admet la loi de densité re” =z 1,50 et O la loi uniforme sur [0,27], et R et O sont
indépendants.

R? et © sont indépendants, et si h est une fonction continue bornée sur R,
E(h(R?) = [° h(r2)re=""2dr = 35 [ h(z)e=*/2dz. R? suit une loi exponentielle
de paramétre %

2) Nous avons vu que R? peut se simuler en prenant —2InU, ot U suit une loi
uniforme sur [0, 1]. © va étre simulée par 27V, ot V' suit une loi uniforme sur [0, 1], et
U et V sont indépendants (comme R? et ©). Alors X = Rcos© = v/—2InU cos(2rV)
et Y =+v—2InUsin(27V).

3) Soit g une fonction continue bornée sur Ry E(g(%)) = E(g(tan®)) =
L 27 g(tan@)dd = L f%,r g(tan 9)d9 La fonction 6 — tan 6 est inversible sur |-Z, 7.

On obtlent E(g % =1 fR Donc ¥ suit une loi de Cauchy.

1+t2 X

Exercice 4.12.14 : 1) Soit x < y.
P(X ;Y <y) =P(Zy < y,Vk) —Ple < Zp <y,Vk) = F(y)" = (F(y) — F(z))",

par indépendance des Zi. Ainsi, Fx(z) =1 =/(1=F(x))", et Fy(y) = F(y)".

2) F est dérivable de dérivée f. Ainsi, X admet une densité qui vaut fx(z) = F§ (z) =
n(l — F(z))" 1 f(x), et de méme Y admet la densité fy (y) = n(F(y))" 1 f(y).

La densité du couple (X,Y") vaut h(z,y) = afc)ayF( y), ot F(z,y) =P(X <z;Y <

y). Ainsi, nous obtenons h(x,y) = n(n — 1)(F(Y) — F(2))"~2f(z)f(y).

3) F(xz) = x. Nous avons donc fx(z) = gy (b— )"~ "y (2), fr(y) = T W —
a)"  yqpi(y), Az, y) = ?b("a)l)(y — )" Laca<y<h-

Les calculs donnent E(X) = +1, EY) = b— ?, Var(X) = Var(Y) =
% Cou(X,Y) = %, et p(X,Y) = ﬁ. Ainsi, plus n est grand, moins

les variables X et Y sont corrélées, ce qui est raisonnable!
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Ezercice 4.12.15 : 1)

P(M>a;D>bX>Y) = )\;L/ / e e M drdy = M~ tp)a
y>a Jx>y+b A+ 1%

. . _ _ A
2)P(X >Y) =P(M > 0D >0,X >Y) = ;4 PX <Y) = 2, P(M >

X >Y)= AJ;—He*W#)a, P(M>a;X <Y) = ﬁe*@ﬂ)a. Ainsi, M suit une loi
exponentielle de paramétre A + p. De plus,
P(M > 0;D>b;X >Y) b

P(D >b|X >Y) = BT —c

La loi conditionnelle de-D sachant X > Y est donc une loi exponentielle de paramétre
A. De méme, la loi conditionnelle de D sachant X < Y est une loi exponentielle de
parametre p.

3) Nous remarquons que P(M > a; X >Y) =P(M > a)P(X >Y).

4) Nous pouvons montrer par récurrence que min; <;<» X;suit une loi exponentielle de

N . A .
parameétre > ;i Ai, que P(Xp = mini <<, X;) = 27’“_, et que minj<;<p X;
<i< -

Ai
i<n
et { X = minj<;<, X; } sont indépendants.

8.4 Corrigés des exercices du chapitre 5

Ezercice 5.4.1 : 1) E(X,,) = 1.

2) Puisque 3,5, un < 400, la suite (u,), tend vers 0 et donc - tend vers +oc.
Ainsi, pour ¢ fixé et n assez grand, P(X,, > &) = P(X,, = 1) = u,, qui tend vers 0.

Un

Donc X, E 0.

Les ensembles A, = {|X,| > ¢} vérifient que Y, P(A,) < oo, par hypothése.
Alors, par la premiére partie du lemme de de Borel-Cantelli (Théoréme 2.5.14),
P(limsup,, A,) = 0. Ainsi presque-stirement, au plus un nombre fini de A,, sont réa-

.S.
lisés. Il en résulte que X, i 0.

8.
3) Nous en déduisons par un argument de limite de Césaro que % i 0 quand

n tend vers linfini.

Cé résultat n’est pas en contradiction avec la loi des grands nombres, bien que
E(X,) = 1. En effet, les variables aléatoires X,, n’ont pas les mémes lois, donc nous
ne sommes pas sous les hypothéses de la LGN.
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Exercice 5.4.2 : Considérons un réel M > 0 donné. Alors les variables aléatoires bor-
nées X; A M satisfont les hypothéses de la loi des grands nombres. Nous en déduisons
XiAM 4+ Xy AM P-S E(X; A M).

que m
Soit maintenant une suite M}, de réels qui tend vers I'infini. Pour chaque k, il existe
Xy (w)AM+-- +X (W)AM}, N

un ensemble négligeable Nj en dehors duquel pour tout w,
E(X1 A Mg). Alors N = Ui Ny, est encore négligeable (comme reumon dénombrable
d’ensembles négligeables), et pour w ¢ N, Vk, 2L AMuttXn @AMy, 1 x) A M).
Nous pouvons alors faire tendre &k vers 'infini, et nous en dedu1sons que pour w ¢ N,

M — E(X;) = 400, d’ou la convergence presque-sure de % vers
+00.
Ezxercice 5.4.3 : 1)La’loi des grands nombres entraine que M,, = % —ps. T

et donc, puisque [ est continue,

(X1_|_...

n

f

+Xn> —p.s. f(z).

f étant continue sur [0, 1], elle est bornée. Ainsi, les variables aléatoires f (%)

le sont également. Nous pouvons alors appliquer le théoréme de convergence dominée,

o( () = () o — s

On appelle les polynoémes P, (z) = S j_; f (£) 2* (1—2)"~* polynomes de Bernstein.

2) f est uniformément continue sur [0, 1] : Ve > 0, Ja, telque Vr,y € [0,1] , [z —y| <
a=|f(x) — f(y)| < e. Nous avons alors

|E (f (My)) — f(=)]

<E(If (M) — f@)| 20, —a5ar) T E (If (Mn) = f(2)] Ljat,—z)<a})
<2/ fllocP(|My, — 2| > ) + £

< 2||f|| Var(Xl ||f||00

2 no?

57
par linégalité de Bienaymeé-Chebyshev, puisque Var(X;) = z (1 —z) < 1.

Nous avons donc prouvé : Toute fonction continue sur [0, 1] est approchée uniformé-
ment par une suite de polynomes. (Théoréme de Weierstrass)

Ezercice 5.4.4 : 1) M(u) = eu’o? /2.
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2) Nous avons : eu(Sn—nm) > €"1g, _nm>a, d'oll

E(eu(sn —nm) )

P(S, —nm > a) < =e " (M(u)",

eua
par indépendance des Xj.
3)
P(|Y, —m|>¢) = P(S, —nm>ne)+P(Sy,—~nm < —ne)
< e (M) e (M () = 267 (M ()"
< 2677171567171202/27 Yu > 0.

La meilleure majoration va étre obtenue en minimisant I’exposant, c’est-a-dire pour
u = €. Nous en déduisons I'inégalité de Chernov.

4) Par l'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, P(|Y,, —m| > ¢) < V%EY") Ainsi, P(|Y;, —
m| <e)>adésquel— 2 <l-a= 0,05. Avec & = 0,05, il vient que n > 80000.

7’7,62 —

Par I'inégalité de Chernov, nous obtenons 26_"2_502 < 0,05. Il vient que n > 29512. Pour
avoir une évaluation du méme ordre de la probabilité cherchée, nous pouvons donc
prendre un échantillon beaucoup plus petit si nous utilisons I'inégalité de Chernov. A
taille d’échantillon fixée, nous aurons une meilleure évaluation avec cette inégalité.

FEzxercice 5.4.5 :

1 n
Sp=50(14+Ry)...(1+ R,) = Soexp (ng Zln(l + Rk)> .
k=1

Or, R; > —1,donc —1 < E(Ry)(< o0, et In(1+E(Ry)) < oo. Par 'inégalité de Jensen,
nous en déduisons que E(In(1 + R;)) < In(1 4+ E(R;1)) < oo. Nous pouvons alors
appliquer la loi des grands nombres : 2 5°7_, In(14 R;;) — E(In(1+ Ry)). Ainsi, pour
n assez grand, .S, va se comporter presque-siirement comme Sy exp (nE(In(1 4+ Ry))).

Si E(R;) = 0, (et Ry non identiquement nulle), alors E(In(1 + Ry)) < 0, et S, va
décroitre exponentiellement vite vers 0.

FEzxercice 5.4.6 : Les deux premiéres questions se résolvent comme dans ’exercice 5.4.3.

3) Supposons que les X; suivent des lois uniformes sur [0, 1]. Alors a = %, et lim, I,, =

9(3).
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4) Le résultat sur la somme de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
se démontre par récurrence. En appliquant ce résultat, nous aurons donc

=1 ; ~ i n—1_—% — n" 1 - 1 77(‘1
f(a)fhrrln a"(nl)!/o f(n)z e odz = hrn / 1) ndt.
En posant F fo e~ dx, nous obtenons
FO=D(2) = (—1)"~ 1f0 (t)t"le~ " dt. D’ou le résultat.

Ezercice 54.7:1)E(U) = E(V) = E(W).=m. Var( ) = (1 —m); Var(V) =
fo z)dz—m? < Var(U), car g <1. Var(W) = 3 fo () +g(x)g(1 —z))dz —m?.

2) Soient X; et Y; des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On
peut appliquer la loi des grands nombres aux variables correspondantes U;, V; et W;.
Ainsi, nous aurons : =31 g(X;), 5= S (9(Xs) + 9(1 — X)) et = 370 Ly, gxn)
convergent presque-siirement vers m.

3) La monotonie de g entraine que E((g(X)—¢(Y))(g(1=X)—¢(1—-Y))) < 0. Nous en
déduisons que 2E(g(X)g(1— X)) 2E(g(Y)g(1— X)) <0 Or, E(g(Y)g(1—X)) = m?.

Donc fo g(1—z)dzx < m?. Par ailleurs, m? < f g*(z)dz. Finalement, nous avons

Var(Wy < % (/o g*(x)dx — m2> < %Var(V).

4) Var(Ay) = 5=Var(V) et Var(By,) = +Var(W). La comparaison ci-dessus entraine
que B, est le meilleur.

8.5 Corrigés des exercices du chapitre 6

2
Exercice 6.6.1 : Soit t un réel. Alors ¢(t) = qﬁ%(t) = ¢X+y(%) = (qb(\%)) .

277
t
2" )
exp (2” In ¢ (W)) Comme X est centrée et a un moment d’ordre 2 02 = E(X?), ¢
est deux fois dérivable en 0 et

()L we(E)

gn
Nous en déduisons que lim,,_, o0 (qb (\/’%n )) = e t*/2. Ainsi, o(t) = et’/2 et X et
Y suivent des lois A/(0,1).

Par récurrence, nous en déduisons que pour tout n, ¢(t) (
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Ezercice 6.6.2 : m = fol 2?dr = . Var(g(X)) = £ = 0. Le TCL nous dit que

v QnM converge vers une variable aléatoire de loi A/(0,1). Nous aurons

V2 9
P(|A, —m| > ¢) = ('\/ )‘> "€>0,05<:> 0”5:1,96.

g

En prenant € = 0,01, nous obtenons n = 1708.

Etudions maintenant l'estimateur B,,. Var(W) = 3 fo ()g(1—2))dx—m? =
180 = (32. Le méme raisonnement que precedemment nous dlt que n dans ce cas doit

vérifier \/B_E = 1,96 avec ¢ = 0,01. Cela‘donne n = 214, ce qui est bien meilleur
comme nous ’avions prévu.

Exercice 6.6.3 : 1) ¢x(t) = * f oo ff; dz. Npus appliquons le théoréme des résidus.
_ et 1

'Ltz itz
Nous considérons la fonction de variable complexe f(z) = W(1+Z2) 2w (E - z_+z>
qui a les deux poles i et —i. Pour t > 0, prenons comme contour I' le demi-cercle

supérieur de centre 0 et de rayon R, qui encercle 1. Alors lai formule des résidus donne
Jp f(2)dz = 2imRes(f,). Nous avons Res(f,i) =

2m, d’ou

R itx
et :/ 2 der/ f(z)dz.
r1+a? I'\[~R,R]

. itR cos 6  —tRsin 6 . . .
Mais sur ce contour, f(z) = £ - qui tend vers 0 quand R tend vers l'infini

(car sin@ > 0). Pour ¢ < 0, nous prenons l'autre contour et nous obtenons e!. Ainsi,
la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de Cauchy vaut ¢x (t) = eIl

2) gox (t) = e 121 = (¢x ()%

. + _ 2
Ezercice 6.6.4 : 1) ¢x(t) = [T e ge~|ledy = e
2) Y a une densité qui ne chargeique y > 1. Donc Y > 0 presque-stirement.

Soit f la densité de X et g celle de Y. Nous avons (par le théoréme de Fubini et la
question précédente),

+oo oo +o0 oo e
/ / v f(x)g(y)dady = / 9(y)dy (/ e Zf(w)dﬂﬂ)
+oo 2 2 +oo 242
y2a 1 ya
/ 9(y) (y2a2+t2) Y /1 y2 y2a2 + t2 Y

oo

- 2 (2~ arctan |t|))

S
<>

—~

Nt
I
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Ezercice 6.6.5 : 1) Supposons que A(6) N A(0') # 0. Si w € A(9) N A(¢), alors
X1(w)cosf+ Xa(w)sinf € F et X;(w)cosb + Xo(w)sind’ € F. Puisque 6 # 6, tous
deux dans [0, Z[, cos 0 sin 6 —sin  cos ¢’ = sin(60—6") # 0. Cela entraine que X; (w) € F
et Xo(w) € F. Contradictoire avec le fait que X;(w)sinf — Xo(w) cosf ¢ F.
X1
~ X,
centré et de matrice de covariance diagonale par bloc, chaque bloc étant la matrice de
X cosf + Xosinf ) B M( X, )
Xy sin@ — Xs cosf .CWA
Nous utilisons alors la formule Cy = M C}}M et obtenons que Cyy = Cy . Les deux
vecteurs gaussiens, ayant méme espérance et méme matrice de covariance, ont donc
méme loi.

2) Comme X; et Xo sont indépendantes, le vecteur V = ( ) est gaussien

covariance de X . Nous remarquons que W = (

Nous en déduisons en particulier que P(A(#)) = P(A(0)), pour tout 6.

s

3) Supposons que P(A(0)) =1 > 0. Alors pour n angles 0; distincts de [0, 5[, comme
les A(6;) sont disjoints, nous aurions P(U; A(6;)) = nn. Pour n grand, nous obtien-
drions que cette probabilité est strictement supérieure a 1-ce qui est absurde. D’ot
P(A(0)) = 0.

Exercice 6.6.6 : 1l suffit. de prouver que pour f; et fo des fonctions continues bornées,
et fo lipschitzienne de constante de lipschitzianité C', E(f1(X,)f2(Ys)) converge vers

E(f1(X)f2(y)) = f2(y) E(f1(X)), puisque y est constante.

En nous inspirant de la preuve du lemme de Slutsky 6.3.8, nous écrivons pour € > 0,

[E(f1(Xn) f2(Yn)) — E(f1(X) f2(y))]
< 2] E(f1(Xn)) = E(f1(X))] + E (X)) 2(Ya) — f2(y)])
< | felloo [E(f1(Xn)) — E(f1 (X)) [HCe ]| filloo + 2| fillooll f2llcP(1Yr — y| > €).

Les termes de gauche et de droite tendent vers 0 quand n tend vers l'infini, par
hypothése. Comme I'inégalité est vraie pour tout € > 0, nous en déduisons le résultat.

Puisque (x,y) — = + y et (x,y) — zy sont des fonctions continues, il est immédiat
que X, +Y, et X,,Y,, convergent en loi respectivement vers X + y et Xy.

Ezxercice 6.6.7 : Préliminaire : Il suffit d’adapter la preuve de la proposition 6.3.5 en
approchant les indicatrices d’intervalles | — oo, b] par des fonctions bornées de classe
C? avec dérivées premiére et seconde bornées et uniformément continues.

1) Nous avons Wi, + X;n = Wi_1n + Yi_1,. Alnsi, par un argument de somme
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télescopique, nous obtenons

n

=1

2) Puisque X ,, et Y; ,, sont petits pour n grand, nous allons utiliser un développement
de Taylor. Nous pouvons écrire

1
f(Wz,n + Xz,n) - f(Wz,n) + f/(Wi,n)Xi,n + if//(Wi,n)(Xi,n)2 + RX.,i,ny

ot Rxin = 2(Xin)?(f" (Win+0X; )= f" (Wi ) pour un 0 < 6 < 1. D’une part nous
avons |Rx i n| < (X7 21 f"|]os- D’autre part, pulsque /" est uniformément continue,
pour € > 0 donné, il existe § > 0, tel que |Rx ;| < e (X;n)?, pour |X;,| < 4. Nous
en déduisons que

IRxinl < (Xin)? (e1x, <5 + 1 loo1ix, 0 1>6) -

3) Une inégalité similaire & ci-dessus est vrai pour ¥; j,."Nous substituons alors ces
approximations de Taylor dans (6.6.1). En prenant 'espérance, du fait que X; ,, et i
sont centrées, et que E(X7?,) = + =E(Y?)), et que X, ,, et ¥;,, sont indépendantes
de W; p, nous en déduisons que

> E(|Rx.in| + [Ryinl)

[E(f(Tn) = E(f(T7)| <
i=1
- 2 2 1" 2 2
< D ERX 4 Y2 + 1 Nloo B(XE 01y, 156 + YinLivi 150))
i=1
" 2 2
< 2+ [l B (XT1 x, 1m6vm + Y5 by seva) -

4) Comme E(X?) = 1, lim, E (X1211X1\>6\/ﬁ> = 0, et de méme pour Y;. Puisque le
choix de ¢ est arbitraire, nous en déduisons finalement que |[E(f(T,) —E(f(7T})| — 0,
quand n tend vers I'infini, d’ou le théoréme de la limite centrale.

Ezercice 6.6.8 : 1) Si 2» % converge en probabilité, alors =2 F f converge en probabi-

lité vers 0. Cette dlfference vaut (F f)(Xl +...+Xn)+ m(Xgn_;,_l +...+Xop).
C’est la somme de deux variables aléatoires 1ndependantes. C’est donc une variable
aléatoire centrée de variance %(naQ) + 2

2na —02. Cette quantité ne peut donc pas
tendre en probabilité vers 0.

2) Si a < 1/2, alors pour tout 5 > 0 fixé, on a Bnt/2= — 400 quand n — oco. Alors
pour tout A > 0, 3ng, tel que n > ng < Bn'/2=> > A. Alors P(nﬂ% —m|>p) =
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P(y/n|22 —m| > fn'/?7®) < P(y/n|2= —m| > A). Comme /n(Z= —m) converge en loi
vers une variable aléatoire de loi N'(0, 1) ayant une fonction de répartition continue, les
fonctions de répartition convergent, et en particulier, lim sup,, P(nﬂ% —m|>0) <
SP(JNV(0,1)| > A). Si A tend vers I'infini, nous obtenons que lim sup,, P(n?| i—" —m| >
B =o.

1

Pour o > 1/2, un raisonnement analogue permet de montrer que lim sup,, P(ﬁ
ne|[=%—m

> %) =0, d’ou na|‘%” — m/| tend vers 400 en probabiliteé.

Ewercice 6.6.9 : 1) E(X,) = p, Var(X,) = 202,

2) La loi des grands nombres implique que X,, converge presque-stirement et dans L'
vers p.

3) L’intervalle de confiance aura la forme [X,, — T XnJrﬁ], ol ffcg(z)dz =0,9,
avec g la densité de la loi normale N (0, 1). La table numérique donne ¢ = 1, 645. Nous
en déduisons alors la fourchette d’estimation 0,64 — L6490 <p<0,64+ L645 it

20 20 °
encore 0,56 < p <0, 72.

8.6 Corrigés des exercices du chapitre 7

Ezercice 7.5.1 : 1) P(A,,) est la probabilité que partant de k, la marche revienne a 0
avant d’atteindre m, ce qui est calculé dans (7.1.4) et (7.1.5).

2) L’inclusion est immédiate. Comme les A, sontcroissants, P(UA,,) = lim,, P(4,,).
m

k
Alnsi, pour p < 1/2, P(UA,,) =1, et pour'p > 1/2, P(UA,,) = (%) .

3) Remarquons que {S,, = 0} C A,,+r+1 pour chaque n, puisque la marche aléatoire
partant de k ne peut pas monter en n + k£ + 1 en moins de n étapes. Ainsi, A =
Un{Sn = 0} C UpA,,. L’autre inclusion est immeédiate. Nous en déduisons que si
p < 1/2, la marche aléatoire atteindra 0 en partant de n’importe quelle valeur k avec
probabilité 1 alors que si p > 1/2, elle n’atteindra pas 0 avec probabilité strictement
positive.

Exercice 7.5.2 : Soit g la fonction génératrice de X et G celle de N. Alors celle de Sy
vaut I' = G o g, comme nous ’avons vu & la proposition 7.2.1. Nous avons donc

I'(z) = G'(g(x)) g’ (2).
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Ainsi, IV(1) = G'(1) ¢'(1), d’ot E(Sn) = E(N)E(X). Nous avons également I' () =
G"(g9(z)) (¢'(2))?>+G'(g(x)) g" (x). Or T(1) = E(S% — Sn). En remplagant également
g"”(1) et G"(1) par leurs valeurs, nous trouvons la formule demandée.

Quand N est déterministe, nous retrouvons les formules classiques pour les variables
aléatoires indépendantes : E(Sy) = NE(X) et Var(Sy) = NVar(X).

Ezxercice 7.5.8 : Nous avons vu que la fonction génératrice d’une loi géométrique
de paramétre % est égale & G,(x) = +Ainsi la fonction génératrice de Sy
vaudra Ga [©) Gb(l’) = tw—(;Tl)m'
géométrique de paramétre ab.

a—(az—l)a:

Nous reconnaissons la fonction génératrice d’une loi

Ezercice 7.5.4 : 1) Comme g(1) =1, ¢’(1) =1, et ¢’’(1) = ma — 1, un développement
limité de g au voisinage de 1 donne que pour z € [0, 1],

1—g(z) =(1—2)— (1-2)*a+ (@< 1)*y(),

ot v(z) tend vers 0 quand x tend vers“l. En prenant les inverses, nous obtenons

1—1(1) = +a+T(z), avec lim, 1 I'(z) = 0.

2) En réitérant cette égalité en changeant x en g(z) nous obtenons la formule pour
n = 2 et de proche en proche pour n.

3) A z fixé, nous savons que g;(z) tend vers 1 = m quand j tend vers l'infini (car 1 est
le seul point fixe de g(s) = s). Ainsi, I'(g;(z)) tend vers 0 quand j tend vers I'infini,
et il en est de méme pour la somme de Césaro A”T(I) = %27:_01 I'(gj(z)) quand n
tend vers l'infini. Ainsi,

1 1 2

A.@) T g

na

1 1
_gn(x)_E1+ﬁ+

Ezercice 7.5.5 : 1-a) P(S, = (0,0,0)) = (P(X7-, X; = 0))*. Or P(3°j_; X; =0) =0

si n est impair, et si n = 2k, P(E?il X;=0)= (Qkk) (%)%.

1-b) E(No.0.0) = S0 P(Sn = (0,0,0)) = 3 (3) (3)**. Or par la formule de Stir-
ling (i.e. k! ~pmoo V21k (%)k), nous en déduisons que le terme général de la sé-

3
rie est équivalent, quand k tend vers l'infini, a (ﬁ) . La série converge donc, et
E(N(01070)) < 400.
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1-¢) Si a = (a1,as2,a3), alors, par un raisonnement similaire, P(S,, = a) =
3

|JE (a%2) (3)". Nous pouvons montrer que P(S, = a) ~ ( , et donc la sé-
2

rie de terme général P(S,, = a) converge. Nous en déduisons que E(Na) SR P(S, =
a) < +oo.

2) Par la question précédente, nous savons que N, < 400 presque-sirement. Comme
B, est fini, il en est de méme de " ,cp N,. Alors, avec probabilité 1, il existe N
tel que S, ¢ B, pour tout n > N. Nous en déduisons que |S,| converge vers +o0o
presque-sirement.

Ce comportement, dit transient, est trés différent de celui de la marche aléatoire
simple sur Z, qui est récurrente :)il'y a presque-siirement une infinité de retours a 0
ou dans chaque état.
Ezercice 7.5.6 : 1) G, = ¢o...0 ¢, n fois.
2) Par l'exercice 7.5.2, nous obtenons E(Z,,) = p", et Var(Z;) vérifie

Var(Zns1) = p? Var(Z,) + o?p".
Nous pouvons alors montrer par récurrence que Var(Z,) = o?(p*"=2 + ...+ p"71).

3)
Y) = P(Znm =k, Zn = Day' = P(Zo = k)P(Zn = U|Z, = k)z"y!
k,l k,l

Si Z,, = k, alors Z,, est la somme de k variables aléatoires indépendantes de méme
loi que Z,,_,, issu de chacun des m individus de la génération m. Ainsi,

Glz,y) = ZIP’(Zm:k) <Z]P’( em = Dy > T —Z]P’ ¥ (Grom(y))F
k l

= Gu(zGn-m(y)):

azgyG(xv y)(1,1). On calcule

4) Ona E(Zy Zy) =
anyG(w Y)(@,y) = G (@ Gnom(y)) G (¥)+Crnem (y) © G (y) (Gm)" (# Grmm (y))-

Nous en déduisons que E(Z,, Z,,) = p"+p" "™ (Gp)" (1) = p"+p" ™(E(X2)—p™) =
P E(Z7).

5) On a E(W7) = ]Ef(nzjf) — VarlZy)+p™

5 (Lt pt.tp ) =1+
o? 1
p(p—1) (1_7)'
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Nous avons E((Wy4p — Wy)?) = E(Whip)?) — E(Wy)?), car E(Wyyp Wy) =
PPE((W,,)?) par la question précedente. Ainsi,

2 o? 1 1 - o? » 1
B(er =) = 5 (= ) = s

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

En faisant tendre p vers I'infini dans I'expression ci-dessus, nous obtenons que E((W —

Wo)?) = p(;’—il) anv et p > 1. Ainsi la série de terme général E((W — W,,)?) converge.
Par suite, la variable aléatoire Y, (W, = W)? est finie presque-siirement, et donc en
particulier son terme général tend vers 0. Nous en concluons donc que (W,, — W)?2

converge presque-sirement vers 0.

0,2
p(p—1)"

Nous avons E(W) = lim, E(W,,) =1 et Var(W) = lim, Var(W,,) =

Ewercice 7.5.7 : 1) Soit x € [0,1]. Alors g(z) = E(aY) = S, 2Fp*(1 — p) = =L,
EY)=9(Q1) =5 =0»

2) Rappelons que la fonction, génératrice de Z,, vaut go ... o g, n fois. La formule se
vérifie aisément. Remarquoens que p — 1 se met en facteur dans chaque terme.

3) Sip < i, alors ﬁ < 1. Ainsi, espérance de la loi de reproduction est infé-
rieure a 1, nous sommes dans le cas d’un branchement sous-critique et la probabilité

d’extinction vaut 1.

4-a) A chaque temps n, Z; est composé de un migrant, plus)la’ premiére génération
7y issu du migrant précédent, plus la deuxiéme génération issu du migrant arrivé au
temps d’avant plus ... plus la population:issu'de 'ancétre. Comme les racines de
ces processus de branchement sont<indépendantes, les arbres qui en sont issus sont
indépendants, et de méme loi. Ainsi, Z* a méme loi que 1+ Zi+ ...+ Zn, ot les Z,,
sont indépendants et Zn de'loi Z,.

4-b) Nous en déduisons que E(z%n) = 2G1(x) ... Gy (x), out G, est la fonction géné-
ratrice de Z,,. Ainsi, par la question 2),

Comme p < 1, p™ tend vers 0. Ainsi, lim, o, E(z%n) = z
L(z).
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4 - ¢) Par la question précédente,

E(x%"17 <0) E(zx%") —P(Z, = 0)
E(zZr | Z, > 0) = ———2n=0
o ) P(Z, > 0) 1-P(Z, =0)

pr=l—pz(p"'-1)  _p"-—1

_ prtl—l—pax(pn—1) pril-1

- 1_ "1 ‘

pn+1_1
Le calcul montre que cette probabilité conditionnelle converge vers z(=p) quand n

tend vers l'infini. Cette fonction génératrice est non triviale, ce qui1 V%gilt dire que
le processus conditionné & ne jamais s’éteindre converge vers une variable aléatoire
strictement positive, et finie presque-stirement, de méme loi que la limite de Z}; lorsque
n tend vers l'infini..

5) La loi de Z; est alors une loi géométrique de parameétre % Ainsi I'espérance vaut
1 et le branchement est critique.

La récurrence donnant la valeur de G,, s’établit sans probléme.

OnalP(Z,=0)= nL-l-l Nous en déduisons que

P(Z,>0) 1-35 n’

Zn 1
E(%’Zn>0>:E(nlzn>0) n ntl

qui tend vers 1 quand n tend vers l'infini. Ainsi, dans ce cas critique, I’espérance du
processus conditionné a la non-extinction tend vers l'infini quand n tend vers 'infini.

Ezercice 7.5.8 : (i) Nous devons montrer que >, m(i) Q(i5j) = (j). Par la propriété
de réversibilité, nous avons

> () Qi) = D7) Qi) = (1) Y QUii) = ().

(ii) Soit (i,;) € E2. Nous avons
P((Xo, X1) = (i,4)) = 7(0) Q(i, j) = 7(j) Q(4,4) = P((X1, Xo) = (i, 5))-

Nous en déduisons le résultat.



Chapitre 9

Textes et corrigés d’examens

Examen Ecole Polytechnique 2007
Exercice

Soit un couple (X,Y") de variables aléatoires réelles, admettant la densité suivante sur
R? :

1
2\/x

f(z,y) = e V1p(xz,y), ot D={(z,y):x>0,y>0,y> >z}

1) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
2) Quelles sont les densités de Xet de Y 7

3) Calculer la densité du couple (X, Z), ou Z = Y — v/X. Les variables X et Z
sont-elles indépendantes ?

Probléme 1 : La métaphore de la cantine.

Soit 6 un réel strictement positif. Des individus numérotés 1,2,... ,n,... arrivent
successivement dans une salle de restaurant contenant une infinité de tables infiniment
longues. Le premier individu s’assied a une table. Pour tout entier £ > 1, lorsque
I'individu k 4 1 arrive, il choisit au hasard un des k convives déja attablés avec la

237
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ﬁ et s’assied & la méme table, ou occupe une nouvelle table avec la

probabilité %, indépendamment de ce qui s’est passé avant.

probabilité

L’entier K, désigne le nombre de tables occupées lorsque n convives sont installés
et pour 1 <17 < n, on note

Remarque : ce modeéle est utilisé pour décrire la loi du nombre d’espéces et des abon-
dances respectives de chaque espéce, dans un échantillon de n individus.

1. a) Montrer que
n'

il = (n+9)(n—1—|.—9)...(1+9)'

1.b) Pour tous 2 < i < n, trouver une relation entre ¢n+14, Gn; €t Gn,i—1-

2. Soit P, le polynéme défini pour tout x € R par

Pi(x) = Z qnyizi.
i=1

2.a) Donner une relation de récurrence vérifiée par (P, ).

2.b) En déduire que

Pae) = 208 ou (0 [,

Justifier que cette équation caractérise la loi de K.
3) Calculer E(K,) et Var(Ky,). (On laissera le résultat sous forme de somme.)

4) Dans cette question, on cherche a retrouver directement les résultats précédents.

4.a) Montrer, a partir du modéle, que

n
Kn = E €i,
1=1

ot les &;, i =1,...,n sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes dont
on précisera les paramétres.
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4.b) Retrouver par cette méthode les valeurs de E(K,) et de Var(Ky).

5. a) Montrer que

n 9 n—1 9
de <E(K,) <1 dz.
/09+x$_ (Kn) < +/0 0+a "

5.b) En déduire un équivalent de E(K,) quand n — +oo0.

5.c) Etudier la différence Var(K,)—E(K,) et en déduire un équivalent de Var(K,)
quand n — +00.

5.d) En déduire que K—;‘l converge en probabilité vers 0, quand n — +oo.

In

Probléme 2

On considére une suite (S,)n>1 de variables aléatoires réelles indépendantes, de méme
loi exponentielle de paramétre 1. Pour tout entier n > 1, on pose

T,=S1+...4+Sn,
To =0 et T = lim, T).

On pose Ny =mnsi T, <t <T,41 pour un entier n, et Ny = 00 si T, < t.

1) Calculer l'espérance et la variance de chaque T;.

T,

2) Décrire le comportement asymptotique de la suite (7")” quand n tend vers 'infini.

En déduire que P(T, = o0) = 1.

3) Montrer que pour tout entier n > 1, la loi de la variable T;, a la densité

znfl

) =Gy

elemﬂmﬂz)

4) En déduire que pour tout ¢ > 0, N; suit une loi de Poisson de paramétre ¢.

Ny—t

Vit

5) Trouver la limite en loi des variables lorsque t tend vers l'infini.
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6) Soit Ui,...,Up,... une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [0, 1], et Z une variable indépendante des précédentes, de loi de Poisson
de paramétre 1.

SiZ =0, onpose Y; =0 pour tout ¢ € [0, 1]. Sinon, on note ¥; le nombre de variables
U, tellesque 1<n<Zet U, <t.

Montrer que pour tout ¢ dans [0, 1], les variables N; et Y; ont méme loi.
Corrigé de I’examen Ecole Polytechnique 2007
Exercice

1) Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car la densité du couple ne se met
pas sous la forme d’un produit d’une fonction de x par une fonction de y (puisque D
n’est pas un rectangle).

2) Les densités fx et fy de X et Y sont

| _tpoii=] et iy = gV @),

fry) = /_OO flz,y)de = /Oy 2\1/56*91R+(y)dz =ye Vg, (y).

fx(z)

3) Pour toute fonction bornée g sur R? on a

9(X, 2)) //fzy g(z,y — dxdy~//2f Yg(z,y — v/T)dzdy.

On fait le changement de variables (z,y) — (z,z) avec z = y — /7, qui s’inverse en
==z ety=2z++/7. Le domaine D est transformé en D' = Ri, et le jacobien est 1,

donc
Bo(X.2) = [ [ 5ome Pyt pdus

et la densité de (X, Z) est f(x,z)(z,2) = 2\/— e Voilg, (2)1g, (2).

Cette fonction est le produit d’une fonction de x par une fonction de z, donc les
variables X et Z sont indépendantes.
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Probléme 1

1.a) Montrons la formule par récurrence. On a immédiatement P(Ky = 1) = Fle' De
plus,
qn+111 = P(Kn+1 = 1) = P(Kn+1 = 1|Kn = 1) P(Kn = 1)
n (n—1)! n!

ntro (n=1+6)...14+0) nm+0)n—-1+60)...(1+6)

1.b) Soit 2 < i <n.On a

1, = P(Epq1=)
= P(Kpir = i|Kn =) P(Kp = i) + P(Knp1 = i|Kp =i — 1) P(Kp =i — 1)
n

ot Gq"’i + n+9qn,i—1-

n+1
Poia(z) (= Z%H,ﬂz
im1

n
i 1
= (Qnt+1,17+ E Qn+1,i$l+Qn+l,n+1$n+ .

i=2
On applique alors la relation de récurrence et le fait que g¢p41,n41 = Wﬁm, ce
qui entraine que

n+ 0z

P (x) = 5 Pulr).

2.b) La forme de P,, découle immédiatement de la formule précédente. Remarquons
que P, est égal pour x € [0, 1] & la fonction génératrice de K, et donc la connaissance
de P, suffit a caractériser la loi de K,,.

3) Puisque P, est indéfiniment dérivable en 1, on sait par le cours que
E(Kn) = P, (1); Var(K,) = Py(1) + P, (1) — (P,(1))%
En utilisant les dérivées logarithmiques de P,,, on obtient

n—1 n—1
0 0
P = P, ou P/ (1) =
! () (§3¢+9x> o) T P =3

i=0
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et de méme,

On en déduit que

4.a) Au convive ¢ > 1, on associe la, variable aléatoire de Bernoulli ¢; qui vaut 1 si 4
choisit une nouvelle table et, 0-sinon. Ainsi, le paramétre de cette variable est ﬁ.
Les variables sont par hypothéses indépendantes.

4b) E(K,) =S E(&) = S0, #3_1 = E?:_OI Hie' De méme, puisque les &; sont
indépendantes,

- — (1)
K — - - ANy 7
Var(Kn) ZFH@ S

i=1

R S (.
o <i+0 i+6/)

5.a) On utilise la décroissance de la fonction z — % pour obtenir 'encadrement, en
remarquant que BL_H. est la borne supérieure de la fonction sur Vintervalle [z, + 1] et

la borne inférieure sur Uintervalle [i — 1, ].

5.b) En intégrant de part et d’autre dé E(K,), on obtient immédiatement qu’un
équivalent de E(K,,) est §1Inn.

2
5.c) On a Var(K,) — E(K,) = - Y1} (H-Le) . C’est une somme partielle de sé-

rie convergente, qui tend donc vers une constante quand n tend vers l'infini. Ainsi,
Var(K,) a également pour équivalent 6 lnn.

5.d) En utilisant I'inégalité triangulaire, on a
K

P(—"9’25)§P<
Inn

Le deuxiéme terme tend vers 0 par la question 5.b.

Inn Inn Inn

().
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En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, on a

]P’(K—H' ;)_4Var(

Inn
e converge en probabilité vers 6.

In

Inn ) _ 4 Cte
g2 ~ (Inn)2e? Va =

Ainsi,
Probléme 2

1) On a E(T},) = nE(S1) par linéarité. On a'E(S) fo ze dx = 1,donc E(T},) = n.
On a Var(T,) = nVar(S1) car les Si,...,S, sont indépendantes et de méme loi. Il
est facile de voir que Var(91) =1, et donc

E(T,) =n; Var(T,)=n.

2) D’apres la loi des grands nombres, la suite T,,/n converge presque siirement vers
la moyenne E(S7) = 1, donc T,, — oo p.s., et par suite Ty, = 400 p.s.

3) Le résultat se montre par récurrence. Clairement, la densité de T3 = S; vaut fj.
On remarque que T,, = T5,-1+S,, que S, admet la densité fi, et que les variables
Tn_1 et S, sont indépendantes. Par suite, la loi de T}, est le produit de convolution
des lois de T;,_1 et de S,,, et donc admet une densité notée f,,. Comme de plus 7,, > 0
p-s., on peut choisir f,, nulle sur R_.

D’aprés la forme du produit de convolution, on sait que si x > 0 :

/fnlSC* )1y /fnlfﬂ* )11(y)dy

Le calcul de f,, est alors immédiat.

4) On a {Ng =0} = {T1 > t},donc P(N; =0) =P(T} >t)=e¢ % Sin>1ona
{Nt =n} ={T, <t <Tpi1} = {Th <tP\{Tns1 < t}. Ainsi, P(N; = n) = P(T, <
t) — P(Th+1 < t). Une intégration par parties sur P(7,, < t) donne

t n—1 n t .n
t
P(T, <t) = Y ety — et + x—e_””dx,
o (n—1) n! o n!

d’ou Pon déduit que P(N; = n) = P(T,, <t) —P(Thy < t) = e 'L,

n!:

5) La fonction caractéristique de V; = N\t/%t est

¢t(u) _ E(eiu(Nt—t)/\/i) _ e—iu\/EE(ei(u/\/i)Nt) _ e—iuﬂ—t-ﬂ,—tei“/\/?.
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Il est trés facile de vérifier que 'exposant de ’exponentielle ci-dessus converge vers
—u?/2 quand t — co. Comme u e~%"/2 est la fonction caractéristique de la loi
normale centrée réduite, on déduit alors du théoréme de Lévy que Vi converge en loi
vers une variable normale centrée réduite.

6) Fixons n et t. Soit Aj l’ensemble sur lequel, parmi les & premiéres variables
Ui,...,Ug, il y en a exactement n qui sont inférieures ou égales a t. On a {¥; =
n} =Up>n({Z = k} N Ag), de sorte que

P(Y, =n) = i P(Ap N {Z=k}) = i P(AZ = K)P(Z = k)
k=n k=n

L !

k=n

Remarquons que P(Ap|Z = 0) = 1 si n = 0. Si maintenant k& > 1, les k variables

Ui, ..., Uy étant indépendantes et de méme loi, le nombre de ces variables inférieures
ou égales a ¢ suit clairement une loi binomiale de taille k et de parameétre P(Uy < t) = ¢.
Donc P(Ax|Z = k) = #in)!t”(l —t)F=" si < k.1 vient alors
- 1 "
. _ —1 n _ nNk—mn _ —-t7
P(Y, =n) = ¢ gin!(k_n)!t (1= = e,

d’oit le résultat, en vertu de la question 4.

Examen Ecole Polytechnique 2008
Exercice 1

On considére un couple (X,Y") de variables aléatoires réelles indépendantes. On sup-
pose que X suit la loi uniforme sur [0,1] et que Y suit une loi Gamma I'(2,1) de
densité ye Y1r,~0}. Onpose T'=X +Y.

1) Donner la loi du couple (X, T).

2) Quelle est la loi de T' conditionnellement & X = z?



Chapitre 9 — Textes et corrigés d’examens 245

Calculer l'espérance conditionnelle E(T'|X).

3) Quelle est la loi marginale de T'?

Calculer par au moins deux méthodes différentes 1’espérance de T'.
Exercice 11

Soit (X;);>1 une suite de variables-aléatoires indépendantes telle que X; a une loi
uniforme sur [—j, j].

1) Montrer que pour tout j, la fonction caractéristique de X; est égale pour tout
u€eRA

ox (1) = siné;tj)'

2) On note S, = X1 + ... + X;,."Calculer la fonction caractéristique ¢g, de Sy,.

3) Montrer que
noo.2

u- .
¢ s, (u) ~notoo — P 55

n3/2 6n3j

j=1

4) En déduire que

—u2

nEIEoo (b% (u) =eTs,

puis que la suite de variables aléatoires % converge en loi vers une variable aléatoire

Z dont on précisera la loi.

(On rappelle que 3%, j* = w)

5) On note O‘JQ» la variance de la variable aléatoire X;. Calculer 0'J2».

Montrer que la suite de variables aléatoires % converge en loi vers une variable
g
j=1"3

aléatoire normale centrée réduite.
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Comparer ce résultat avec le théoréme de la limite centrale ?

Probléme

Question préliminaire : Soit X une variable aléatoire intégrable. Montrer que pour
tout m € R, on a

E((X - E(X))?) SE(X —m)*).

Kokkk ok

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace aléatoire () fini, muni d’une
probabilité P (définie sur 'ensemble des parties de 2). On appelle X (£2) I'ensemble
de ses valeurs, qui est donc un ensemble fini {1, - ,z,}. Onnote sup X = sup? ; z;
et inf X = inf]_; 2;. On appelle oscillation de X, notée Osc(X) le nombre

Osc(X) =sup X '— inf X.

1-a) Pour chaque ¢ € R, on introduit une nouvelle application P; définie sur I’ensemble
des parties de €2 par

E(14. etX)

Pi(A) = E(etX)

On rappelle que 1,4 désigne la variable(aléatoire telle que 14(w) = 1si w € A et
1a(w) =0siw ¢ A.
Montrer que P, définit une nouvelle probabilité sur Q telle que

w etX(w)
P({w}) = %-

1-b) En déduire la valeur de lespérance E;(Y) d’une variable aléatoire Y sous cette
nouvelle probabilité P;, en fonction de ’espérance sous P.

1-¢) Que vaut E;(Y) si les variables aléatoires Y et X sont indépendantes ?
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1-d) Exemple : = {0,--- ,n}, X est une variable binomiale de paramétres n et p
et Y = 2%,

Calculer E.(Y).

2) Montrer que pour tout ¢t € R,
1
E:((X —Ey(X))?) < 1 Osc(X)?.
(Pour cela, on pourra introduire . m = inf X + OSCT(X) ).
3) On définit

f(t) = InE (!X -E).

Justifier que la fonction f est de classe C? sur R. Caleuler. f(0), £/(0), f'(t) et f"(t),
pour ¢t € R en utilisant U'opérateur E;.

4) En déduire que pour tout-t € R,

5 (et(x_m))) < o Ose(X)? (9.0.1)

5) Nous souhaitons montrer que la constante § obtenue dans (9.0.1) est optimale.

Considérons la variable aléatoire S deloi:

Calculer lim;_ 75 InE(e'¥) et la comparer & Osc(S).
En déduire que la constante % est optimale.

6) Montrer que pour tout ¢t > 0 et r > 0,

]P)(X _ E(X) > T) < eétz Osc(X)z—tr,
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puis que

2r2

P(X —E(X) >r) <e 0?2,

7) Soit (X, ), une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

Montrer que

E (et (ijlxi—nm(x))> < e%ntzOsc(X)zl

8) En déduire que

1 ~ __2nr?
Pl=S" X —E(X)>r| <e o7,

Commenter ce résultat.

Corrigé de I’examen Ecole Polytechnique 2008
Exercice 1

1) La loi du couple (X,Y’) admet la densité 1 17(z)ye Y19 o0((y). La transformation
définie par x = x,y = ¢t — x est de jacobien 1..Le couple (X, T) admet donc la densité

f(l', t) = 1[0,1] ('T)(t - z)ei(tix)l]w,oo[(t)'

2) La loi conditionnelle de T" sachant T = x est donnée par la densité suivante :
Yz € [0,1],
f(z,1)

fx(x)

frix=2(t) = = (t—)e” T, (1)

On calcule alors, pour z € [0, 1],

E(T|X =2) = /Ooot Frix—o(t)dt = /"O Ht — 2)e— =) dt

/ (u+ z)ue” “du =2z + 2.
0
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Ainsi,
E(T|X)=X + 2.

3) La densité marginale de T' admet la densité :

fr(t) = / f(z,t)de = / Lo (2)(t — 2)e” "1 4 (z)dz.

Sio0<t<1,ona

¢ ¢
fr(t) = /o (t —x)e U 2dp = /o ye ¥dy =1—(1+t)e "

Sit>1,o0na

1 ¢
fr(t) = / (t —x)e ) dy = / ye Vdy =te! ™t — (1 +t)e ",
0 ¢

-1

On peut calculer espérance E(T") de différentes maniéres :

Mais on a plus simple!

Exercice 11

)

¢Sn(u)=ﬁ(8inw’) _— . - (sinuyj).

E(T) = /OOO tfr(t)dt :/0 (t— (t2+t)e_t)dt+/1oo(t2el_t — (2 +t)e H)dt = g
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3) En utilisant la question 2), nous obtenons immédiatement que

3n n
n 2 . (2
. (u) = sin —=7 .
¢n§/2( ) u” n! 4 1( n3/23)
j=

En utilisant un développement limité a 'ordre 3 de sinz au voisinage de 0, puis de
In #2£ a l'ordre 2, pris au point —, nous en déduisons I’équivalent voulu.

4) En utilisant la valeur de Z?:l 42, nous en déduisons immédiatement que

lim u) =e 1.
225 ¢n§72 ( )

On remarque que cette limite est la fonction caractéristique d’une loi normale centrée
et de variance % D’aprés le théoréeme de Lévy nous pouvons en conclure que la suite
(%)n converge en loi, quand n tend vers I'infini, vers une variable aléatoire de loi

normale N(0, 3).

5) Puisque les variables aléatoires X; sont centrées, on a

On a donc que

Ainsi dong, si nous calculons la fonction caractéristique de \/% au point u, nous
(o
Jj=1"J

avons

Toujours par le théoréme de Lévy, nous obtenons le résultat voulu.

Nous avons ainsi montré un théoréme de la limite centrale dans un cas ou les variables
aléatoires (X;) sont indépendantes mais pas de méme loi. Il y a de nombreuses va-
riantes de telles généralisations, imposant des conditions sur les suites des espérances
et variances des X.
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Probléme

Question préliminaire :
Soit Q(m) le polynome défini par Q(m) = E((X —m)?). On a alors
Q(m) = E(X?) — 2mE(X) 4+ m?,

et ce polynome atteint son minimum en m = E(X).

1-a) On a de maniére évidente que “P:(2) = 1 et que P; est additive sur 'ensemble
des parties de ) : pour tous A'et' B tels que AN B = (),

Pi(AU B) = Py(A) + Py(B).

Cela suffit, puisque €2 est un ensemble fini, pour assurer que P, est une probabilité.

En prenant A = {w}, on obtient immédiatement la formule demandée.

-b) On a alors

E(Y) =) YV(w)P({w})

wEeN
E(Ye!X)
_ tX(w) _
= tX ZY P({w}) = 71[3(6”() .

wEQ

-¢) Si X et Y sont indépendantes, on a

E(Y)E(e)

E(Y) = E(etX)

— E(Y).

1-d)

E((2¢)%) _ (2e'p+1-—p)"

B(27) = E(etX) — (elp+1—p)"

2) On applique la question préliminaire a I'espérance E;, avec m = inf X + OSCT(X).
On remarque que
Osc(X) - Osc(X)

X—-m=X—-inf X — <
2 2
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3) Puisque nous sommes sur un espace € fini, 'espérance E (et(X’E(X))) est une

somme finie de fonctions de classe C*° en t. De plus, Elle ne s’annule pas, donc il en
est de méme pour son logarithme.

On a

F0) =0 f(t) = E(X —E(X)); f/(0) =0
F1(8) = Bo((X = E(X))?) = (Bo(X — E(X)))? = Eo((X — Eo(X))?).

4) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 et une majoration de f”(¢)
par %OSC(XP prouvée a la question 2), nous obtenons que pour tout t € R,

f) = 5O +170)+ L), we o),
2 Osc(X)? 2 9

5) Nous avons E(S) = 0, et E(e?¥) = et+2—67t = cost. Ainsi,

: 1 tS
i 7z BleT) =

N~

Remarquons que % = % Osc(S)?, puisque Osc(S) = 2.

Supposons que la constante % ne soit pas optimale. Cela voudrait dire qu’il existe une

constante 0 < C' < % telle que pour toute variable aléatoire X, on ait

E (et(XfIE(X))) < eCt2 osc(x)z_
Mais alors, on aurait

. 1 tS 2
}1_1% t_QE(e ) < C Osc(X)*,

ce qui est contradictoire avec le résultat obtenu pour la variable aléatoire S ci-dessus.

6) Pour tous ¢t > 0 et r > 0, nous avons

P (et(X—]E(X)) > 6t7‘> <e 'R (et(X—]E(X))>

< e—treé 2 Osc(X)Q.

P(X — E(X) > r)
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En minimisant le terme de droite sur les valeurs de ¢, nous trouvons que t =
2

4r
Osc(X)?
__2r
réalise le minimum, et que pour cette valeur de ¢, le minimum vaut e ©sc(*)?,

7) Puisque les variables aléatoires X; sont indépendantes, nous avons

E(et<2?;1XrnE<X>>> — ﬁ ( (X EX)))

1 2
esnt 20se(X)

IN

par la question 6).

8) Par une démarche analogue a celle de la question 6) nous en déduisons que

1 n _ _2nr?
P{=S " X;—E(X)>r| <e 0me0?
(rE e ) <

Cette inégalité nous donne un contrdle exponentiel.de I’écart entre la moyenne arith-
métique des variables et leur espérance. Ce qui est intéressant est que c’est une borne
exacte, au sens ol elle est vraie pour tout'n et non pas seulement pour n grand.

Nous remarquons en particulier que si n est grand, il faut un r d’ordre ﬁ pour arriver
a un controéle qui ne tend pas vers 0. Nous retrouvons bien 'ordre de grandeur de la
vitesse de convergence donnée par le théoréme de la limite centrale.

Examen Ecole Polytechnique 2009 (proposé par Stéphanie Allas-
sonniére et Caroline Hillairet).

Exercice

Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que S suit une loi
normale de densité f(s) = (27)" /2 exp(—s%/2) et que T est une variable aléatoire
positive de loi de densité 2f(¢)1r- (t).

On définit U = S? + T2 et V =2

1. Donner sans calcul la moyenne et la variance de S. Calculer E(U).

2. Donner la loi du couple de variables aléatoires (S, T').
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3. Calculer la loi du couple de variables aléatoires (U, V).

4. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ? Reconnaitre les lois
de ces variables aléatoires.

Probléme I. Graphes aléatoires

Un graphe est un ensemble de points, appelés noeuds, dont certaines paires sont
directement reliées par un lien. Ces liens sont-appelés les arétes du graphe. Un exemple
est présenté ci-dessous.

Soit E = {1,..;n} Pensemble des n noeuds ordonnés d’un graphe G. Pour deux
noeuds distincts ¢ et j de E avec ¢ < j, on définit la variable aléatoire T; ; telle
que T; ; = 1 8’il existe une aréte entre les noeuds 7 et j et 0 sinon. On suppose que
les T; ; sont indépendantes et que deux noeuds distincts sont liés avec probabilité p
(0 < p <1). Un noeud ne peut pas étre relié¢ a lui méme (75, = 0).

On appelle graphe aléatoire de type G(nip) un graphe & n noeuds vérifiant les
propriétés précédentes.

Les graphes aléatoires sont tres utilisés pour la modélisation de réseaux biologiques,
sociauxr ou de communication.

FiG. 9.1 : Exemple de graphe.

1. (a) Calculer le nombre maximal d’arétes dans un graphe aléatoire de type
G(n,p).

(b) Soit k € R et k < n. On fixe k paires distinctes de noeuds. Montrer que la

probabilité quun graphe G de type G(n,p) ait exactement ces k paires de
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noeuds reliés est donnée par :

(n—1)
s

pF(1 - p) (9.0.2)

(c) Soit X = > T; ; la variable aléatoire qui & tout graphe G de type G(n,p)
i<j
associe son nombre d’arétes. Montrer que X suit une loi binomiale dont on
précisera les paramétres.

2. Soit G un graphe de type G(n,p). On appelle noeud isolé un noeud qui n’est
relié avec aucun autre noeud de G. Soit_Z,( le-nombre (aléatoire) de noeuds
isolés dans G.

(a) Calculer la probabilité qu'un noeud fixé soit isolé. En déduire que E[Z,,] =
n(l—p)" =

(b) Montrer que P(Z,, = 0) < ‘(/Ea[TZ(Z}’;Q) (On pourra utiliser I'inégalité de

Bienaymé-Chebyshev).

3. On suppose désormais que n tend vers 'infini et que p, = ¢ IHT", ou ¢ > 0.

(a) Montrer que E[Z,] ~ n'~¢. En déduire que E[Z,,] converge vers une limite
nie ou infinie), que 'on précisera suivant les cas.
fini infinie), que 'on préci ivant 1

(b) Montrer que dans le casotiic> 1, lim,, .o P(Z,, > 1) = 0.
(c) Calculer la probabilité que deux noeuds fixés distincts soient isolés.
()

)

d) En déduire E[Z2]. Conclure que lim P(Z, = 0) = 0 lorsque ¢ < 1.

(e) Interpréter les résultats précédents en termes d’existence de noeuds isolés.

Probléme I1

Soit (Bj)nen une suite de variables (aléatoires réelles définies sur un espace de
probabilité (2, 4,P) telle que By, = 0. On définit, pour tout n € N*  la suite de
variables aléatoires réelles (C;)nen+ de terme général C,, = B,, — B,,—1. On suppose
que (Cp)nen- est une suite de variables aléatoires indépendantes.

On suppose de plus que pour tout (n,u) € N* x R,

2
E [exp (iuCy)] = exp (—% ) . (9.0.3)
1. Quelle est la loi de C,, ?

2. (a) Donner la fonction caractéristique du vecteur
Sn - t(ClaCQa e aCn) S Rn,
oil 'V est la transposée du vecteur V.
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(b) Justifier que S, est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
égale a la matrice identité.

(c) Déterminer un endomorphisme A de R™ tel que T,, = AS,, pour tout n > 1,
oul, = t(Bl,BQ, oo ,Bn) c R™.

(d) En déduire que T;, est un vecteur gaussien dont on précisera la moyenne
et la matrice de covariance.

3. Montrer que la suite de terme général n~'B,,, n > 1 converge presque stirement
vers 0 quand n tend vers l'infini.

4. Prouver la convergence en loi de la suitede variables aléatoires (n_l/ 2Bn)n>1
et donner sa loi limite.

5. On veut étudier le rayorde convergence R (aléatoire!) de la série entiére aléa-
toire S, définie pour z€ C et w € () par :

S(z,w) = Z(Bn+1(w) — Bp(w))z" = Z Cri1(w)z".

neN neN
On rappelle que V w € Q,

(R(w)™! = lim sup |Byi1(w) — Bu(w)|'/" .

n—00

ol pour une suite de réels (z,),en on définit :

lim sup z, = lim (sup zm> . (9.0.4)

n— o0 n—=00 \ ' m>n

(a) Etudier la convergence de la série de terme général
P(|Br, — Bn—1| > a™) pour une constante a > 0.

(b) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer-que pour tout a > 1 :
P(R>1)=1.
(¢) Montrer que pour tout a < 13 P(R < %) =1.

(d) Qu’en conclure pour(le rayon de convergence de la série S ?

Corrigé de ’examen Ecole Polytechnique 2009

Exercice
1. f est la densité d’une loi normale centrée réduite, donc E(S) = 0 et Var(S)
E(S?) = 1. De plus, par symétrie, S? et T? ont méme loi donc E(U) =
E(5%) = 2.

2
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2. S et T étant des variables aléatoires indépendantes et & densité, la loi du
couple (S,T) a pour densité le produit des densités marginales fgr(s,t) =
2f(s)f(t)Lez (£).

3. Soit h: R x R — R une fonction continue bornée.

E(h(U,V)) = /;Oo /_:O h (52 + 2, %) 2f (s) f(t)dsdt.

L’application ¢ : (s,t) — (u = 52 +t2 U= £) est bijective de R xR — R% xR,
de classe C' et de Jacobien —2(1 + %) non nul sur ce domaine : 1 est un C*'-
difféeomorphisme et la formule-de ‘changement de variable entraine

+oo +oo 1 . 1
E(h(U,V))/O /_OO h(u,v)ie Zmdudv.

—u
2

La loi du couple (U, V) est donc la loi de densité 1e mlﬂgi (u).

4. La densité trouvée a la question précédente se factorise sous la forme fir(u) fy (v)

avec fy(u) = %e’%lRi (u) et fy(v) = m Les variables aléatoires U et V

sont donc indépendantes, U est de loi exponentielle de paramétre % et V est de
loi de Cauchy.

Probléme I : Graphes aléatoires

1. (a) Le nombre maximal d’arétes est égal a > 1 soit @
i<j
(b) Iy a exactement ces k paires de noeuds liés'et les n=1) _ k autres liaisons
possibles n’existent pas dans G. De plus, les liaisons sont indépendantes et
ont une probabilité p d’exister. Donc la probabilité que G ait exactement

ces k paires de noeuds reliés est

Ph(1—p)

(c) Soit k € N, 0 <k < 2l

n(n=1) _
P(X =k) = C'i<—";1>Pk(1 -p) N

Ck

n(n—1

, correspondant au nombre de choix des k arétes (parmi les @

2
possibles) qui vont exister dans G. Ainsi X suit une loi binomiale de para-

métres (@ \D)-
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2. (a) Pour tout i € {1,...,n}, soit Y; la variable aléatoire qui vaut 1 si le noeud
1 est isolé, 0 sinon.

P(Y; =1) =P(Vj #i,Ti; =0) = (1—-p) V.

Par suite E(Z,,) = Y1 E(Y;) =n(1 — p)—b,

IN

P(Zn - E(Zn) = _E(Zn)) = P(E(Zn) — Ly = E(Zn))
P(lzn - E(Zn)| > E(Zn)) < P(lzn - E(Zn)l < E(Zn))

On applique alors Finégalité de Bienaymé-Chebyshev :

Var(Zy,)

B(Zn =0 < @z

3. Remarquons tout d’abord que p,, = ¢ 22 tend vers 0 quand n tend vers linfini.

n

(a) Quand n tend vers I'infini, nous avons

E[Zn]

n—1
n (1 e hm)( | i e 12) _ (e 18 po(na))

n

ne—cln n+o(lnn) ~ nl—c.

Par suite E[Z,,] converge vers 0 si ¢ > 1, vers 1 si ¢ = 1, et vers l'infini si

c<1.

(b) Par linégalité de Markov, P(Z,, > 1) < E(Z,). Par suite, dans le cas ou
c¢>1, lim, - P(Z, >1)=0.

(c) Soient i et j deux noeuds distincts. La probabilité qu’ils soient isolés est

P(Y;Y; =1) = P(Vk#iT=0ctVk#£i, k+# ;T =0)

= ) = (1

SOE(Y2) + 23 E(Y)) = nE(Y?) + nn — DE(HYS)
n(1— )" + (o — 1)(1 - ">,

Var(Z,)  E(Z2)

(E[Za])?  (E[Z,))

1 n(n —1)(1 —p)?n=3 1
A L
1 (n—1)

ad—pr T T ad-p "
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Dans le cas ou ¢ < 1, W tends vers 0 quand n tend vers Uinfini, et
(=1 tend vers 1. Donc lim P(Z, = 0) = 0.

n(1—p) R0

(e) Si ¢ > 1, la probabilité de n’avoir aucun noeud isolé est asymptotique-
ment égale & 1. Si ¢ < 1 la probabilité de n’avoir aucun noeud isolé est
asymptotiquement nulle.

Probléme I1

1. L’équation (9.0.3) donne la fonction caractéristique de la variable aléatoire C),.
On reconnait la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi normale
centrée réduite.

2. (a) Levecteur S, = *(C1,...,Cy) est un vecteur aléatoire dont les composantes
sont indépendantes. Ainsi,

¢Sn(u1a“'aun) = H¢Cj(uj)
J=1
1em o
= exp 752%
j=1

= exp (—%(u,w) .

(b) On en déduit que S, est un vecteur gaussien centré (m = 0) de matrice de
covariance C' égale a la matrice identité.

(¢) Soit A lendomorphisme de R™ tel que T,, = AS, pour tout n > 1, ou

J
T, = “(By,Bs,---,By). On remarqueque B; = Y Cj ce qui s’écrit sous
k=1
forme matricielle par :
Bi 1 0 0 ... 0 (&5
B 1 1 0 ... 0 Cy
= o . (9.0.5)
B, 1 1 1 1 1 Ch

La matrice A est donc donnée par 1’équation précédente.

(d) Nous avons donc l'existence d'un endomorphisme inversible (det(A) = 1)
tel que T,, = AS,,. Calculons la fonction caractéristique de T},. On utilise
le fait que S,, est un vecteur Gaussien :

or,(u) = ¢s, ("Au) = exp <f%<tAu, tAu}) = exp (—%(u,A tAu}) .
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On reconnait & nouveau la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien
de moyenne nulle et de matrice de covariance C' = A 'A.

J
3. En remarquant comme précédemment que B; = > Cj, on étudie donc la
k=1

n
convergence presque stre de la suite % > Cj. Les C étant indépendants de
j=1

méme loi et intégrables, on applique la loi forte des grands nombres qui nous
donne : n~1B,, converge presque stirement vers m = E[C),] = 0.

4. Le terme général de la suite de variables. aléatoires (n™'/2B,,),>1 est égal a
n
% >~ C;. Les C; étant des variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
/=1
loi normale centrée réduite (m = 0, ¢ = 1) et dans L?, on obtient par le
n
théoréme central limite : ﬁ >~ C; converge en loi vers une variable aléatoire
/=1

de loi normale centrée réduite.

5. On veut étudier le rayon de convergence R (aléatoire!) de la série entiére aléa-
toire S, définie pour z € C et w € () par :

S(z,w) =Y _(Biti(w) — Bu(w))2".

neEN
On rappelle que Y w-€ ),

(R(w))™! =lim sup [Bnt1(w) = Bu(w)|'/" .

n—oo
ol pour une suite de réels (2, )nen on définit :

lim sup z, = lim (sup xm> . (9.0.6)

n— o0 N0 \'m>n

(a) Etudions la convergence dela série de terme général P(| B, — B,,_1| > a") =
P(|Cy| > a™) pourtune constante a > 0. Deux cas de figure se présentent :
Sia > 1 alors en utilisant 'inégalité de Markov :

o0

ipqm > Zin E[|C|] (9.0.7)

Or la variable aléatoire |C,,| est d’espérance finie, donc lorque a > 1 la
série précédente converge.

On remarque que par symétrie de la densité de la loi normale :

P(|Cp| > a") = 2P(C, >a")



Chapitre 9 — Textes et corrigés d’examens 261

On pose X une variable aléatoire dont la loi est celle de la valeur absolue
d’une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Tous les |Cy| ont
méme loi que X. Dans le second casotta < 1,on aP(X > a") > P(X > 1)
et P(X > 1) > 0. Par suite

Z (|ICpl >a™) = 2 lim nP(X >1) =400

n—oo

et la série diverge.
(o)

Dans le cas a > 1, la série, Y P(|C,| > a™) converge et d’aprés le lemme
=1

de Borel-Cantelli, P(lim sup |C,| > a") = 0. Donc P(lim sup |C,|*/" <

n—oo n—oo

a)=1et P(R(w) >1)=1.
Lorsque a < 1, la série Z P(|Cy| > a™) diverge. De plus les événements

A, = {|Cy| > a™} sont 1ndependants car les variables aléatoires C), sont
indépendantes. On applique donc le lemme ‘de /Borel-Cantelli et on en dé-
duit :
P(lim sup |Cy| > a") =1
n—oo
Ceci équivaut & P(lim sup |C,,|V/" > a) =1 et P(R(w) < 1) =
n—oo

On a donc : pour tout a > 1 il existe N, tel que R(w) > % pour tout
w € Q= N, et pour tout @’ < 1 il existe Ny tel que R(w) < & pour
tout w € Q — Ny On définit maintenant la suite (aq) telle que a4 soit
décroissante de limite 1 et la suite (a;,) telle que ay, soit croissante de limite
1. On définit I'ensemble N' = Ugen(Na, UNy ). Cetiensemble est une union
dénombrable d’ensembles de mesure nulle; il est donc de mesure nulle. Sur

Q—Nona . .
lim — =1< R(w) < lim — =1

/
900 g 9—00 ay

c’est-a-dire P(R(w) > 1) = 1. Le rayon de convergence de la série S est
donc presque stirement constant égal & 1.

Examen Ecole Polytechnique 2010 (proposé par Marc Hoffmann).

Exercice 1 : jeux de pile ou face Un joueur effectue une suite de parties de pile
ou face indépendantes, avec probabilité 0 < p < 1 d’obtenir pile a chaque partie. Soit
n > 1 un entier. Le joueur peut choisir entre deux jeux :
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- le Jeu 1; le joueur effectue 2n — 1 parties. Il est déclaré vainqueur s’il obtient
au moins n fois pile.

- le Jeu 2; le joueur effectue 2n parties. Il est déclaré vainqueur s’il obtient au
moins n + 1 fois pile. S’il obtient n fois pile exactement, on tire au sort et il est
déclaré vainqueur avec probabilité 1/2.

On note X le nombre de piles obtenus lorsque le joueur choisit le Jeu 1, et Y le nombre
de piles obtenus lorsqu’il choisit le Jeu 2. On note v; la probabilité de gagner au Jeu
1 et v la probabilité de gagner au Jeu 2.

1. Identifier les lois de X et de Y et en déduire une expression pour v; et vs.
2. Montrer que
P[Y >n]=P[X >n| +pP[X =n].
Indication : on pourrae remarquer que Y a la méme loi que X +¢€, ol € est une variable
aléatoire de Bernoulli de paramétre p, indépendante de X .
3. Vérifier que
v —vg = (1—-p)P[X =n| — %P[Y =n].

4. Vaut-il mieux jouer au Jeu 1 ou au Jeu 27

Exercice 2 : rupture d’une corde

On tire sur une corde jusqu’a sa rupture en deux brins de longueurs respectives Y
et Z. On note X =Y + Z-1a longueur de la corde au moment de la rupture.

On suppose que E[X?] < +o0o et que Y = XU, ot U est une variable aléatoire
uniforme sur [0, 1], indépendante de X.

1. Calculer E[Y] et Var[Y] en fonction de E[X] et de Var[X].
On suppose que X admet une densité g continue, et que h(x)'= f;oo
définie et continiment dérivable sur R.

2. Calculer la densité de (X,Y), puis cellede (Y, Z).

3. En déduire que Y et Z ont méme densité h.

@dt est bien

4. Montrer que Y et Z sont indépendantes si et seulement si, pour tous z,y > 0,
h(y)h(z) + b (y + 2z) = 0.
5. En déduire dans ce cas la loi de Y (et de Z).
Probléme : autour du théoréme de la limite centrale

Soit (Z1,...,Zy) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
exponentielle de paramétre 1. Pour K =1,... ,n, on note

k
Sy, = ZZ
=1
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Soit 0 < p < 1. Soit n, = [np] la partie entiére de np, c’est-a-dire Punique entier tel
que n, < np < np + 1. On suppose dans toute la suite que n, > 1.

1. Justifier la convergence en loi de

Xn:\/@(S"P 71)

Np

vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite quand n — oo.

2. Montrer que
S =S,

o )

est indépendante de X, et justifier la convergence en loi de Y,, vers une variable
aléatoire de loi normale centrée réduite quand n — oo.

3. En remarquant que
Sn, =PSn = (1 =p)Sn, —P(Sn — Sn,),

vérifier que

1 n-\1/2 n—n.\1/2

= Sn - Sn =(1- (_;D) Xn - ( ;D) Yn n
\/ﬁ( » = PS) = (1 —p) (7 r(— +r
oul r, est une suite 'de-nombres réels tels que lim,, o, 7, = 0.

On rappelle le lemme de Slutsky : Soient A, et B, deux suites de variables aléatoires
réelles telles que A,, converge en loi vers A et B, converge presque-siirement vers une
constante b quand n — oco. Alors A, + By, converge en loi vers A+b et A, B,, converge
en loi vers Ab quand n — oo.

4. Montrer que
()
(1 p)( - ) Xn

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée, de variance
(1 —p)2p quand n — oo, et que

_ 1/2
_p(n np) Y,
n

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée, de variance
p?(1 — p) quand n — oco.

5. En utilisant I'indépendance entre X,, et Y,,, en déduire que

1
vn
converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée, de variance
p(1 —p) quand n — oo.

(S”p - pS”)
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. S .
6. Donner le comportement asymptotique de — lorsque n — oco. En déduire que
n

n
S_ converge presque—surement vers 1 1OI'SC1U.6 n — 0.
n

7. En écrivant

n 1
S_n ﬁ(snp *pSn)v

V(g -n)=

S
montrer que \/ﬁ( Sn L p) converge en loi vers.une variable aléatoire de loi
n

normale centrée, de variance p(1 — p) quand'n'— co.

np

(Le comportement asymptotique de lorsque n — oo intervient dans de

n
nombreuses applications en statistique.)

Corrigé Examen Ecole Polytechnique 2010

Exercice 1

1) X suit une loi binomiale B(2n — 1,p) et Y une loi binomiale B(2n, p). On a
v =P[X >n] et vy =P[Y >n]+ iP[Y =n].

2) Les événements {Y > n} et {X > n} U{X = n,e =1} ont la méme probabilité.
Par indépendance de X et ¢ et puisque la réunion est disjointe

PlY >n] =P[X > n] +P[X =n,e = 1] = P[X > n] + pP[X = n].
3) On a

v1 — vy =P[X >n] —P[Y > n] — iP[Y = n]
=(P[X > n] —P[X > n]) — pP[X = n] — iP[Y =n] (dapres 2)
=(1 = p)P[X =n] — 3P[Y =n].

4) On a
v1 — vy = (1 = p)P[X =n] — JP[Y =n] = (CF,_, — 5C3,)p" (1 —p)" = 0.

Donc v; = vy : aucun des deux jeux n’est préférable a 'autre.
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Exercice 2

1) Par indépendance de X et U, on a E[Y] = E[XU] = E[X]E[U] = %E[X] De
méme, E[Y?] = E[X?U? = E[X?|E[U?] = [ «2dzE[X?] = 1E[X?]. D’ou Var(Y) =
3 Var(X) + 5 (E[X])2.

2) On a, pour ¢ > 0,

E[gp(X, Y)] =K [cp(X, UX)]

_ /O o (g(:c) /O 1<p(x,ux)du) dz (Fubini)

:/OJFOO 9(z) /OZ w(x,y)%dﬂf

en faisant le changement de variable y = ux, d’ou fx y(z,y) = @I{OQKJC}. Il vient

Elp(Y,Z)] =E[p(Y,X —Y)]

g X
:/ oy, v — y)—( )1{0<y<z}dxdy
R2 X

_ /]R+ dy /;OO ol e 2 4 (Fubin)

x
:/ dy/ o(y, z)wdz (‘en faisant z =z — y),
Ry R, y+z

d'ou fy z(y,z) = g(;}:;)l{y>0}1{z>0}-

3) On a donc, pour y > 0,

fr(y) = A fy.z(y, z)dz = g fy.z(z,y)dz = fz(y)
[Tty [TgE),
/O Wdz/y szfh(y).

4) Y et Z sont indépendantes si et seulement si, pour presque tous y,z > 0,
fviz(y,2) = fy(y)fz(2). On a, pour y, 2 > 0, fy(y) = h(y), fz(z) = h(2) et, puisque
W(y) = —%, on a aussi fy z(y,z) = —h'(y + z), d’ou le résultat pour y,z > 0.
L’égalité reste vraie pour y = 0 ou z = 0 par continuité de h et h'.

5) On en déduit, pour z =0 et y > 0,

h(0)h(y) +h'(y) = 0,

dont les solutions s’écrivent h(y) = Ke "% avec K € R. Puisque h est une densité,
on a nécessairement K = h(0) et donc Y et Z suivent une loi exponentielle de para-
meétre h(0).

(Remarque : Les hypothéses de régularité faites a priori sur g et h sont trop fortes;
on peut résoudre les questions 4. et 5. en s’en passant.)
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Probléme

1) Pour i = 1,... ,n,p, les variables Z; sont indépendantes et de méme loi, de
moyenne 1 et de variance 1. On applique le TCL.
2) Les variables Z; sont indépendantes, donc

n

Snp:zp:Zi et SnfSnp: ZZZ
i=1

[ES O
sont indépendantes. On applique de nouveau le TCL a E?:np 11 Z; qui comporte
n — n, termes.
3)Ona (1-p)S,, = (lfp)nzl,/QXnnL(lfp)np et p(Sn—5n,) = (nfnp)l/QanLp(nfnp).
En utilisant I'indication; en vérifie que

(50, 95) = - (") (P ) Py,

n

1
/n
avec
= (1=p) 7L —prot

n

On obtient donc la décomposition annoncée. De n,, = np + O(1), on déduit

(1Lp) 2L = (1 —p)pn'/? + O(n~1/2)

NG

n—"np

S

et

= —p(1 —p)n'/?+0(n~"/?),

d’ou r,, — 0.

4) On applique Slutsky (multiplicatif) avec B, = (1 — p)(h)l/2 — (1 — p)p'/?
n n

(presque-stirement, puisque déterministe) et A, = X, Ceei donne la convergence

en loi de B, A, vers la loi gaussienne centrée de variance (1 — p)?p. De méme, avec

maintenant B,, = —p(%)l/2 — —p(1 =p)/? et A, =Y, on a la convergence en

loi de B, A, vers la loi gaussienne centrée de variance p?(1 — p).

5) Puisque X,, et Y,, sont indépendantes (1 —p)(%)l/QXn et —p(@)lﬂ}fn le

sont aussi, et leur somme converge en loi vers la loi de la somme de deux gaussiennes

indépendantes de variance (1 — p)?p et p*(1 — p), c’est-a-dire la loi gaussienne de

variance (1 — p)?p + p*(1 — p) = p(1 — p).

On conclut en appliquant Slutsky (additif) avec A4, = (1 — p)(ﬁ)l/ °X, —

n
p(@) 1 ’Y, et B, =, qui tend vers 0 presque-stirement puisque déterministe.
6) On a i—" 221 par la loi forte des grands nombres et son inverse (qui est continue)

aussi. Donc n/S, %5 1.
7) On applique Slutsky (version multiplicative) et les résultats des questions 5) et 6).



The true logic for this world is the calculus of Probabilities, which takes account of
the magnitude of the probability which is, or ought to be, in a reasonable man’s mind.

J. Clerk Mazwell
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