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Abstract — Particle filtering is becoming increasingly used in various areas, including localization, navigation, tracking, computer vision,
mobile robotics, digital communications, etc. An overview of the currently existing algorithms is presented here, within the framework of hidden

Markov models.

1 Introduction

Le filtrage particulaire, développé a I’origine [22] dans la
communauté « poursuite », connait actuellement un fort déve-
loppement dans de nombreux domaines relevant des sciences
et techniques de I’information et de la communication, ou des
sciences de I’ingénieur :

— localisation, navigation, poursuite [23],
poursuite multi—cibles [25, 26],
vision [28], [36, 37],
robotique [19],
traitement du signal audio [18, 41],

— communications numériques [4], [8, 42, 43], [40].

Cette liste de références est bien sdr loin d’étre exhaustive, en
particulier dans le domaine de la poursuite.

Il s’agit d’une méthode de simulation séquentielle, de type
Monte Carlo, ¢’est—a—dire d’une méthode dans laquelle

— des particules explorent I’espace d’état, en évoluant de
maniére indépendante comme le processus sous—jacent,

— et interagissent sous I’effet d’un mécanisme de sélection,
qui concentre automatiquement les particules (i.e. la puis-
sance de calcul disponible) dans les régions d’intérét de
I’espace d’état.

En toute généralité, le processus sous—jacent est une chaine de
Markov, ou un processus de Markov a temps continu, dont I’es-
pace d’état peut &tre fini, continu (euclidien), hybride (fini /
continu), variable dans le temps, trajectoriel, etc. la seule condi-
tion étant qu’il soit possible de le simuler facilement. Dans le
cas du filtrage particulaire, le mécanisme de sélection est as-
suré par la fonction de vraisemblance : & chaque pas de temps,
une particule a d’autant plus de chance de se reproduire a la
génération suivante qu’elle est cohérente avec I’observation cou-
rante. Ces méthodes sont trés facile a mettre en ceuvre, puis-
qu’il suffit de savoir simuler de maniére indépendante des tra-
jectoires du processus sous—jacent, et se situent a I’interface
des algorithmes génétiques et des systémes de particules en in-
teraction.

Pour les aspects mathématiques, le cours [3] est une trés
bonne introduction, et le long article [12] présente une synthése
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des trés nombreux résultats obtenus par les auteurs. Les appli-
cations du filtrage particulaire sont maintenant nombreuses :
on en trouvera quelques exemples dans I’ouvrage collectif [15]
et dans le numéro spécial [1], ou on trouvera aussi un trés
bon tutoriel [2]. Enfin, on trouvera dans [31] des applications
des méthodes de Monte Carlo séquentielles dans d’autres do-
maines, en dehors du traitement du signal et des images : bio-
logie, dynamique moléculaire, etc.

2 Bootstrap filter

De nombreux algorithmes de filtrage particulaire ont &té pro-
posés et étudiés dans la littérature depuis une dizaine d’années.
On commence par décrire I’algorithme de base, le premier his-
toriquement & contenir une étape de redistribution, introduit
sous le nom de filtre particulaire avec interaction [13], boots-
trap filter [22], Monte Carlo filter [29] ou algorithme conden-
sation (conditional density propagation) [28].

2.1 Modele d’état non-linéaire
non—gaussien

On considére le probléme simple suivant, ou il s’agit d’es-
timer I’état X, d’un systeme (par exemple la position et la
vitesse d’un mobile), au vu d’observations (Yo, ---,Y%) (par
exemple des observations d’angles et / ou de distance par rap-
port a une ou plusieurs stations) recueillies dans un bruit blanc
additif, pas nécessairement gaussien. En général, les observa-
tions seules ne permettent d’estimer I’état caché, et il est néces-
saire de disposer d’un modele a priori, suffisamment réaliste,
pour décrire I’évolution de I’état entre deux instants d’observa-
tion. Par exemple

X = Fi(Xg—1, Wi)

1)
Y., = hk(Xk)-‘rVk

ou I’incertitude sur I’état initial est décrite par la distribution
de probabilité X ~ po(dx), ot {Wy} et {V4} sont des bruits
blancs indépendants, indépendants de la condition initiale X,
c’est—a—dire des suites de v.a. indépendantes, pas nécessaire-
ment gaussiennes, décrites par les distributions de probabilité



Wi, ~ pr(dw) et Vi, ~ g (v) dv. Sous ces hypothéses : (i) les
états cachés { X } suivent une dynamique markovienne (condi-
tionnellement aux états passés (Xo, - -- , Xx—1) I’état présent.
X ne dépend que de I’état précédent X, 1), et (ii) condi-
tionnellement aux états cachés (X, - - - , Xi), les observations
sont indépendantes, et la distribution de I’observation Y; ne
dépend que de I’état X, au méme instant : Yy, | X = = ~
qr(y — h(x)) dy, et on désigne par

Ui (z) = qp(Yr — he(x))

la fonction de vraisemblance associée, qui quantifie I’adéqua-
tion de chaque état x par rapport a I’observation courante Y5 :
cette fonction dépend de I’écart Y}, — hx () entre I’observation
hi(x) & laquelle on s’attend si le systéme occupait I’état z, et
I’observation réelle Y.

2.2 Algorithme

L’idée est de représenter la distribution de probabilité condi-
tionnelle py(dz) de I’état caché X, sachant les observations
(Yo, -+, Yy) al’aide d’un systeme de particules caractérisé par
les positions (¢1,- -+, &) et les poids (w}, - -+, wi), soumis
au mécanisme d’évolution suivant
mutation entre deux observations, les particules explorent I’es-

pace d’état de facon indépendante, en imitant le compor-
tement suivi par I’état caché, c’est-a—dire en suivant le
modéle a priori,

pondération lorsqu’une nouvelle observation est disponible,
I’adéquation de chaque particule avec cette observation
est évaluée grace a la fonction de vraisemblance : chaque
particule est alors affectée d’un poids proportionnel a la
valeur calculée,

sélection les particules sont éliminées ou multipliées, en fonc-
tion de leur poids, c’est—a—dire que les particules auront
d’autant plus de descendants a la génération suivante que
leur vraisemblance est grande.

Pour mettre en ceuvre I’algorithme décrit dans le Tableau 1, il
suffit de savoir

— simuler une v.a. selon la distribution initiale,

et en tout point x de I’espace d’état

— simuler une v.a. selon la transition X, | X;_1 = z, c’est—
a—dire selon la dynamique du modéle a priori,

— calculer & une constante multiplicative prés la fonction de
vraisemblance : il faut pour cela que la probabilité d’émis-
sion Y}, | X = x ait une densité par rapport a une mesure
ne dépendant pas de I’état x, et qu’on dispose d’une ex-
pression explicite pour cette densité.

On verra dans la suite de I"article qu’il est possible de modifier
cet algorithme sur plusieurs points

— dans I’étape de sélection, il est possible de réduire la va-
riance introduite par I’étape de ré—échantillonnage, en uti-
lisant d’autres algorithmes de redistribution des particules,
voir Annexe B,

— il est recommandé de ne pas redistribuer les particules a
chaque instant, mais seulement quand un déséquilibre trop
important est constaté dans la répartition de leurs poids,
voir Annexe C,

— dans I’étape de mutation, il est possible de laisser les par-
ticules explorer I’espace d’état selon une autre transition

A I’instant initial k = 0
initialisation indépendammentpouri=1,--- , N :
— générer & ~ po(dz).

pondération pouri=1,---,N:
— poser wy x qo(Yo — ho(&4))-
sélection indépendammentpouri=1,---,N :

N
— générer&d ~ Y w) b, ,
> s

A tout instant & >1:
mutation indépendammentpouri=1,--- , N :
— générer W} ~ pi(dw),
— poser &L = Fy(EL_,, W}).
pondération pouri=1,---,N:
— poser w, oc g (Y — hi(€L)).
sélection indépendammentpouri =1,---,N :
N
- générer & ~ ) "y, 5%-,

j=1

TaB. 1 — Bootstrap filter

que celle correspondant a la dynamique du modéle a priori,
quitte a pondeérer (ou rejeter) les v.a. simulées, de fagon a
compenser cette erreur, voir Section 4.

L’étape de sélection, au cours de laquelle les particules sont
éliminées ou multipliées, est cruciale pour I’efficacité de I’algo-
rithme. Si cette &tape est omise, tout se passe comme si N tra-
jectoires indépendantes &, = (&5, - , €4 )pouri =1,--- , N,
étaient simulées une fois pour toutes, en aveugle, avant méme
que les observations soient disponibles. Il n’y a aucune rai-
son pour que, parmi ces N trajectoires données a I’avance, il
s’en trouve méme une seule qui soit proche de la vraie tra-
jectoire. En pratique, on constate d’ailleurs que trés rapide-
ment une trajectoire concentre tout le poids, les autres trajec-
toires ayant un poids quasi—nul et ne contribuant pas a I’esti-
mation de I’état caché (jusqu’a ce qu’éventuellement une autre
trajectoire, ayant fini par acquérir un poids cumulé supérieur,
concentre a son tour tout le poids). La solution a ce probléme
de dégénérescence des poids consiste précisément a redistri-
buer les particules, de fagon a utiliser au mieux les ressources
disponibles.

2.3 Points faibles et variantes

On peut remarquer que I’algorithme décrit dans cette section
effectue la redistribution de maniére aveugle : une population
de particules est proposée a I’issue de I’étape de mutation, et la
seule latitude laissée a I’algorithme est de valider ou d’invali-
der chacune des particules proposées, au vu de son adéquation
a la nouvelle observation. Dans certains cas, par exemple si le
bruit d’observation est additif et que le rapport signal-a—bruit
est fort, il est peut—étre déja trop tard pour réagir : la fonc-
tion de vraisemblance étant trés localisée, il peut arriver qu’au-
cune des particules proposées a I'issue de I’étape de muta-
tion ne convienne. Une premiére solution consiste a introduire
avant I’étape de sélection une étape de régularisation par noyau,
e.g. kernel filter [27], filtre particulaire pré—régularisé [33], qui



offre la possibilité de proposer des particules dans un voisi-
nage des particules déja proposées. Idéalement, il faudrait pou-
voir forcer le mécanisme de mutation a proposer des particules
dans des régions de forte vraisemblance, c’est-a—dire effectuer
la redistribution de maniére guidée par la nouvelle observation.
Plusieurs méthodes ont été proposées : prior editing [22], auxi-
liary particle filter [39], correction progressive [33], annealed
importance sampling [34], bridging densities [21].

A I’issue de I’étape de redistribution, les descendants d’une
particule qui a été multipliée occupent toutes la méme position.
Si la transition X}, | X;—1 = x est faiblement bruitée, voire
méme déterministe, alors la capacité d’exploration de I’espace
d’état est trés diminuée. Pour résoudre ce probléme de dégéné-
rescence des positions, on peut ajouter, a I’issue de I’étape de
sélection, une étape de roughening [22], qui consiste essentiel-
lement a ajouter un bruit dans le modéle d’état, et qui a donné
lieu au filtre particulaire post—régularisé [33], ou quelques ité-
rations d’une méthode MCMC [20].

3 Modéles de Markov cachés

Les modéles de Markov cachés possédent un tres grand pou-
voir de modélisation, et permettent de décrire trés simplement
des structures de dépendances temporelles complexes. En pra-
tique, il suffit de spécifier les transitions X | Xx—1 = x et
les densités d’émission Y}, | X = x. Par rapport aux modéles
linéaires gaussiens usuels, il est également tres facile

— d’inclure dans la modélisation des contraintes sur I’état,

— de considérer des modéles de Markov & état fini, continu,

hybride continu / fini, variable dans le temps, trajectoriel,
etc.,
et les algorithmes associés, a base de systemes de particules
en interaction, sont trés simples et intuitifs a développer et a
mettre en ceuvre.

3.1 Modéle d’état

On suppose que la suite des états cachés { X} forme une
chaine de Markov sur un espace E (on peut méme considérer
le cas ol cet espace dépend du temps, ¢’est—a—dire ot X, prend
ses valeurs dans un espace E}), i.e. conditionnellement aux
états passés (Xo, -+, Xr—1), I’état présent X}, ne dépend que
de I’état précédent X_;. On en déduit

P[Xo € dxg, -, X, € day,]

= ]P’[XO S dl‘o] HP[XI@ € dxy | Xp_1 = xk_l] .
k=1

po(dzo) Qr(Tr—1,dz))
Cette situation est complétement décrite par la donnée de la
distribution initiale et de la caractéristique locale

P[X, € dx] = po(dx) ,

P[Xy € de' | Xp—1 = 2] = Q(z,dz’) .
En général, il n’existe pas d’expression explicite pour le noyau
de transition Q(x,dz’), ou bien cette expression est si com-
pliquée que calculer une intégrale telle que

1 Qulda') = / (dz) Qi (x, da’) |

E

est impossible. Dans la plupart des cas pratiques, y compris
dans I’exemple considéré en (1), la distribution de probabilité
Qr(z,dz") n’admet déja pas de densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur F.

En revanche, il est souvent trés facile de simuler une v.a. se-
lon la distribution de probabilité Q(x, dz’) (c’est le cas dans
I’exemple considéré en (1), pourvu toutefois qu’on sache géné-
rer une v.a. selon la distribution de probabilité pj(dw)). Dans
toute la suite, on fera donc I’hypothése que pour tout point de
départ « € E, il est facile de simuler une v.a. selon la distribu-
tion de probabilité Q. (z, dz').

3.2 Canal sans mémoire

L’hypothése usuellement faite dans les modéles de Markov
cachés pour relier les observations aux états cachés, est de sup-
poser que les observations sont indépendantes, sachant les états
cachés, et que la probabilité d’émission de Y} ne dépend que
de X, i.e.

PlYy € dyo, -+, Yn €dyn | Xo =20, -+, Xn = ]

n

= HP[YkEdyk|X0:$0,--- 7Xn:m7L]
k=0

= HP[YkEdyk|Xk=ajk] .
k=0

gk (k, Yi) A (dyr)
La fonction de vraisemblance (adéquation aux données) est
alors définie par
Ui(z) = gr(z, Ya) . 2)
Cette situation est complétement décrite par le diagramme de
dépendance ci—dessous

—>ka1 Xk XkJrl

Yk_ 1 Yk Yk+1

et par la donnée de la distribution initiale et des caractéristiques
locales
P[X, € dx] = po(dx) ,

P[X}, € do' | X1 = 2] = Qg(x,da’)

PlY, € dy' | X = 2'] = gi(2', y') Ae(dy') -

On peut vérifier que le modéle (1) rentre bien dans ce cadre.
Dans tous les modeles ou le bruit d’observation est additif, avec
une densité connue explicitement, il est en principe facile de
calculer la fonction de vraisemblance (2) mais ce calcul peut
parfois étre codteux, par exemple dans les applications en vi-
sion. Si le bruit d’observation n’est pas additif, une solution
possible consiste a considérer un modele perturbé, incluant un
petit bruit d’observation de densité connue [11]. Des modéles
beaucoup plus généraux, ou les observations et les états cachés
forment conjointement une chaine de Markov [11], voire méme
des modéles non—-markoviens [10], peuvent également étre con-
sidérés.



3.3 Filtre bayésien

L’objectif est I’estimation récursive de I’état caché X, au
vu des observations (Yo, - -+, Y%). On introduit & cet effet les
distributions de probabilité conditionnelles

pijk—1(dr) = P[Xy € dx | Yo, -+, Yi 1],

pe(de) = P Xy €de | Yy, -, Yz .

Dans un contexte linéaire gaussien, ces lois conditionnelles sont
des lois gaussiennes, respectivement

N(Xk\kflapkwfl) et N(Xkapk) 3

et le filtre de Kalman donne des équations pour le calcul récursif
des moyennes conditionnelles X, et Xy, et des matrices de
covariance d’erreur Py ;,_, et ;. Dans le cas général considéré
ici, la transition de px_1 @ uy est décrite par les deux étapes
suivantes

Etape de prédiction Entre Iinstant (k — 1) et I’instant & : on
utilise

— I’information disponible 11 sur I’état caché X4,

— etle modélea priori, i.e. le noyau de transition Q. (x, dx'),
pour prédire I’état caché X, d’ou

iagpn (d2) = [E ks (d) Qi (. da') = iy Qu(ds’) |

Etape de correction A I’instant &, une nouvelle observation
Y}, est disponible : on utilise

— Iinformation a priori s, sur I’état caché X,

— et la fonction de vraisemblance ¥ (z'),
pour corriger I’information sur I’état caché X, a I’aide de la
formule de Bayes, d’ou

Wi (z') prgjr—1(da’)
(lkjk—1, V)
On a donc obtenu I’équation récurrente suivante

Uy (2) 1 Qr(dz’)
(1 Qr, Vi)

Au lieu du noyau de transition Qg (z,dz’) correspondant
au modéle a priori, on pourra utiliser un noyau Py (z,dz’),
qui peut dépendre de I’observation Y3, voire méme de toutes
les observations passées (Yo, - - - , Yx), et qui domine le noyau
positif (non-normalisé) Uy (z") Qk(x, dz"), avec la dérivée de
Radon-Nikodym W, (z,z'), i.e.

Qr(z,dx’) Uy (2') = Wy (x,

pu(da’) =

pre =Yg plgp—1 1.8

ol By () (da) =

e = Pp(pe—1)

2') Py(x,dx’) . (3)

4 Meéthodes de Monte Carlo
séquentielles

A chaque instant , le filtre optimal 1 est approché par la
distribution empirique pondérée ¥

N N
Mkzuﬁ’:Zw}gé& avec Zw}czl,
=1 =1

d’une population de particules caractérisée par les positions
(&L, -+, €N) et les poids (w},--- ,wi). Si on applique suc-
cessivement I’étape de prédiction puis I’étape de correction a

I’approximation ¥, on obtient

mwﬁ,lxdo:')fiwk Zwk L Qu(El . da')

=1

U’k 1 Pk(ﬁk 17dI)

N
Z gk 15

avec la constante de normalisation

=3 ui i o = [ Qe ) Bula).

i=1

pouri =1,---, N, d’ou (en interprétant ®, (u ;) comme la
marginale d’une loi définie sur I’espace produit £ x E) I’ap-
proximation par échantillonnage préférentiel

N
() =y = Zwi 6’512 )
i=1

ou (&, -+ ,&N) est un N—échantillon distribué selon la loi

d’importance uY | Py, i.e. indépendammentpouri =1,--- , N
Thet ~ (Wy_y, - ,wljyfl) et & ~ Pk(gkk b da 0,

et

i ) N .
wh = Wi 6 /13w <£k e
j=1

Choix du noyau d’importance  Si Py (z, dz') = Qi (x, dx’),
alors Wy, (z, 2") = W (z), et on retrouve ainsi, pour un modele
plus général, les caractéristiques du bootstrap filter présenté a
la Section 2, ou les particules explorent d’abord I’espace d’état
en aveugle, selon le noyau de transition du modéle a priori,
avant d’étre pondérées (puis sélectionnées) grace a la fonction
de vraisemblance. Le choix optimal [16] est

Qr(z,dx") Uy ()

Py(z,dx’) = @k(z,dx’) = — ,
auquel cas
Wi(z,2') = Uy(z) = / Qu(z,dz’) Up(2'),
E

ne dépend pas de x’, et peut donc étre utilisé pour la sélection,
qui sera ainsi guidée par I’observation Y}. En effet, on peut
réécrire

al REoy) 5w
Z lzc % Qk(gllc—ladx/) )
P k

i
T,

Dy, (MkN 1)

d’ou (en interprétant @5 (u_,) comme la marginale d’une loi
définie sur I’espace produit {1,--- , N} x E) I’approximation
par échantillonnage préférentiel

N
p(pia) ~ ) = D wi gy
=1



ou indépendammentpouri =1,--- , N

) . ~ 7-1"
Tllc ~ (Wliv"' 77T/va) et glzc ~ Qk(gkipdx/) )

et

wi, = wy, / [Z“%—ﬂ .
j=1

Malheureusement, sauf dans quelques cas particuliers [16], on
ne sait ni calculer la fonction de vraisemblance prédite ¥ (z/),
ni simuler selon le noyau de transition a posteriori Q. (x, dz’).

Particules auxiliaires [39] En reprenant la méme idée, on
peut réécrire

\I/k i \Ilk(x’) \I/i
O (priqy)(da’) = — Zwk—l 7 e

Ck [ "

= .
t

ou W}, est aussi proche que possible de cj, = _\T!k(g,i_l), par
exemple W} = W, (u} ), ou uj est caractéristique de la dis-
tribution de probabilité Q (&L _,,dx’), d’ol (en interprétant
@y (py_,) comme la marginale d’une loi définie sur I’espace
produit {1,--- , N} x FE) I’approximation par échantillonnage
préférentiel

N
Op(pi) ~ i =Y wi O
=1

ou indépendamment pouri =1,--- , N

Tho~ (i, ) et &~ Qu(§ty,da')

et

P A (39 7 V(&)
wy = wy Tik / [Zwkﬁl Tjk ]
\Ijkk Jj=1 \I,kk

Algorithme générique Un algorithme de Monte Carlo sé-
quentiel assez général est décrit dans le Tableau 2, ou

— les particules n’explorent pas I’espace d’état selon le noyau
de transition Q. (x, dz’) associé au modele a priori, mais
selon un autre noyau de transition Py (x, dz’), voir (3),

— les particules ne sont redistribuées que si les poids af-
fectés aux particules sont trop déséquilibrés, selon un des
critéres décrits dans I’Annexe C,

— le cas échéant, les particules ne sont pas ré—échantillon-
nés, mais sont redistribuées selon un des mécanismes dé-
crits dans I’ Annexe B.

5 Rao-Blackwellisation

Bien que les méthodes de Monte Carlo soient en principe
applicables en dimension quelconque, il est évidemment im-
portant dans chaque application de tirer parti de toutes les par-
ticularités du probléme, de fagon a réduire la partie de I’espace
d’état ou on aura vraiment besoin d’utiliser des particules :
s’il existe des méthodes déterministes qui permettent de trai-
ter certaines composantes du vecteur d’état, il est bien sr re-
commandé de les utiliser. Dans chacun des deux exemples ci—
dessous, I’approximation particulaire prend la forme

Qk (g]ic—h dCC/) 9

A I’instant initial k = 0

initialisation indépendammentpouri=1,--- , N :
— générer & ~ po(dz).

pondération pouri=1,---,N:
— poser wi o< Wo(&L).

A tout instant k > 1:

mutation indépendammentpouri=1,--- , N :
— générer & ~ Py(&_,,dx’),

pondération pouri=1,---,N:
— poser wy, o< wj_; Wi(&_1,&), ou Wy (x, ') est
défini en (3).
sélection si H (wy, - ,w,{j’) > H,.q, alors redistribuer les

particules de fagon a obtenir un nouveau systéme de par-
ticules (&}, - -+, &), avec des poids égaux a 1/N.

TAB. 2 — Algorithme de Monte Carlo séquentiel

— d’un systéme de particules a valeurs dans la partie « non—
linéaire » de I’espace d’état,
— & chaque particule est attaché un filtre de Kalman, dont
dépendent
— une distribution gaussienne sur la partie « linéaire » de
I’espace d’état,
— le poids de la particule.
Ce principe est trés largement utilisé dans les applications [6],
[17], [23], [8].

Systeme conditionnellement linéaire gaussien [6], [7] L’état
X, = (X}, X2) se decompose en deux parties : {X}} indivi-
duellement est une chaine de Markov, et conditionnellement &
{X 1}, le systtme { X2V, } est linéaire gaussien, i.e.

Xo = AX,) X7 1+ B(X,) W,

Y, = C(X1) X247V, .

Les deux lois conditionnelles X2 | X}, -+, X! Yy, -+, Y, et
Yo, , Y, | Xg,--+, X} sont gaussiennes.

Systeme linéaire gaussien partiellement observé [14] L’état
X, = (X}, X2) vérifie un systéme linéaire gaussien triangu-
laire, et seule la composante X2 est observée, dans un bruit
blanc additif :

Xl

n+1 — Aanll“i’Ban;

X2 =Co X+ Dy X2+ E, W, ,

Y, = M(X2)+V,.

Dans ce modéle, les deux lois conditionnelles X} | X2,---, X2
et X2 | X2,---, X2_, sontgaussiennes.

A Echantillonnage préférentiel

I1s’agit d’une méthode classique permettant d’approcher une
distribution de probabilité 1, appelée distribution cible, en si-
mulant des v.a. selon une autre distribution de probabilité =, ap-
pelée distribution instrumentale (ou distribution d’importance



dans le cas de I’échantillonnage préférentiel). L’hypothése de
base est que m domine p, i.e.

pldz) =+ wiz) w(da)

ou il est facile de générer une v.a. de loi , et ou la constante
de normalisation

c:/Ew(x)ﬂ'(dx)

n’est pas nécessairement connue. Par définition

N
. / f(z) w(z) w(dx) Zf(XZ) w(X*)
/E f(@) pldz) = 72 ~ L
[ w) el 5wl
ou (X1 ... XN)estun N-échantillon distribué selon la loi

d’importance , et on obtient I’approximation (biaisée, mais
asymptotiquement sans biais quand le nombre N de particules
croit)

prpN =3 Wieyi o Wi=w(X') /Y w(X)].

i=1 j=1

On notera que les v.a. (X1, ---, X™) ne sont pas distribuées
selon la loi cible y, et que les poids (W1, --- , W) ont préci-
sément pour fonction de compenser cette erreur.

B Redistribution

Dans I’étape de sélection, il faut générer une v.a. = (en fait,
un échantillon de taille V), selon une distribution de probabilité
discréte de la forme

N
:u‘ = Z Wz 5XZ 9

=1
Il suffit de générer d’abord une v.a. 7 a valeurs dans I’ensemble
fini {1,---, N}, selon les poids (W, ... W), puis de poser
Z = X7. Le méthode la plus directe est la méthode d’inver-
sion, qui consiste a générer une v.a. U uniforme sur [0, 1]. Si U
appartient au j—eme segment, i.e. si

Whe o Wi <U <Wh o 4 WY

alors on pose 7 = j. Une recherche binaire en O(log V') opéra-
tions permet d’obtenir ce résultat, et il suffit donc de O(N log N)
opérations pour produire le N—échantillon (Z1,--. | =N).

Statistique d’ordre uniforme  On divise I’intervalle [0, 1] en
N segments contigus de longueurs W1, .-, W respective-
ment, et on génére en une fois NV variables aléatoires U; <

- < Uy ordonnées, uniformément distribuées sur [0, 1]. Si
U, appartient au j—me segment, i.e. si

Wht o Wit <U < Wh - 4+ WY

alors on pose 7% = j. Générer une statistique d’ordre uniforme
peut se faire en O(N) opérations [5], et il suffit de O(IV) tests
de comparaison pour produire le N-échantillon (21, - .. | ZV),

Approcher la loi discréte pondérée

N 1 N
NI NEE D W
i=1 i=1
ol =% ~ u indépendammentpours = 1,--- , N, revient a faire

K copiesde X pouri=1,---,N,i.e.
N N .
=1 =1

(Kl,-~~ ,KN) ~M(N,W1,~~~ ,WN)
suit une loi multinomiale. Dans ce cas
E(K)=NW' et var(K")=NW"(1-W?).
Plus généralement, pour choisir une approximation entiére K
de NW*pouri = 1,---, N tout en rajoutant le moins d’aléa

possible, I’idée naturelle est de commencer par créer K =
| N W*| copies de la particule X*. On sélectionne ainsi

ou

N N
NS R =Y N
i=1 i=1
particules de maniére complétement déterministe, chacune avec
un poids égal & 1/N, et il reste
N
R=N-N=>» (NW' - |NW'|)

i=1

Wh

particules a choisir. On peut citer par exemple

Z|=

(T

— la méthode d’échantillonnage résiduel [32], qui consiste a
générer un R—échantillon (2!, --- ,=%) selon la distribu-
tion résiduelle

1L
nr=15 > Wiy
=1

— ou la méthode de branchement de Bernoulli [9] (dans la-
quelle le nombre de particules n’est pas nécessairement
constant), qui consiste a attribuer 0 ou 1 descendant supplé-
mentaire a la particule X, avec probabilité W}, indépen-
damment pouri = 1,--- , N : dans ce cas

E(K)=NW*' et var(K')=Wj(1-W§) <

La méthode suivante donne aussi une variance minimale.

1
1-



Echantillonnage systématique [29], [5] On génére une unique
v.a. U uniforme sur [0,1/N], eton pose Uy = U et U; =
U;—1 +1/N pouri = 2,---,N. Si U; appartient au j—éme
segment, i.e. si

Wha o WIiTl <U < W +

=t = X, Il suffitde O(N

.._A'_Wj,

alors on pose ) tests de comparaison

pour produire le N—échantillon (Z!,--- ,=V).
L1 [ 1 | |
-1
N
Dans ce cas
E(K)=NW"' et var(K')=Wg(1-Wj)<1i.

C Critéere de redistribution

Etant donné la probabilité discréte

N
=Y Wiiyi,
=1

il n’est véritablement intéressant de redistribuer les particules
(X1, ... XN) quesi les poids (W1, ... W) sont trés dés-
équilibrés. Deux mesures heuristiques ont &té proposés pour
quantifier I’écart a I’équidistribution, et pour prendre la décision
de redistribuer les particules.

Taille effective de I’échantillon [30] L’inégalité

N
Nr=1/[3IWPI<N
=1

ou I’égalité est atteinte a I’équidistribution, suggeére de redistri-
buer si

N

S INW? > Hyea > 1.

i=1

1
W =5

H(W? ...
w, v

Entropie de I’échantillon [38] L’inégalité

N
fZWi logW' <log N,
=1
ou I’égalité est atteinte a I’équidistribution, suggére de redistri-
buer si

N
HW!' ... W ZNWl log(N W) > Hyeq > 0.
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