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Analyse d’événements rares

Processus stochastique formalisé X ⊕ Evt rare A :

Proba(X ∈ A) & Loi((X0, . . . ,Xt) | X ∈ A)

⊃ ingénierie/physique/biologique/économique :

Ingénierie : surcharges de réseaux, pannes, durées de fonctionnement,...
Physique : polymères dirigés, particules ∈ milieux absorbants, états
fondamentaux d’opérateurs de Schrodinger.
Finance : probabilités de défauts, ruines,...
Statistique : queues de distributions, valeurs extrêmes,...
Combinatoire : Calcul de cardinaux d’ensembles complexes.

Stratégies du processus ∈ Evt rare ⇒ Prédiction et contrôle.

Xt = Ft(Xt−1,Wt)→ Lois((W0, . . . ,Wt) | X ∈ A)
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Modéles stochastique

2 Ingrédients

1 Processus Physique/biologique/economique : files d’attentes, réseau
télécom, portefeuille, volatilité d’actifs, température, mouvements de
fluides,...

1 fonction potentiel (type énergie ou indicatrice/restriction): dépassements
de niveaux critiques, saturation, niveaux de propagations d’épidémies,
dispersion de radioactivité, ruines,...

Objectifs

Calcul des probabilités d’événements rares.

Calculer les lois des trajectoires complètes du processus évoluant en régime
critique  prédiction ⊕ contrôle.
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L’heuristique des estimations particulaires

Flot de mesures à complexité croissante

l’événement rare = cascade d’événements intermédiaires (moins) rares
(énergies ou niveaux ↑, passerelles physiques).

Flot de lois conditionnelles

n→ ηn = Loi(processus|une série de n évts intermédiaires ↓)

Les probabilités d’événements rares= Cts de normalisation.

Méthode particulaire heuristique

(Simulation arbre de défauts de type généalogique ⊕ % réussites)

Explorations/Propositions locales des espaces d’états.

Branchements-Selection des individus ∈ régimes critiques ↑.
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5 Exemples de flots de mesures ”cibles”

1 ηn = Loi((X0, . . . ,Xn) | ∀0 ≤ p ≤ n Xp ∈ Ap)

2 ηn(dx) ∝ e−βnV (x) λ(dx) avec βn ↑
3 ηn(dx) ∝ 1An (x) λ(dx) avec An ↓
4 ηn = LoiKπ ((X0, . . . ,Xn) | Xn = xn).

5 ηn = Loi( X atteint Bn | X atteint Bn avant A)

5 Heuristiques particulaires :

1 Mn-transitions locales ⊕ Selection des individus ∈ An i.e. ∼ Gn = 1An

2 Trans. MCMC ηn = ηnMn ⊕ Selection des individus ∝ Gn = e−(βn+1−βn)V

3 Trans. MCMC ηn = ηnMn ⊕ Selection individus ∝ Gn = 1An+1

4 M-transitions locales ⊕ Selection G (x1, x2) = π(dx2)K(x2,dx1)
π(dx1)M(x1,dx2)

5 Mn-transitions locales ⊕ Selection-branchement aux sous niveaux Bn ↓.
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Processus interaction/branch. ↪→ 3 types de mesures d’occupation

(N = 3) • // • • // • = •

• // •

��@
@@

@@
@@

??~~~~~~~ // • • = •

• // • •

<<xxxxxxxx // • = •

Population courante ↪→ 1

N

N∑
i=1

δξi
n←i-ième individu au temps n

Arbre généalogique ↪→ 1

N

N∑
i=1

δ(ξi
0,n,ξ

i
1,n,...,ξ

i
n,n)←i-ième ligne ancestrale

Arbre généalogique complet ↪→ 1
N

∑N
i=1 δ(ξi

0,ξ
i
1,...,ξ

i
n)

⊕ Potentiels empiriques moyens [% de succès (Gn = 1A)] ↪→ 1

N

N∑
i=1

Gn(ξi
n)

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest 8 / 31



Algorithmes stochastiques ”équivalents” :

Algorithmes génétiques.

Processus de branchements spatio-temporel.

Méthodes de Monte Carlo séquentielles.

Algorithmes de ”population Monte Carlo”.

Diffusion Monte Carlo (DMC), Quantum Monte Carlo (QMC), ...

Botanique des processus d’adaptation ∼ 6= domaines d’applications :

bootsrapping, selection, pruning-enrichment, reconfiguration, cloning, go
with the winner, spawning, condensation, grouping, rejuvenations, harmony
searches, biomimetics, ...

m

1950 ≤ [Méthodes de simulation heuristiques] ≤ 1996
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Interprétations champ moyen
QQ résultats de convergence

3 Calcul des Cte de normalisation

4 Quelques références
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Quelques notations

E espace mesurable, P(E ) proba. sur E , B(E ) fonctions meas. bornées.

(µ, f ) ∈ P(E )× B(E ) −→ µ(f ) =

∫
µ(dx) f (x)

M(x , dy) opérateur intégral sur E

M(f )(x) =

∫
M(x , dy)f (y)

[µM](dy) =

∫
µ(dx)M(x , dy) (=⇒ [µM](f ) = µ[M(f )] )

Transformation de Bayes-Boltzmann-Gibbs : G : E → [0,∞[ avec
µ(G ) > 0

ΨG (µ)(dx) =
1

µ(G )
G (x) µ(dx)
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Population infinie N ↑ ∞ ”=” Modèles de Feynman-Kac ' (Gn,Mn)

ηN
n (f ) :=

1

N

N∑
i=1

f (ξi
n) −→N↑∞ ηn(f ) :=

γn(f )

γn(1)

avec les mesures de Feynman-Kac non normalisées :

γn(f ) := E

fn(Xn)
∏

0≤p<n

Gp(Xp)


[Fonction potentiel Gn] & [Xn châıne de Markov ∼ transitions Mn]

Modèles de Feynman-Kac ⊃ toutes les heuristiques précédentes

Gn = 1An , Gn = e−(βn−βn−1)V ou plus généralement Gn = e(Vn+1−Vn).

potentiel de Metropolis, détection passage de niveaux.

Lois d’importance ∝ eλV (Xn) P(Xn ∈ .) Gn(Xn−1,Xn) = eλ[V (Xn)−V (Xn−1)]

Xn-particule absorbée au taux Gn  Proba de survie tps n = γn(1)
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Un premier example ”détaillé”

Mesures de Boltzmann-Gibbs :

ηn(dx) =
1

Zn
e−βnV (x) λ(dx)

Representation trajectorielle de Feynman-Kac :

ηn(f ) :=
γn(f )

γn(1)
avec γn(f ) := E

fn(Xn)
∏

0≤p<n

e−(βp+1−βp)V (Xp)


et

P (Xn ∈ dxn | Xn−1 = xn−1) = Mn(xn−1, dxn) avec ηn = ηnMn

Remarque :

Zn = λ
(
e−βnV

)
=

λ
(
e−(βn−βn−1)V e−βn−1V

)
λ (e−βn−1V )︸ ︷︷ ︸

ηn−1(e−(βn−βn−1)V )

× Zn−1
(β0=0)

=
∏

0≤p<n

ηp

(
e−(βp+1−βp)V

)
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Un second example ”détaillé”

Mesures restreintes : An ↓ (Exemple An = [an,∞[  queues de distributions)

ηn(dx) =
1

Zn
1An (x) λ(dx)

Representation trajectorielle de Feynman-Kac :

ηn(f ) :=
γn(f )

γn(1)
avec γn(f ) := E

fn(Xn)
∏

0≤p<n

1Ap+1 (Xp)


et

P (Xn ∈ dxn | Xn−1 = xn−1) = Mn(xn−1, dxn) avec ηn = ηnMn

Remarque :

Zn = λ (An)

=
λ
(
1An 1An−1

)
λ
(
1An−1

)︸ ︷︷ ︸
ηn−1(1An )

× Zn−1
(A0=E)

=
∏

0≤p<n

ηp

(
1Ap+1

)
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Modèles trajectoriels = Mêmes modèles mathématiques

Processus historique : Xn := (X ′0, . . . ,X
′
n) ∈ En = (E ′0 × . . .× E ′n)

⇓

Particules trajectorielles : ξi
n :=

(
ξi

0,n, ξ
i
1,n, . . . , ξ

i
n,n

)
∈ En = (E ′0 × . . .× E ′n)

⇓

ηN
n (f ) :=

1

N

N∑
i=1

fn(ξi
n) −→N↑∞ ηn(fn) :=

γn(fn)

γn(1)

avec les mesures de Feynman-Kac non normalisées trajectorielles :

γn(fn) = E

fn (X ′0, . . . ,X
′
n)

∏
0≤p<n

Gp

(
X ′0, . . . ,X

′
p

)
Exemple ↪→ ηn = Loi(X ′0, . . . ,X

′
n | sans intersections)

X ′ = Marche aléatoire ∈ Zd & Gn (X ′0, . . . ,X
′
n) = 1{X ′0 ,...,X ′n−1}(X ′n)
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Flots de mesures de Feynman-Kac

ηn

Correction/mise à jour

−−−−−−−−−−−−−−−→ η̂n = ΨGn (ηn)
Prédiction/exploration

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ηn+1 = η̂nMn+1

Formule de transport non linéaire

ΨGn (ηn) = ηnSn,ηn

avec
Sn,ηn (x , .) := εnGn(x) δx + (1− εnGn(x)) ΨGn (ηn)

⇓

ηn+1 = ηn (Sn,ηn Mn+1) := ηnKn+1,ηn
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Chaines de Markov non linéaire ηn = Loi(X n)

Équation de transport non linéaire :

ηn+1 = ηnKn+1,ηn

avec la collection de proba de transition :

Kn+1,ηn = Sn,ηn Mn+1

Transitions locales :

P(X n ∈ dxn | X n−1) = Kn,ηn−1(X n−1, dxn) avec ηn−1 = Loi(X n−1)

Mesure de McKean (processus canonique) :

Pn(d(x0, . . . , xn)) = η0(dx0) K1,η0 (x0, dx1) . . .Kn,ηn−1 (xn−1, dxn)
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Pb de simulation ⇒ Interprétation particulaire de type champ moyen

Chaine Markov ξn = (ξ1
n , . . . , ξ

N
n ) ∈ EN

n t.q.

ηN
n :=

1

N

∑
1≤i≤N

δξi
n
'N↑∞ ηn

Transitions locales ”approchées” (∀1 ≤ i ≤ N)

ξi
n−1  ξi

n ∼ Kn,ηN
n−1

(ξi
n−1, dxn)
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Figure schématique : ξn ∈ E N
n  ξn+1 ∈ E N

n+1

ξ1
n

K
n+1,ηN

n

−−−−−−−−−−→
...
ξi
n −−−−−−−−−−→
...
ξN
n −−−−−−−−−−→

ξ1
n+1
...

ξi
n+1
...

ξN
n+1

Idée intuitive :

ηN
n 'N↑∞ ηn =⇒ Kn+1,ηN

n
'N↑∞ Kn+1,ηn =⇒ ξi ∼ copies i.i.d. de X

⇓

Mesure McKean particulaire

1

N

N∑
i=1

δ(ξi
0,...,ξ

i
n) −→N↑∞ Loi(X 0, . . . ,X n)
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Feynman-Kac ⇔ Algorithme stochastique de type génétique

ξ1
n
...
ξi
n
...
ξN
n


S

n,ηN
n

−−−−−−−−−−→



ξ̂1
n

Mn+1

−−−−−−−−−−→
...

ξ̂i
n −−−−−−−−−−→
...

ξ̂N
n −−−−−−−−−−→

ξ1
n+1
...

ξi
n+1
...

ξN
n+1


Acceptation/Rejet-Selection : [horloges géométriques]

Sn,ηN
n

(ξi
n, dx)

:= εnGn(ξi
n) δξi

n
(dx) +

(
1− εnGn(ξi

n)
) ∑N

j=1
Gn(ξj

n)PN
k=1 Gn(ξk

n )
δξj

n
(dx)

Ex. : Gn = 1A  Gn(ξi
n) = 1A(ξi

n)
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QQ Avantages

Modèle de champ moyen=linéarisation/perturbation stoch. :

ηN
n = ηN

n−1Kn,ηN
n−1

+
1√
N

W N
n

avec W N
n 'Wn Champs gaussiens centrés et ⊥.

ηn = ηn−1Kn,ηn−1 stable ⇒ non propagation des erreurs locales

=⇒ control uniforme des erreurs globales / temps

”Pas besoin” d’étudier la cv à l’équilibre de modèles MCMC.

Grille/Maillage stochastique adaptatif.

Non linéarité du syst.  interactions bénéfiques.

Algo. naturel et facile a simuler, etc.
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Théorie ”asymptotique” TCL,PGD, PDM,...(n,N). QQ exemples :

Processus empiriques :

sup
n≥0

sup
N≥1

√
N E(‖ηN

n − ηn‖pFn
) <∞

Inégalités de concentration uniformes :

sup
n≥0

P(|ηN
n (fn)− ηn(fn)| > ε) ≤ c exp−(Nε2)/(2 σ2)

En coll. : A. Guionnet supn≥0 (IHP 2001) et M. Ledoux supFn
(JTP 2000)

Propagations du chaos (en coll. avec Patras,Rubenthaler (AAP 08-09) :

PN
n,q := Loi(ξ1

n , . . . , ξ
q
n )

' η⊗q
n +

1

N
∂1Pn,q + . . .+

1

Nk
∂kPn,q +

1

Nk+1
∂k+1PN

n,q

avec supN≥1 ‖∂k+1PN
n,q‖tv <∞ et supn≥0‖∂1Pn,q‖tv ≤ c q2.
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Problème : Calcul des mesures non normalisées

γn(f ) := E

fn(Xn)
∏

0≤p<n

Gp(Xp)

 'N↑∞ γN
n (f ) := ???

Remarque clé :
ηn(Gn) γn(1) = γn(Gn) = γn+1(1)

=⇒ Formule multiplicative  estimation particulaire non biaisée

γn(1) =
∏

0≤p<n

ηp(Gp) ←−N↑∞ γN
n (1) :=

∏
0≤p<n

ηN
p (Gp)

⇓
γn(f ) := γn(1)× ηn(f ) ←−N↑∞ γN

n (f ) := γN
n (1)× ηN

n (f )

Rmq. : Si Gn s’annule en certain points (ex. Gn = 1A) alors l’algo peut d’arrêter
⇒ convention = estimation par 0.

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest 24 / 31



2 Exemples : formules de Feynman-Kac

Confinement dans un tube:

γn(1)
Gn=1A= P (∩0≤p<nXp ∈ A) 'N↑∞ γN

n (1) :=
∏

0≤p<n

ηN
p (A)

Marches sans intersection :

γn+1(1) = P (∀p < q ≤ n Xp 6= Xq) =
1

(2d)n
Card {Marches 6 ∩ de lg=n}

'N↑∞

γN
n+1(1) :=

∏
0≤p≤n

potentiel empirique moyen au temps p

Avec différentes stratégies :

1 Transitions trajectorielles et G -détection d’intersections
2 Trans. locales sans intersections et Ĝ -proba d’intersections futures.
3 ...
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+2 Exemples : Mesures de Boltzmann-Gibbs statiques

Fct de partition :
(
Gn = e−(βn+1−βn)V

)
et (ηnMn = ηn)⇒ dηn ∝ e−βnV dλ

(
 Remarque : λ

(
e−βnV

)
= λ

(
Gn × e−βn−1V

)
= ηn (Gn) λ

(
e−βn−1V

))
⇓

λ
(
e−βnV

)
= γn(1) 'N↑∞ γN

n (1) :=
∏

0≤p<n

ηN
p

(
e−(βp+1−βp)V

)
Volumes et cardinaux :

(Gn = 1An+1 ) et (ηnMn = ηn) =⇒ ηn(dx) ∝ 1An+1 λ(dx)

⇓

λ (An) = γn(1) 'N↑∞ γN
n (1) :=

∏
0≤p≤n

ηN
p (Ap+1)
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Analyse de la convergence

Théorie asymptotique : fluctuations et déviations

En coll. : A. Guionnet (AAP 99, SPA 98) et L. Miclo (SP 2000)

Théorie non asymptotique : calcul de biais et estimations de variance

1 Dév. polynomial (en coll. avec Patras & Rubenthaler (AAP 09) :

E
(
(γN

n )⊗q(F )
)

=: QN
n,q(F ) = γ⊗q

n (F ) +
∑

1≤k≤(q−1)(n+1)

1

Nk
∂kQn,q(F )

[Hyp.∼ Algo. génétique simple εn = 0 & potentiel > 0]
2 Est. des variances (coll. avec Cerou & Guyader Hal-INRIA nov.08) :

E
([
γN

n (fn)− γn(fn)
]2) ≤ c

n

N
× γn(1)2

Hyp. + souples ⊃ :

Champ moyen qq avec taux acceptation ∀εn ≥ 0.
Fonction potentiel ≥ 0 (⊃ fonctions indicatrices).
Cas trajectoriel Xn = (X ′0, . . . ,X

′
n), avec X ′n” assez mélangeant”.
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& Méthodes de Monte Carlo "séquentielles"

Feynman-Kac formulae. Genealogical and interacting particle
systems, Springer (2004) ⊕ Refs.

(avec L. Miclo) Branching and Interacting Particle Systems
Approximations of Feynman-Kac Formulae. Séminaire de Probabilités
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Modèles d’absorption

(avec L. Miclo) Particle Approximations of Lyapunov Exponents
Connected to Schrodinger Operators and Feynman-Kac
Semigroups. ESAIM Probability & Statistics, vol. 7, pp. 169-207 (2003).

(avec A. Doucet) Particle Motions in Absorbing Medium with Hard
and Soft Obstacles. Stochastic Analysis and Applications, vol. 22
(2004).

+ récents preprints

(avec F. Cerou et A. Guyader) A non asymptotic variance theorem
for unnormalized Feynman-Kac particle models (HAL-INRIA 2008).

(avec A. Doucet et A. Jasra) On Adaptive Resampling Procedures for
Sequential Monte Carlo Methods (HAL-INRIA 2008).
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