TD - L3 MASS [Corrigés|

Probleme : Le Modéle de croissance cyclique de Goodwin

Le modele de croissance cycliqgue de Goodwin correspond a l’évolution au cours
du temps du marché de l’emploi, et des parts de salaires dans le revenu national
d’une économie. On note respectivement xy, et y; le taux de demande d’emploi,
et la part des salaires dans le revenu national au temps t. Ces deux quantités
peuvent étre déterminées en fonction de cing paramétres économiques :

Le stock de capital Ky, la production Yy, Uemploi courant Ly, Uoffre de travail
N, et enfin le taux de salaire réel wy. En supposant que la demande de travail
est déterminée par le plein emploi du capital, nous avons

Ty = Lt/Nt et Yt = U)tLt/Y;

Nous conviendrons par la suite que les tauxr de variation de [’emploi et des
salaires sont de la forme suivante

N'/)N=v L'/L=-3+K'/K et vw/w= nx—7

avec v, 3,7 >0, et m > (B4 ). On supposera que le capital est proportionnel a
la production, et linvestissement K’ est égal au profits :

1
KZEY et K'=Y—wlL avec h>(B+v)

1. Vérifier que (¢, y:) satisfait le couple d’équations différentielles suivantes

{ ¥ = ax—bry
/

y = —cy+dy

avec un jeu de paramétres (a,b,c,d) que l'on déterminera en fonction de
(v, B, 7, h). Déterminer les états stationnaires de ce systéme.

Solution :
Par définition de xz; = L;/Ny, nous avons tout d’abord

, L' LN (L N\L_ (L N
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En utilisant le fait que

N'/N=v, L'/L=-B+K'|K



et
K’/K:Y/K—wL/K:h—yY/K:h—hy:h(1—y)

on en conclut que
dje=PF+h(l-y)=v="n(1-y)—(B+v)
Autrement dit, nous avons
2 =az— by
avec le couple de parametres :
a=h—(0B+v)(>0) e b=h(>0)

Pour obtenir la seconde équation, on observe que
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D’autre part, nous avons
L')L=-38+K'/K, K/K=Y']Y=h(1-y)
et
w/w= mx—"7y
On en conclut que L'/L = -3+ h (1 —y), et
Y/y=mz—vy-B+h(l-y)—h(1-y)=mz—(y+p)
Autrement dit, nous avons
y = —cy+dry
avec le couple de parametres :

c= (Y+B)(>0) et d=x(>0)

En résumé, nous avons montré que (x,y;) satisfait le couple d’équations
différentielles

= ax-—bxy a = h—(pB+v), b = h
{ ’ avec {C _ (’Y+ﬂ), d = =

y = —cy+dzy
Les états stationnaires du systéeme normalisé, sont déterminés par les
équations

z(a —by)=0 et y(—c+dzx)=0
0

(manO) Tdéf. (070) et (mlayl) Tdéf. (5) %) = (Mv 1- (ﬂ——}tu))

T



2. Décrire le systeme différentiel normalisé correspondant au changement de
variables :

T=at, u=— et v=-—y
c a
Etablir dans le plan de phase (u,v), les coordonnées des états stationnaires.

Solution :
Nous avons clairement
dr =a dt

et

duzc—ldaj et dvzédy
c a

On en conclut que
du _dde _d (b ()
dr ~ ac dt  ac y_c ay c
= u(l-vw)

De méme, on obtient

deo by b e N e(b V(4
dr a2 dt a2 Y y_aay aay c
c
= —_— ]_—
€y

On en conclut que

d
d—::—av(l—u) avec oz:g
En résumé, le systéme différentiel normalisé est donné par
o = u(l-v) ¢ (v+D)
{v’ — —av(l-uw avec a_a_h—(ﬂ+y)(>0)

Les états stationnaires du systeéme normalisé, sont déterminés par les
équations

u(l—v)=0 et v(1—u)=0

)

(u,v) = (up,v0) =qar. (0,0) et (u,v) = (u1,v1) =qa. (1,1)



3. Linéariser le systéeme normalisé autour des états stationnaires. Déterminer
les types de singularité, et la nature de la stabilité autour de ces points.

Solution :
Le systeme normalisé peut s’écrire sous la forme suivante

U =uer ( :}‘ ) = U =F(U)
avec la fonction
o) =( i) )= (Va2

— Autour de lorigine (ug, vg) = (0,0), le systeme linéarisé s’exprime sous
la forme suivante

] = [Ew Bl ]-0 S0

ou ov
Les solutions de ce systeme sont données par

- ]
{u(r) — u(rp) elr=")

v(T) = wv(mp) e~ *(T=T0)

Les valeurs propres de la matrice

sont de signes opposés
M=—a<0< =1

Dans le systeme linéarisé, I’état stationnaire est donc un col, et les
trajectoires s’écartent de cet état. Le portrait de phases correspondant
est représenté sur la figure suivante.

v

-
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— Autour de lorigine (u1,v1) = (1, 1), le systéme linéarisé s’exprime sous
la forme suivante

u OBy (4,0 OB (4,0 u—u

) -l g2 ]
I 1,01) v(ulavl)
(1—wy) —uy 1JTu=17]_ [0 -1 u—1
avy —a(l—uy) | |[v=1] [a O v—1

Les valeurs propres de la matrice

0 =11 1Ju—=-11]
w={a |

sont clairement données

/\1 = Z\/a et /\2 = —z\/&

Dans ce systeme linéarisé, les trajectoires forment des cercles autour du
point (Uy,v1) = (1,1). L’état stationnaire est dans ce cas, un centre.
Pour plus de précisions, on effectue le changement de variables

u(r) = va (u(t) —uy) et o(r) = (v(r) —up)

On vérifie aisément, que le couple (u(7), (7)) satisfait le couple d’équations
différentielles suivantes

(1 = oo
7 = v=aw-1)=yaw

Autrement dit, nous avons

Pﬁ_:m{

SIS

|

avec la matrice antisymétrique M déterminée par

Mlz_fa‘gﬂ

On pose ensuite
Zy = Ug + 10y

Cette trajectoire dans le plan complexe vérifie ’équation différentielle
suivante

7 = w4+ =—av+ivou
= (iVa) (@+w)=ivaz



La solution générale est donc donnée par

2(7) = z(7p) V=)

En coordonnées polaires z(7) = (1) €?(") nous avons

/ /
r (T ./ i0 r =0
2 =1 ocz-(—r—i—w)re é{e, - Ja

La solution générale s’exprime donc sous la forme suivante
r(t) =r(r0) et (1) =0(r0) + vV (T — 7o)

Autrement dit, nous avons
Z(T) _ T‘(T) eiG(T) _ (T(To)eie(To)) eie(‘r—‘ro) _ Z(TQ) eie(‘r—‘ro)

Le portrait de phases correspondant est représenté sur la figure suivante.

overling{v}
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4. Décrire le diagramme des phases correspondant au systéme normalisé

(u,v).
Solution :

Les courbes intégrales sont déterminées par 1’équation suivante :

dv  dv/dr  g(u,v)
du ~ du/dr — f(u,v)

avec
g(u,v) =—av (1—u) et flu,v)=u(l—-"v)

Les isoclines nulles sont les courbes dans le plan définies par les équations

gu,v) =—av(l—u)=0<=u=1 ou v=0



et
flu,v)=u(l—v)=0<=u=0 ou v=1

Aux points d’intersection avec ces droites, la trajectoire du systéme a une
tangente respectivement verticale (f(u,v) = 0), ou horizontale (g(u,v) =
0).

u=H(uv)=u(1-v)=0

Ay T bt

1

F1G. 3 — Isoclines nulles

Pour plus de précision, on remarque que

@: —av (1—u) _ —« (1/u—1)
du u (1 —v) (1/v—1)

Une étude élémentaire des fonctions
1
(1/v—1)

ur— —a (l/u—1) et v
nous conduit au diagramme des signes suivant

~alpha (1u-1) - . _
) u signe de dv/du
alpha

u
0 1
+ -

1
j L (N -1) ‘
- +
/ v

0 Ty 1

\ﬁ
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En suivant le champ de vecteurs tangents en tout point a la trajectoire du
systeme, on obtient le diagramme de phase suivant :



dv/du-—>=infty dv/du=->0 lorsque u-->1
lorsque u——>0+ dv/du--> -alpha, lorsque v,u-—>+inft
\ Y "/ \g\

= K
/i
1
Pid . h //I , .
dv/du ——>-infty dvidu-—>—infty, +infty dv/du-->0
lorsque u-——>0+  lorsque v——>1 lorsque v-->0

Fic. 5 — Diagramme de phase

5. Montrer que la fonction
H(u,v) =log (u*v) — (cu+v) avec a=c/a
est une intégrale premiére du mouvement.

Solution :
Le systeme différentiel normalisé est donné par deux équations

{ 1) v = wu(l-v)
(2) vV = —av(l—-wu)

1

En multipliant la premitre par a (1 — 1), et la seconde par (1 —1), on

obtient le systeme d équations

oty

En additionnant ces deux équations, on montre que

a(l—u) (1-v)
—a (1-v) (1—u)

u’ , oo, d
a(u u)—i—(v v) dt[a(ogu u)+logv—v] =0



Autrement dit, nous avons montré que H est une intégrale premiere du
mouvement

d d
pn [log (u*v) — (au 4+ v)] = %H(u,v) =0
La fonction H est constante sur toute trajectoire (u(7),v(7)) solution du
systeme différentiel normalisé. Autrement dit, pour des conditions initiales
(u(70),v(70)) fixées, la trajectoire (u(7),v(7)) suit la courbe intégrale as-
sociée a la constante de mouvement Hy = H (u(79),v(70))

vreR  H(u(r),v(r)) = H(u(r),v(70))

. Vérifier que ’évolution de I’économie est cyclique. Autrement dit, vérifier

que les trajectoires solutions du systéme différentiel (normalisé) sont périodiques.
On analysera les points suivants :

— Les trajectoires ne peuvent sortir du demi-plan supérieur (Rj_)g.

Solution :

Montrons tout d’abord que les trajectoires ne peuvent sortir du demi-
plan supérieur (R%)?. Lorsque 1'une des coordonnées du point initial
u(7p), ouv(7p), s’annule, le résultat est immédiat. Supposons par exemple
que u(79) = 0. Dans ce cas, et d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz,

le couple
{ w(t) = u(rn)=0
o(t) = wv(7) e—(T—70)

est 'unique solution passant par le point (0,v(79)). De méme, lorsque
v(19) = 0, le couple

u(ro) el=70)

{un = uo e

est 'unique solution passant par le point (u(7),0). Ces deux remarques
sont synthétisées par le diagramme suivant.
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v(tau_0)
vitau) |-/~ - - - ==
I
tau axe du temps
tau
v
u(tau_0)
u(sats)
7777777 ’
ta f:uedu temps
Fic. 6 -

Supposons désormais que u(1y) > 0, et v(79) > 0. Dans cette situation,
nous avons
vreR v(t) >0 et v(r)>0

En effet, dans le cas contraire, il existerait un temps 73 pour lequel
u(r1) = 0, ou v(11) = 0. Supposons par exemple que u(71) = 0. Dans
cette situation, le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine que

{u(r) = u(r)=0

o(t) = wv(m) e=o(T="1)

est I'unique solution passant par (u(71),v(71)). Le fait que u(r) = 0,
pour tout 7 contredit notre hypothese sur u(7p)(> 0). De méme, si
v(71) = 0, le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine que

u(ry) e(T=™)
1}(7’1) =0

—N
< g
A~
e
S~— —
[

est 'unique solution passant par (u(11),v(71)). Le fait que v(r) = 0,
pour tout 7 contredit notre hypothese sur v(7y)(> 0). Ce raisonnement
par 'absurde montre que

(v(r0) >0 et v(r) >0)= (Vr €R v(t) >0 et wv(r)>0)
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— Les trajectoires n’explosent pas en temps fini.

Solution :
On note simplement que

v=u(l—-v)=u—uv
et = v <u
(u,v) € (R})?
femml vreRou(r) < u(r) e77T)
et

v = auv — av
et = v <auw
(u,v) € (RY)?

“emet vreRoo(r) < o(r) e J7y uls)ds

~ Les trajectoires initialisées dans le cadran Cy = (0,1)2, retournent en
C1 en temps fini, en passant successivement par les trois autres qua-
drants Cy = ((1,00) x (0,1)), C3 = (1,00)%, et Cy = ((0,1) x (1,00)).

Solution :
Le demi-plan supérieur est divisé en quatre zones

v

Cc4 C3
u et v decroissantes| u deccoissante
( Vv croissante
1
C1 c2
u croissante u et v croissantes

v decroissante j\

1

Fig. 7 -

Les propriétés de monotonie des trajectoires dans chaque zone, per-
mettent de vérifier simplement que les trajectoires visitent successi-
vement, et de facon périodique, les quatre quadrants C'1, Cs, Cs, et
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Cjy. Supposons par exemple, que les trajectoires initialisées en un point
(u(0),v(10)) € C1 = (0,1)2, ne sortent pas de cette premiere zone.
Dans C1, la fonction 7 — u(7) est croissante, alors que 7 +— v(T) est
décroissante. Dans cette situation, nous aurions

lim (u(7),v(r)) = (u*,v*) € Cy = (0,1)?

T—00

et

lim (u/'(7),v'(7)) = (0,0) = (u*,v*) € {(0,0),(1,1)} € Cy

T—00
Ce raisonnement par ’absurde montre qu’il existe un temps fini 7 3 <
oo maximal pour lequel la solution appartient a cette zone Cy pour tous
les temps T € [19,T1,2). Pour 7 = 71 2, nous avons

U(Tl)g) =1 et ’U(TLQ) <1 (:> U/(TLQ) >0 et 1}/(’7’1)2) = 0)

Un raisonnement analogue, nous montre que qu’il existe un temps fini
T9,3 < oo maximal pour lequel la solution appartient a cette zone Cs
pour tous les temps 7 € (71,2, T2 3). Pour 7 = 7 3, nous avons

U(T2)3) >1 et ’U(T273) =1 (:> ’U,I(T273) =0 et 1}/(’7’2)3) > 0)

Les traversées des deux autres zones se traitent de la méme fagon, on
sort de C3 pour visiter Cy au temps 734, et 'on sort de Cy pour re-
tourner en C; au temps 74,1. En résumé, nous avons montré que les
trajectoires visitent périodiquement les régions C;, avec i =1,2,3,4. m

Les trajectoires passant par un point (u(71),1), avec u(r) € (0,1), re-
tournent en temps fini en ce point.

Solution :

Dans la question précédente, nous avons montré qu’une trajectoire ini-
tialisée en (u(79),v(70)) € C1 retourne en C; en temps fini, en passant
successivement par Cy, Cs, et Cy. Pour vérifier que la trajectoire est
périodique, il suffit de vérifier qu'une trajectoire passant par un point
(u(m1),v(m1)), avec v(r) = 1 et u(m) € (0,1), retourne en ce point en
un temps fini. Autrement dit, il existe un temps fini 7' < oo pour lequel

(u(m1 +T),0(n + 7)) = (u(m1),v(n)) € (0,1) x {1}
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v(tau_1)= 1

Vv(tau_0) —43——””,,,1‘ J

utau_1)  u(tau_0) u

1

FiGc. 8 -

L’existence d'un temps fini T pour lequel (u(m1+7T),v(m1+T")) € (0,1) X
{1} a été prouvée a la question précédente. Il nous reste & montrer
que u(m + T) = u(r1). Pour vérifier cette assertion, on observe que la
fonction

ur— H(u,1) =alogu—au—1=allogu —u) — 1
est strictement croissante sur (0, 1),

d 1
Yu € (0,1) %H(u,l):a(a—l)>0

(et admet un maximum H(1,1) = —(a + 1) au bord supérieur de l'in-
tervalle u = 1). On en conclut que la trajectoire repasse nécessairement
par le méme point a chaque tour :

Hu(n+17),1)=H(u(n),l) = u(n +7T) =u(n)

7. Calculer les moyennes temporelles de u(t), et de v(T), sur une période.

Solution :
Sur chaque période, nous avons

To+T 1 To+T
/ w(r) dr = / 4 logu(r) dr = u(ro +T) — u(79) = 0
. u(T) o dr

0

En utilisant le fait que
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on obtient
To+T 1 To+T
/ (I—o(r)dr=0= —/ v(r)dr =1
T0 T T0

Par un raisonnement analogue, nous avons

To+T ’UI(T) To+T
/TO ) dT_/-ro EIOgU(T) dr =v(ro+T)—v(r) =0

En utilisant le fait que

on obtient

To+T 1 To+T
/ (1—-u(r)dr=0= T/ u(r)dr =1
T T0

0



