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Exercice 1 On considére I'équation différentielle dans le plan

d_z =
{ & _ Zaf——:—_sgy/ avec a,b,c,d € R t.q. (a+d)* >4 (ad—bc) (1)
& =

1. On pose X = [ gyc } Vérifier que

dxX

(1)<:>E_AX

ot A désigne une matrice (2 x 2) que l'on explicitera.

2. Déterminer les valeurs propres A1, et Aa, de la matrice A en fonction de
sa trace tr(A), et de son déterminant dét(A).

3. Soit V1, et Vo deux vecteurs propres associés aux valeurs propres A1, et
A2. Montrer que (V1,Va) forment une base de R2. Résoudre le systéme
différentiel (1) dans cette base.

4. Décrire les portraits de phases, et discuter le comportement des solutions,
dans les trois cas suivants :

1) A< A<O0 2) 0< A <X 3))\1<0<)\2

Solution :

1. On a clairement

dX a b
(1)<:>E—AX avec A_<c d)

2. Le polynome caractéristique de A est donné par

dét(A—)J)zdét( “;A b )

p(A) d—

(@ —=X)(d—=\) —bc=(ad —be) — X (a+d) + N>
= A = \tr(A) + dét(A)

_ ()\ - “"(2‘4)) — 5% ((4)? — 4 dét())




D’apres nos hypotheses, nous avons
tr(A)? — 4 dét(A) = (a+ d)* — 4 (ad — bc) > 0
Les valeurs propres A1, et A2, de la matrice A sont donc données par

tr(A) — [tr(A)| tr(A) — /tr(A)2 — 4 dét(A)
(A ) n z

et

tr(A) + /tr(A4)2 — 4 dét(A)
2
. Si les vecteurs V; et Vo n’étaient pas indépendants, nous aurions

Vi=9Va, 7#0= AV = MVi =7AV = Xa(YV2) = Vi = A = Ao

A< Ay =

On obtiendrait ainsi une contradiction avec le fait que A\; < Az. On en
conclut que le couple de vecteurs (Vy, V) forme une base de R2.

On notera par la suite X = [ ; ] les coordonnées d’'un vecteur X dans

la base (V71,V3). On rappelle que

X:{ﬂ:xEﬁyEg

dans la base canonique (E1, E2) = ({ (1) } , [ (1) ]) Si v, = [ V1,1 } ot

V1,2
Vi = 52’1 ] désignent les coordonnées de V1 ,et Vs dans la base (E1, Es),
2,2
On obtient la formule de changement de base
X ==z E1 + Yy EQ
TVi+y Vs
T [v1,1 E1 412 Eo] + 7 [v2,1 Ev + va 2 Es)
[V1,1T + v2,17] E1 + [v1,2T + v2,27] E2
V1,1 V21 T <
1 vz, ) =i, X
(s ) (5) -t

Autrement dit, nous avons

X=PX avec P=][V,Vs]
L’indépendance entre V; et V5 nous assure que P est inversible
dét(P) = 01,1V2,2 — V2,1V1,2 7& 0

Dans la base (V1, Va), Paction de la matrice A correspond a l'opération de
la matrice P~*AP. On a en effet

(AX) =P 1 (AX)=P 'APX =AX < A=P AP
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Il nous reste a noter que

X

APX = AW,V { i ] = A@VL + Vo) =T AVi + 7 AVh

o
Mzm+&yw=wawﬂAg]

M 0= = (M 0
P(o /\2>X:>A_<O A2>

Dans cette base de vecteurs propres (Vi,V2), le systeme différentiel s’ex-
prime sous la forme suivante

AX _ X

— =P =P '"AX =P 'APX =A4X
dt dt
Autrement dit, nous avons
{ % = M7
B - o
Les solutions de (1) dans la base (V4, V) sont de ce fait données par
z(t) = Mt E(0)
g(t) = *'7(0)

Dans la base canonique originelle (E7, Es), la solution générale est donnée
par la formule suivante

y(t) T(t) Vi +3(t) V2
[ 7(0)] Vi + [ 7(0)] Va

{ 7(0) ] o [ #(0) ]

7(0) y(0)

(a) Dans les deux premiers cas 1) et 2), les valeurs propres A; et Ag
ont le méme signe, et 'on a (A1 — A2) < 0. Dans cette situation, en

supposant que les conditions initiales Z(0), et (0), sont non nulles,
nous avons

xo = | o | =rxo - |

—_
I

avec

E_ (A=X2)t _ @ —| A=Azt t—+o0
€ = [ — 0
y(t)  7(0) 7(0)
et

y(t) _ 3(0) 2=t

z(t) ()

totoo [ 400 si Z(0), et 7(0) ont le méme signe
—oo sinon



On notera dans ce cas que les trajectoires de phases sont données par
dg A
g _ o
dzT A1

8l <

— 7(T) = Cte x |Z[**/* et la droite T =0

Pour vérifier cette équivalence, on remarquera que ’on a pour les
T>0

§(E) = C [/ = 03
I

Toxcprt=Rxl (CER)=2x
X )\1 1 x 1

8|

Deux cas de figures peuvent se présenter :

— Si les valeurs propres A\; < A2 < 0 sont toutes deux négatives,
Porigine est un point d’équilibre w-stable et attractif. On dit que
c’est un noeud attractif ou un puits. Dans cette situation, nous
avons

A
A < X <0 =>0</\—2<1
1

et dans ce cas, les courbes intégrales T — F(T) = C |Z|*2/* sont
tangentes en l'origine a 'axe déterminé par le vecteur propre V5
associé a la plus grande des valeurs propres As. Le portrait de
phases correspondant est représenté sur la figure suivante

overlineg{y’

overline{x}

/\

Fic. 1 -



— Si les valeurs propres 0 < A; < Ay sont toutes deux positives,
Porigine est un point d’équilibre a-stable et répulsif. On dit aussi
que c’est un noeud répulsif ou une source. Dans cette situation,
nous avons

A
0<AM <X = 1<22
1
et dans ce cas, les courbes intégrales T — 7(T) = C |7|*2/** sont
tangentes en l'origine & ’axe déterminé par le vecteur propre V
associé a la plus petite des valeurs propres \;. Le portrait de phases
correspondant est représenté sur la figure suivante

overlineg{y’

overling{x}

e

—

Figc. 2 -

(b) Lorsque les valeurs propres sont de signes opposés A1 < 0 < Ag, et si
Z(0) # 0, nous avons

oot _ _ _ t——00 +oo si 7(0) >0
_ =Mt
0 o(t) = e z(0) { —oo si T(0) <0
De méme, si F(0) # 0, nous avons
(0)>0

—oco—t t—+oo ;
0 ——5(t) = eI 5(0) —’{ g

Y
-0 si 7(0) <0
Dans cette situation, nous avons aussi

Ao Xo o | Ao
AM<0< Ay = < 1= ——"F=|—
! 2 A\ VY




et dans ce cas, les courbes intégrales sont données par

1

zeR—{o}Hy(thIfI””l=OW

Le portrait de phases correspondant est représenté sur la figure sui-
vante

overline{y’

overlineg{x}

Fic. 3 -

On notera pour conclure que l'origine n’est ni a-stable, ni w-stable,
ni attractive, ni répulsive. On dit dans ce cas de figure que c’est col.



Exercice 2 Résoudre et analyser la stabilité des équations différentielles sui-
vantes :

1) 2'+52'+2 = 0
2) 2" +5x+4c = 0
3) 2/ +42x'+2x = 0

Solution :

Les trois systemes se résolvant de fagon analogue, nous donnerons une preuve
détaillée uniquement dans le premier cas.

1. On commence par noter que le premier systeme peut se mettre sous la
forme d’un systeme différentiel du premier ordre dans le plan

" / _ ¥ =y
" + 57 —|—a:—0<:){y, — sy—z (2)

Ainsi, si on pose X = [ Z }, on obtient

dX 0 1
(2)<:>E—AX avec A_<—1 _5>
On note ensuite que

tr(A) =—5 et dét(A) =1

On en conclut que les valeurs propres

tr(A) £ /tr(A4)? — 4 dét(A)
2

de A sont données par

-5 —+v21 -5 21
:7\/—<)\2:+7\/_<0

M 2 2

On en conclut que l'origine est un noeud attractif (ou encore un puits).
Pour résoudre ce systeme, il convient de calculer des vecteurs propres
Vi, et Vo, associés a ces valeurs propres A1, et Ao. Les vecteurs propres

v N , . .
i = L1 ] associés a A\ sont donnés par I’équation

V1,2
0 1 V1,1 o -5 — A% 21 V1,1
-1 -5 vig | 2 V12

Autrement dit, il suffit de résoudre le systeme

V1,2 = _5_2\/ﬁ V1,1 _ -5 — /21
_5-\/21 <~ 'ULQ -
2

V1,1
—v1,1 —dv12 = V1,2 2



11 nous suffit donc de choisir par exemple

1
Vi = [ —5—+/21 }
2

On procede de fagon analogue pour trouver un vecteur propre Vo =

V2,1 .
[ ’ } associé ‘a la valeur propre Ay

V2,2
0 1\ v |_ Z54V2 oy
-1 -5 voo | 2 V2,2

Dans cette situation, nous avons

Va2 = 7_54_2 21 V1,1 gy = -5 + vV 21 V1o
—5+/21 = V2,2 = ’
—vgq —Bugp = 22y, 2

Il nous suffit donc de choisir par exemple

1
Va = [ —5+21 }
2

11 nous reste & calculer I'inverse P~! de la matrice de changement de base

1 1
P=W,Va)=( s o1 _sivam
2 2

Pour cela on observe que

u+v = x
{ 7572\/ﬁ uw+ 75+2\/ﬁ v o=y
)
5+§/ﬁ u+ 5+%/ﬁ v 5+%/ﬁ z
7572\/ﬁ w4+ 75+2\/ﬁ v y
575/5 u+ 575/5 - y;/ﬁ z
7572\/ﬁ w4+ 75+2\/ﬁ v y
)
u = —\/Lﬁ 57§/ﬁ a:—i—y)
1



On en conclut que

1 —5+v21 g
Pl=_——x -
V21 bhy2l g

La solution générale de (2) est donnée par la formule suivante

X(t) = [N FO) Vi + [ F(0)] Ve
= 0] | o | ETFT 00 | i
FO0) ] _ pea[w(0) ] _ L[ HEL 1) [ 2(0)
[mm]‘f’ [yw)}— 21X< yoT 1>{y<o>]
On obtient finalement
X = =T O g o) [ ol |
2
e o) [ Ll |
2
et donc
w(t) = S x (e F [ 2R 4(0) —2(0)]

+ e[ a(0) +2/(0)] )
. Le second systeme peut s’écrire

x'/+5:c’+4x:0<:>{ g, - v

Ainsi, si on pose X = [ z }, on obtient

dX 0 1
(3){:>E_AX avec A—<_4 _5>

On note ensuite que
tr(A) = -5 et dét(A) =4

On en conclut que les valeurs propres

tr(A) £ /tr(A4)2 — 4 dét(A)
2
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de A sont données par
AM=—4<X=-1<0
L’origine est & nouveau un noeud attractif (ou encore un puits).

V1,1
V1,2

0 1 v | V1,2 _ | v
—4 -5 V1,2 - —4’1]1)1—5’01,2 o —4’01,2

Ces deux équations se réduisent a la méme équation

Les vecteurs propres Vi = [ ] associés a A1 sont donnés par I’équation

V1,2 = —41}171 (<:> —4’01)1 — (5 — 4) V1,2 = 0)

11 nous suffit donc de choisir par exemple

e[

V2,1

De méme, les vecteurs propres Vo = [ v
2,2

} associés a Ay = —1 sont
donnés par 1’équation
(% 3) 3]s ]-32]
-4 =5 V2,2 —4vg 1 — dU2 2 —U2,2
Ces deux équations se réduisent a la méme équation
V20 =—v21 (& —4dve1—(5—1)va2=0)

Il nous suffit donc de choisir par exemple

w4

L’inverse P~! de la matrice de changement de base

P:(Vl,VQ):<_14 _11)

est déterminé par les équations
ut+v = x
dutv = —y

)

|
I
S

du+4v
—4u— v

|
<

u = —(z+y)/3
Q’{u = (dz+y)/3

—u—v = -
dut+v = —y
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On en conclut que
1 -1 -1
-1 _
P _3><< 4 3 )

La solution générale de (3) est donnée par la formule suivante

X(@t) = [e* %(0)] [ _14 } + [ 5(0)] { —11 ]

avec

EIRRERN AR

On obtient finalement

. Le dernier systeme peut s’écrire

x"+4x’+2$:0©{§, - Y (4)

Ainsi, si on pose X = [ Z }, on obtient
dX 0 1
(4)@%—14)( avec A—<_2 _4>
On note ensuite que
tr(A) = —4 et dét(A) =2

On en conclut que les valeurs propres

tr(A) £ /tr(A4)2 — 4 dét(A)
2

de A sont données par
M=—(24+V2)<XA=—-(2-V2)<0
L’origine est encore un noeud attractif (ou encore un puits).

V1,1

Les vecteurs propres V; = [ ] associés a A1 sont donnés par I’équation

s

R |t PP B v ol

Ces deux équations se réduisent a la méme équation

vig = —(2+V2)v1,



12

11 nous suffit donc de choisir par exemple

e [ —(ﬁﬁ)]

~ V2.1 PN
De méme, les vecteurs propres Vo = [ v ’ } associés a Ao = —1 sont

donnés par 1’équation

(% ) [ )= e = ooV |

Ces deux équations se réduisent a la méme équation
Vg2 = —(2 + \/5)’[}271

Il nous suffit donc de choisir par exemple

-y

L’inverse P~! de la matrice de changement de base

1 1
P=(W,V) = ( -2+v2) -(2-V2) )

est déterminé par les équations

u+v = x
{(2+\/§)U+(2—\/§)U = -y
T

{—(2+\/§)u—(2+\/§)v = —2+V2) =
C+V2)u+(2-v2v = —y

|
|
o
[
9
8

{ —2-=V2)u—-(2-v2)v
(2+V2) ut (2 V2

u
v
On en conclut que

i L —(2-v2) -1
Pl‘mx< @+v3) 1 )

|
|
<

(3
—(2=v2) z+y) /(2Vv2)
(2+V2) z+y) /(2v2)
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La solution générale de (4) est donnée par la formule suivante

On obtient finalement

x(t)

o2t __ef\/it ((\/5721)1(0) + Ty v ((\/§+21)w(0) i 002/\(/05) )}

2V2

=e 2 x x(O) e — +

=e 2 x x(O) cosh (V2t) + (\/533(0) + ”&?) Sinh(\/it)}
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Exercice 3 Résoudre et étudier la stabilité des équations différentielles sui-
vantes
' =diz’ +cx avec (cAd)>0

Solution :
On commence par noter que le premier systéme peut se mettre sous la forme
d’un systeme différentiel du premier ordre dans le plan

/

"o / r =Yy
2 =dux —|—cx<:>{y, — dytca (5)

Ainsi, si on pose X = [ z }, on obtient

(5)<:>ﬁzAX avec A:<0
dt c

Q-
N———

On note ensuite que
tr(A) =d et dét(A) =—c

On en conclut que les valeurs propres

tr(A) & /tr(A)? —4 dét(A)  d+Vd? +4c
2 - 2

de A sont données par

d 4c d 4c
/\1_§<1— (1+ﬁ)><0<>‘2_§<1+ <1+ﬁ>>

On en conclut que Porigine est un col.

V1,1

Les vecteurs propres Vi = ] associés a A1 sont donnés par 1’équation

(2 D]l (332
c d U1,2 cvi1 +dui o A1 V12
Ces deux équations se réduisent a la méme équation
V1,2 = A1 V1,1
Pour vérifier cette assertion, on notera par exemple que
AM+A=d et M= —c
On obtient ainsi que

V1,2 = /\1 V1,1 = C V1,1 + (d - )\1) V1,2 = ’U171[C+ /\1)\2] =0
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Il nous suffit donc de choisir par exemple

1
V =
1 A
N v PSRN ,
De méme, les vecteurs propres Vo = [ U2’1 ] associés a Ao sont donnés par
2,2

I’équation
0 1 V2,1 _ V2,2 _ A2 V2,1
< c d ) [ V2,2 } B [ cvg 1 + dvg o ] N [ A2 V22 }
Ces deux équations se réduisent a la méme équation
V22 = A V2,1
Pour vérfier cette assertion, on notera a nouveau que

V22 = Ao V2,1 = C V21 + (d — )\2) V22 = 1}2)1[04— /\1/\2] =0

Il nous suffit donc de choisir par exemple

e[ 4]

Les valeurs propres A1 et As étant distinctes, les vecteurs (V1, V2) forment une
base du plan. L’inverse de la matrice de changement de base P = [V1, V3] est
donnée par la formule

— 1 Ay —1
Pl= —
)\2—/\1 X( _>\1 1 )

La solution générale de (4) est donnée par la formule suivante

X(t)

avec
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On obtient finalement
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Exercice 4 Etudier la stabilité de lorigine pour les équations différentielles
dans le plan suivantes

dx dx dx
o= = 2z = = -y = = 2zx+4y
b {4 ) {4 5 {1
Solution :
Si on pose X = [ ; }, ces équations différentielles dans le plan s’ expriment

sous la forme suivante qxX
oaAx
dt

avec selon les cas :

va=(39) mas(h ) was(34)

1. Dans le premier cas, les valeurs propres de A
O<Ai=1< ) =2

sont toutes deux positives. Dans cette situation, I'origine est un un point
d’équilibre a-stable et répulsif (ou encore un noeud répulsif ou une source).

2. Dans les autres cas, les valeurs propres sont données par la formule

tr(A) £ /tr(A4)2 — 4 dét(A)
2

Pour les équations différentielles (2) ou (3), nous avons
tr(A) =1 et dét(A) = -2
Dans les deux cas, les valeurs propres sont donc données par
AM=—-1<0< A =2

et origine est un col.
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Exercice 5 On considére [’équation différentielle dans le plan

{i—f = ax+by

2 _ —
% — ertdy avec a,b,c,de€R t.q. (a+d)* =4 (ad—bc) (6)

1. On pose X = [ i ] Vérifier que (6) < % = A X, ou A désigne une

matrice (2 X 2) que l'on explicitera. Vérifier que la matrice A a une seule
A, et déterminer sa valeur en fonction des parameétres a,b,c,d.

2. On note V = [ 51 ] un vecteur propre associé a la valeur propre A, et
2

— g
U1
base orthogonale de R2, et vérifier que l'on a

lon considére le vecteur W = [ } . Montrer que (V,W) forment une

(A=XDW =(b—c) V

3. On suppose que b = c. Montrer que l’on a nécessairement a = d. Résoudre,
et analyser la stabilité et les portraits de phases du systéme (6) dans la
base (V,W).

4. On suppose que b # c. Montrer que l'on a nécessairement
Yn > 2 (A=X)"=0

Résoudre, et analyser la stabilité et les portraits de phases du systéme (6)
dans la base (V,W).

Solution :

1. On a clairement

X a b
(6)(@%—14)( avec A_<c d)
Le polynéme caractéristique de A est donné par

p(\) = ()\ - “(QA)) - i x (tr(A)? — 4 dét(A))

D’ apres nos hypotheses, nous avons
tr(A)? — 4 dét(A) = (a +d)*> — 4 (ad — bc) =0
On en conclut que A admet une valeur propre double réelle définie par

tr(A)  a+d
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2. On commence par remarquer que le produit scalaire (V, W) entre les deux
vecteurs V et W est nul

(VIWYy=v; X (—v3)+vaXxv =0 < V.IW

Par conséquent le couple (V, W) forme une base orthogonale de R?. Le vec-
teur propre V associé a la valeur propre \ est caractérisé par les équations
suivantes :

(a—-X b ) v |
woanr= (T () []

On a donc o
M—AUV:0¢¢{d:?““:MQ
5 Vg = —C U1

On déduit de ces propriétés la formule recherchée

(A—ADW/:< %f dba)['ﬂa}::(27{+%;la)::@—c)v

U1 T’Ul—C’UQ

2

Pour conclure, on pourra noter que la matrice de changement de base est

antisymétrique
B v —ve
P = qdef. [V, W] - < Vo v )

et son inverse est simplement donné par

P,1 _ 1 U1 V2
vi+oi \ —v2 n

3. Lorsque b = ¢, la matrice A est diagonalisable. Plus précisément, si 'on

note respectivement par X = [ Z }, et

7:[?}:P1X
7

les coordonnées canoniques, et celles associées a la base (V, W), alors nous
avons

AX ::(PlAPfY:(PlA)WWW{
= P YT AV +7 AW)=P (A
- [47]-(3 )

On en déduit que
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On note ensuite que

(a+d)* —4(ad — be) = 0 < a® + d? — 2ad + 4bc = (a — d)? +4bc =0
Par conséquent, sous notre jeu d’hypotheses nous avons

b=c = (a—d)?+4bc=(a—d)*=0

_ _a+d_ 1 o a 0
= a=d, A= 5 =, et (P AP)—(O a)

L’équation différentielle (6) s’écrit au moyen des coordonnées

7:{?}:P4X

Y

associées a la base (V, W)

La solution générale est

—
< 8
—~
~~ =
— —
I
a
o
Q 8
< 8l
—~
o O
= =

Les courbes intégrales de (6) sont données par

(@_52_

SN

dz AT

Pour vérifier cette derniere assertion, on notera par exemple que pour les
T > 0 nous avons

dy

i

:% Y@)=CT et T=0

dy _d=
y T
= logy=log(xC)<=75y(T)=CT

8ll<

Le portrait de phases correspondant est représenté sur la figure suivante

overline{y} overline{y}

overline{x} \7 overling{x}

‘ N

lambda >0 lambda <0

Fic. 4 -
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4. Supposons que l'on ait b # ¢. Dans cette situation, on remarque que
(A= XMW =>0b-—c) V= (A-X)*W=(b—c) (A-AX)V =0
Par conséquent, pour tout v, w € R, nous avons
(A= AD)*(v V+w W) =0

Le couple de vecteur (V, W) formant une base du plan, on en conclut
aisément que (A — AI)? = 0, et a fortiori

Vn>2 (A= A)"=0

Lorsque b # ¢, la matrice A n’est pas diagonalisable. Plus précisément,
dans la base (V, W) nous avons

P= [V,W] X= [ ; ] —e PTIX = P! [ Zj ]
= AX = (P 'AP)X = (P'A) [V,W] { ; } —(PAT VT W)

= Pl ZAV+GAW) =P 1 AZV+AGW+(b—-c)7V)

Ai+§by—c)y]:(6\ (b;c) )[;]

I
3
=
=

=AX avec A= (P 'AP) (7)
On notera que

(A —\I)? (P7YAP — \I)? = [P"Y(A = MXI)P)[P~*(A — \I)P]

P (A-A)?P=0

De méme, on montre que

Vn>2 (A-X)"=0
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Par conséquent, nous avons
= t’n _ " _
ot (A=) _ Zﬁ (A=XD)" =T+t (A- M)
n>0
La solution générale de (7) est de ce fait donnée par la formule

tA Y(O) — Moy et(Z—M)Y(O)

X(t) = e
Mx [T+t (A- )] X(0)

€
e

Il nous reste a remarquer que

On obtient finalement la formule plus explicite suivante

8 ] Ly [ 7(0) +yy((()()))(b—c) t }

On notera que pour tout ¢ € R, F(t) reste de signe constant, alors que
Z(t) change de signe des que 7(0) # 0. Dans cette situation (i.e. lorsque
7(0) # 0), nous avons

X(t) = {

<| gl

T(t) = e2

Supposons par exemple que b > ¢. Dans cette situation, Z(t) et g(t) sont
du méme signe pour tous les temps

—
=]

0)
(0)

et de signes opposés aux temps t < t.. On notera que l'on a

t>1t, = —

(b—¢)

<

8l
—~

~~
~—

sl
—~

7(0) #0 = —=< = 8;+(b—c)t m{

+o00 si b>c
—oc0 sl b<e

<
—
~
=
Q|
—~

t——o0 -0 si b>c¢
= ’
+o00 si b<c

Pour déterminer les courbes intégrales dus systéeme, on examine le cas
7(0) = 1. Dans cette situation, nous avons

1
7t) =M =t = 3 log 7 ()
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et par conséquent

) =7(0) x | Z6) + (=) 5 TogTt)

En posant o = (b—c¢) et 8 = Z(0), on en déduit que les courbes intégrales
sont donc données par les équations

_ _ o _ _
x=6y+xy log |7

Le portrait des phases lorsque a/A < 0 est représenté par la figure sui-
vante :

overline{x}
\|
overline{y}
overline{y} lambda<0 (al pha>0)
overlineg{x}

FiGc. 5 -
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Lorsque la valeur propre est strictement positive A > 0, l'origine est un
point d’équilibre a-stable, et répulsif (on dit encore que c’est un noeud
impropre répulsif ou une source). Inversement, lorsque la valeur propre
est strictement négative A < 0, l'origine est un point d’équilibre w-stable,
et attractif (on dit encore que c’est un noeud impropre attractif ou un
puits).

Lorsque b > ¢, les portrait des phases correspondant aux cas A < 0, A > 0,
sont représentés par les figures suivantes :

overling{y}
lambda>0
Noeud repulsif
w overling{x}
overline{y}
lambda<0
Noeud attractif
overling{x}

FiG. 6 -
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Exercice 6 On considere le systéme différentiel du second ordre défini par

l’équation suivante
2

d
x"—i—Zx:d;E' avec d#0 (8)
1. Montrer que ce systéeme peut étre reformulé en un systeme différentiel du
premier ordre dans le plan, et donner sa forme.
2. Résoudre ce systéme dans une base appropriée.

3. Déterminer son portrait de phases, et analyser la stabilité du systéme en
fonction du signe du paramétre d.

Solution :

1. On a clairement

¥ =y

®={ . B

_ ;42 _d?
= da—-Far=dy—-F

Ainsi, si 'on pose X = [ z } , alors on obtient

X 0 1
(8)<:>Cii—t:AX avec A:(_dz )

On notera que l'on a
d2
tr(A) =d et dét(A) = T tr(A)? —4 dét(A) =0

On en conclut que A admet une valeur propre double réelle définie par

_ tr(A) d

A

2 2

2. Pour résoudre ce systeme, il convient de trouver un vecteur propre V =

U1 R
[ v } associé a la valeur propre \. Pour cela on note que
2

V2

<
=

AV = \V «— 2
{ —% vy +duvy =

[NJ[SHNJISY
<
N

Ces deux équations étant équivalente a la méme équation

d
Vo = 5 U1
. 1 .
on peut par exemple choisir le vecteur V' = | 4 |. On pose ensuite
2
_d
W = [ 12 }, de sorte & obtenir une base orthogonale (V, W) du plan.
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La matrice de changement de base P = [V, W], et son inverse sont donnés
par les formules suivantes :

—d 1 1
P= 2 ) et P7!= <
( 1 1+ 2\ %

La matrice A dans la base (V, W) est donnée par

— Nl
N———

Nl =

— 1 1 ¢ 0 1 1 —é)
A = PlAP= 2 2
e (D) (e ) (s o
= D)8 el
= 2 22
1+%2(—%l VAN X
d a2 d_22 d d>
B 1 s{1+9 1+ % _(5 (1+T)>
— 42 2 - d
1+ 0 %(11“%) 0 3

On note ensuite que

2
o _
(Z_M)2:<8 (”04)) —0=Vn>2 (A—A)"=0

La solution générale de 1’équation différentielle dans la base (V, W) est
donnée par la formule

X(t) = e X(0)=eM xetA- ”)X(O) M x [+t (A— )| X(0)
el t z(0)
N eI
_ egxl +(1+—)ty(0)]
7(0)

. On notera que pour tout ¢t € R, y(t) reste de signe constant, alors que
Z(t) change de signe des que 7(0) # 0. Dans cette situation (i.e. lorsque
7(0) # 0), nous avons

Ft) = ef tH(0) x {%*(”CIZQ) t]

_ z(0) ( dQ) }
= 7(t) x [_— +(14+—)¢
© y(0) 4
Les quantités Z(t) et g(t) sont du méme signe pour tous les temps

1 z(0)
1+ £ 3(0)

t >t =—
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et de signes opposés aux temps ¢t < t.. On notera que l'on a

. T _30) , (1, P,
y(o)#O:y(t)_y(0)+<l+4) t +

t——o0
— — 0

Pour déterminer les courbes intégrales dus systéeme, on examine le cas
7(0) = 1. Dans cette situation, nous avons

_ 1 _
g(t) =eM =t = 3 logy(t)

et par conséquent
Z(t) = (1) x [% + <1 + d;)

En posant 8 = T(0), on en déduit que les courbes intégrales sont donc
données par les équations

% log y(t)]

2 d
o (20D el
T 6y+(d+2)yog|y|

Le portrait des phases lorsque d < 0 (& (% + %) < 0) est représenté par
la figure suivante :

overling{y}

d<0
Noeud attractif

overling{x}

Fig. 7 -
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Lorsque d > 0, la valeur propre est strictement positive A = g > 0,
et lorigine est un point d’équilibre a-stable, et répulsif (on dit encore
que c’est un noeud impropre répulsif ou une source). Inversement, lorsque
d < 0, la valeur propre est strictement négative A < 0, et l'origine est un
point d’équilibre w-stable, et attractif (on dit encore que c’est un noeud

impropre attractif ou un puits).

Les portrait des phases correspondant aux cas d < 0, d > 0, sont représentés
par les figures suivantes :

overling{y}
lambda>0
Noeud repulsif
w overling{x}
overline{y}
lambda<0
Noeud attractif
overling{x}

Fiag. 8 —
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Exercice 7 On considére [’équation différentielle dans le plan

d_w =
{% _ Z;:j__sz avec a,b,c,d €R t.q. (a+d)? <4 (ad—bc) (9)

1. On pose X = [ ;j . Vérifier que (9) <— % = A X, ou A désigne une

matrice (2 x 2) que l'on explicitera.

2. Vérifier que A n’admet aucune valeur propre réelle, sinon deuz valeurs
propres complexes conjuguées

M=a+ifF et )\zleza—iﬂ avec (>0

Ezpliciter les valeurs des parties réelles et imaginaires (a, 3) en fonction
de la trace tr(A), et du déterminant dét(A).

3. Soit (Vi —iVa), et (V4 + iVa) deuz vecteurs non nuls du plan complezifié
C?, vecteurs propres du prolongement de A o C2?, et associés auz valeurs
propres A1, et Ay :

AVi—iVa) = (Vi =iVa) (et A(Vi +iVa) = X1 (Vi +i12))
Montrer que (Vi,Vz) forment une base de R? déterminée par les équations

AV1 = OéVl‘f’ﬁ‘/Q
AV, = —Vi+aV,

Déterminer la forme du systéme différentiel (9) dans cette base.

4. On note 2(t) la trajectoire dans le plan complexe associée a la solution
(Re(2(t)), Im(z(t))) de (9) dans la base (V1,Va). Vérifier que l'on a

dz
E—)\lz

et déterminer la solution générale de cette équation.
5. Vérifier qu’en coordonnées polaires z(t) = r(t) €M), la solution générale
est donnée par

r(t) = e®r(0) et O(t) =6(0)+ Bt

Discuter les points d’équilibre, la périodicité, et la stabilité du systéme
dans les trois cas suivants :

1) a<0 2) a=0 3)a>0

Solution :

1. On a clairement

(9)<:>ﬂzAX avec A:<a
dt c

SR
N—
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2. Le polynome caractéristique de A est donné par

p(\) = ()\ — #) + i x (4 dét(A) — tr(A)?)

D’ apres nos hypotheses, nous avons
4 dét(A) —tr(A)? =4 (ad — be) — (a+ d)?> > 0

Par conséquent, nous avons

7 3\ 2
() = (A_ #) - (Z L VA det(A2)—tr(A) )

Les valeurs propres A1, et A2, de la matrice A sont donc données par
)\1:OZ+Z'5 et )\gleza—iﬁ

avec

CIC I VA dét(A) — tr(A)?

2 2

3. Par définition des vecteurs (V4 — V) et (V4 +4V2) nous avons

>0

AL —iVo) = N (Vi —iVa) et A(VL +iVe) =\ (Vi +iVR)
Par conséquent, nous avons
AWV —iVa) = M (Vi —iVh) = (a+i B) (Vi — iVh)
On obtient ainsi la formule
AV; — iAV, = [aVi + BVa] +i[BVi — aVi
On en conclut que le couple (V7,V3) est déterminé par les équations

AVi = aVi+8V,
AVy = —Vi+a Vs

Si V1 et V5 n’étaient pas indépendants, les vecteurs (Vi —ila) et (V1 +iV3)
ne le seraient pas non plus. Ceci conduirait a une contradiction avec le fait
que les valeurs propres A1 et Ay sont distinctes (on rappelle que 5 > 0).

On notera par la suite U = [ Z } les coordonnées d’un vecteur X dans la

base (V7,V2). Autrement dit, nous avons

X=PU avec P =[N,V
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ou X = [ Y ] les coordonnées d’un vecteur X dans la base canonique.

Dans la base (V1, Va), Paction de la matrice A correspond a l'opération de
la matrice P~*AP. On a en effet

“HAX) =P 'APU = Ay U & Ay = PT1AP

Il nous reste a noter que

APU = A[W,VA) { Z‘ } =AW Vi +v Vo) =u AVi +v AV}

u (Vi + BVa) + v (~BVi +al2) = [V1, V] [ Gum }
a —0 \=
p<ﬁ a)x
On en conclut que dans la base (7, V3) la matrice devient antisymétrique

_ [ a =B
PlAP_(ﬁ a)

Dans cette base, le systéme différentiel (9) s’exprime donc sous la forme

suivante 4
_u e J—
{ % = au—[Pv

% = Butawv

. On note z(t) = u(t) + ¢ v(t) la trajectoire dans le plan complexe associée
a la solution de (9) dans la base (V1,V3). D’ apres ce qui précede, nous
avons

dz du dv

& = 54- o =(cu—0v)+i(Bu+tawv)

= u(a+if)+v(—f+ia)=u(a+if)+iv (Bi+ )
= (a+if)x (u+iv)=A 2z
La solution générale de cette équation est clairement donnée par
2(t) = eMz(0) = el T (w(0) + i v(0))
= " x[(cos (Bt) + isin (Bt)) (u(0) +i v(0))]
— e x [(cos (Bt) u(0) — sin (3t) v(0)]
i e x [(sin () u(0) + cos (3t) v(0)]
En d’autres termes nous avons

{ u(t) = e x [(cos(Bt) u(0) — sin (5t) v(0)]

v(t) = e x [(sin(Bt) u(0) + cos (Bt) v(0)]
On notera que ces solutions sont périodiques de période
ro

g



34

5. En coordonnées polaires z(t) = r(t) €*Y), nous avons

dz _dr ., .do Ldr . do\ )
il +i dtz—z(t) <rdt+l dt)—z(a—i—zﬁ)

Par conséquent, on a
r = ar
0 = g

la solution générale est donnée par
r(t) = e®r(0) et 6O(t) =0(0)+ Bt
Afin de déterminer le portrait de phases, on observe que
0(t) =60(0)+ 0t =1t = % (0(t) — 6(0))
On obtient ainsi que

(1) = e*2(0) = £(0) exp (% 0(t) - e(on)

— Lorsque a = 0, les lignes de phases sont données (dans la base (V1, V2))
par des cercles centrées en l'origine. L’origine est ici un point singulier
appelé un centre.

Y,
alpha=0
Cercle (ellipse dans la base canonique)

beta>0

N
&

FiGc. 9 -

— Lorsque a # 0, les lignes de phases sont des spirales logarithmiques
s’enroulant autour de l'origine. Ce point singulier est dans ce cas de
figure appelé un foyer. Lorsque o > 0, l'origine est un point d’équilibre
répulsif. Inversement, lorsque o < 0, 'origine est un point d’équilibre
attractif.



(AN
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Exercice 8 Résoudre et analyser la stabilité des équations différentielles sui-

vantes :
1) 2”+b2z = 0, avec b#0
2) 2 +x = dai', avec d’<4

Solution :

1. Sans perte de généralité, nous conviendrons que a > 0. On a clairement

dans ce cas,
¥ = by

(1)<:>{y/ = 2'/b=-bz

Ainsi, si 'on pose X = [ z } , alors on obtient

dX 0 b
(1)<:>E—AX avec A_(—b 0)

Les valeurs propres A1, et A2, de la matrice A sont donc données par

)\1:OZ+7;6 et )\zleza—iﬁ

avec
A 4 dét(A) — tr(A)2
o= T g o goYEIED —uUAR
2 2
Autrement dit, nous avons
)\1:ib et )\2:—7;1)
Si l'on pose z(t) = x(t) + iy(t), on obtient
dz de . dy . . . .
Z = E—H E—by—sz—(—zb) (x 4+ iy) = (—ib) z

La solution générale de cette équation est clairement donnée par
z(t) = e_ibtz(O) =t (z(0)+1i y(0)) = (cos (bt)—isin (bt)) (x(0)+1 y(0))

En d’autres termes nous avons

{ z(t) cos (bt) x(0) + sin (bt) 2’(0)
(
27

—sin (bt) x(0) + cos (bt) y(0) )
On notera que ces solutions sont périodiques de période T' = *, et
les lignes de phases sont données (dans la base (Vi,V2)) par des cercles
centrées en 'origine.

<

—~
~

~
I
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2. On a clairement

(2)<:>{

/ — y
/

x
y = ' =dir—zx=-x+dy

Ainsi, si 'on pose X = [ Z }, alors on obtient
dX 0 1
(2)<:>E—AX avec A= ( 1 d)
Les valeurs propres A1, et Ao, de la matrice A sont donc données par

)\1:OZ+7;6 et )\szlza—iﬁ

5 NG dét(A2) —tr(A)? _ \/42—d2 — V1= (@272 >0

On notera que I’ on a

0[2 + 62 =1
Pour résoudre cette équation, il convient de chercher un couple de vecteurs

(Vh, V) tels que

AV, = —BVital;

Un simple calcul algébrique montre que les vecteurs

Vl:{aiﬂ] “ sz[aiﬂ}

sont solution de ce systeme d’équations. L’inverse de la matrice de chan-
gement de base P = [V7, V5] est donné par

11 B-—a) 1
P 1_%( B+ a —1>

Un calcul élémentaire montre que

_ (o =B
PlAP_(ﬁ a)

Dans cette base, le systeme différentiel (2) s’exprime donc sous la forme

suivante 4
u —
? = au—pfv
% = Butav

{AVl = aVi+p8V;

La solution générale de cette équation est donnée par

{ uw(t) = e x [(cos(Bt) u(0) — sin (5t) v(0)]
v(t) = e x [(sin(Bt) u(0) + cos (Bt) v(0)]
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— Lorsque d = 0, les lignes de phases sont données (dans la base (V1, V2))
par des cercles centrées en 'origine. L’origine est ici un point singulier
appelé un centre.

— Lorsque d # 0, les lignes de phases sont des spirales logarithmiques
s’enroulant autour de l'origine. Ce point singulier est dans ce cas de
figure appelé un foyer. Lorsque d > 0, l'origine est un point d’équilibre
répulsif. Inversement, lorsque d < 0, l'origine est un point d’équilibre
attractif.



