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Exercice 1 On considére un marché financier CRR ou les actifs non risqués sont plus ren-
tables que les actif risqués (i.e. b < h < r). C’est le cas de conjonctures économiques ot les
comptes épargnes bancaires ont des taux plus élevés que les rendements d’actions plus risquées.
Développer une stratégie d’arbitrage dans ce marché financier.

Exercice 2 On considére un marché financier CRR ou les actifs non risqués et risqués sont
tels que
b<r<h

Décrire explicitement la mesure martingale P* sur Q.

Exercice 3 Montrer que l’existence de P* entraine qu’un investisseur ne peut arbitrer le marché
financier.

Exercice 4 On considére un marché financier CRR avec des rendements d’actifs tels que b <

\

r < h. La statistique d’évolution des prixz d’actifs associées a une conjoncture économique a
tendance a la hausse, est représentée par la donnée d’une mesure de probabilité Py telle que

Py (AU =h | Fr—1) = 0,999 =1 — P (AU? =b | Fr_1)

De méme, la statistique d’évolution des prixz d’actifs associées a une conjoncture économique a
tendance a la baisse, et en perpétuels cracks boursiers, est représentée par la donnée d’une
mesure de probabilité Py telle que

Py (AU =b | Fr-1) =0,999=1—-P,(AU? = h | Fr_1)

Existe-t-il des opportunités d’arbitrage dans de tels marchés financiers ?



Dans un marché viable de type CRR, un conseiller financier propose une option de fonction
de paiement a 1’échéance n, donnée par la v.a.

f=(S:—K)+
ou K désigne un prix d’exercice fixé.

Exercice 5 1. Construire le portefeuille de couverture que ’émetteur de l'option devra uti-
liser pour honorer son contrat.

2. Montrer que linvestissement initial Vo(®) nécessaire pour couvrir l'option est donné par
la formule

Vo(®)

= (1) Sy (0 (40" 4 n) -~ K) Ch (’,;:;;)"_l (h—:g)l

8. On note C le prix de laction offert par le conseiller financier. Etudier ses gains et ses
pertes dans les trois cas de figure suivants

1) C=V(®), 2)C>V(®), et 3)C< W)

4. On note kg le plus petit entier k pour lequel
o (1th g . _K
07\ 1+0 (1+b)n

e e () e (1)

ot [a] désigne la partie entiére d’un nombre a.
(b) Montrer que

(a) Vérifier que

Vo(®) = so X Frpr (ko) — (1 +7)"" K F, p+ (ko) (1)

avec les fonctions définies par
Fop(k)=Y"CLp'(1—p)"" avec pel0,1]
1=k

et le jeu de paramétres (p*,p’) € [0,1] donnés par

. r—b , (h+1)(r—b)
PERTe Y P A o)

(c) Vérifier que les fonctions F,, p, correspondent auz fonctions de répartition
YO<k<n P(X,n > k) =F, (k)

. . . o i \ g ) Lo . ..
des variables aléatoires ¥y, = Y ;1 €, 0t (€,)1<i<n désignent une suite de v.a. iid
de méme loi



Exercice 6 On suppose de plus que U’horizon temporel n, et les paramétres de rendement
(r,b,h) sont de la forme

n=T/A, r=pA, h=c VA, e b=—-0 VA
avec (A, T, p,0) € RE. On rappelle que la suite de v.a.
W~ — o EC)
’ \/E([Ep,n - E(Ep,n)]Z)

converge faiblement vers une v.a. gaussienne centrée normée, en ce Sens ou

n—oo

1 & y2
Vo € R lim P(W,,, > z) = F(x) =asr. —— e T dy
' V2T Jg

Ce résultat n’est autre que le théoréme de la limite centrale pour des suite de v.a. indépendantes,
et identiqguement distribuées.

1. Montrer que
n
W, — 21':1 € — NP
o = =L

np(1 —p)
2. Lorsque A — 0, vérifier les équivalences suivantes
T T

np’ ~ +024+0/VA) et np*~ +o/VA
V=g ot oV et = o (o o/ VA

et ST

T

np'(1 —p') ~ +/np*(1 — p*) ~
V=) = T p) = o
et enfin

e (8 (5 )

En déduire les estimations

i de o (1 (5 G) ostonn)

3. En utilisant le fait que

Fop (ko) =P W, _Roznmp ) e g _Ko—mp
P a np(l —p) np(1 —p)

montrer que l'on a

v

Vo(®) =~ 30F<ﬁ (T (p+02/2)+10g(30/K))>

—e " KF (#T (T (p—0%/2) +log (so/K))>



