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Exercice 1 On considére un marché financier viable a deuz états sur deux périodes. Un émetteur
d’une option f offre un priz C. Etudier les gains et pertes de ce vendeur dans les trois cas de
figure suivants

1) C=C*"(f), 2)C>C*"(f), et 3)C<C*(f)

Solution :
Lorsque C' = C*(f), 'émetteur de 'option pourra honorer son contrat en utilisant le portefeuille
de couverture calculé dans le cours.

Si I’émetteur d’une option f offre un prix

C > C*(f)

il aura ainsi 'opportunité de gagner (C' — C*(f)) Euros. Pour cela, il lui suffira simplement
d’utiliser la stratégie de couverture définie ci-dessus pour honorer son contrat ; puis il empochera,
sans trop effort, la somme résiduelle!

Inversement, si ’émetteur de 'option f offre un prix

C<C*(f)=Vo(®)

il s’expose & une perte certaine de (C*(f) — C) Euros (on rappelle que C*(f) correspond a la
plus petite valeur d’acquisition permettant de couvrir 'option). [

Exercice 2 On considére le modéle de marché réactualisé décrit par l'arbre des épreuves sui-
vant :
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F1G. 1 — Evolution des actifs réactualisés



On considere un droit conditionnel de fonction de paiement réactualisée

; (i i T2, i ¥
Vie{1,2,3,4  f(')=f(W)/1+7)=g(Sw")) =]
1. Neutraliser ce modéle de marché financier. Autrement dit, déterminer 'unique probabilité
P* sur Q = {w', i =1,2,3,4} telle que

Vk=21 E*5,|5._,)=5

2. Déterminer un portefeuille de couverture permettant de couvrir Uoption f.

3. Vérifier que ce portefeuille de couverture permettra a l’émetteur de l'option d’honorer son
contrat dans chaque jeu d’aléas.

Solution :

1. La probabilité a risque neutre P* est donnée par les formules suivantes

) _ —2 ) _ =2

P*(Sl = 51,1|SO = 80) = 1—-P (Sl = 51,2|SO = S())
. S1,2 — So _6—5_1
a 5172—31)1_6—3_3

e R B

P (52 = 82)1|S1 = 81)1) = 1-P (52 = 8272|Sl = 8171)
_ S2—S11 _T7T-3 4
B 32)2—32,1_7—2_5

. o2 _ —2 _ . o2 _ —2 _
P (SQ = 82)3|S1 = 81)2) = 1-P (52 = 8274|Sl = 8172)
S24—512 10—6 2

S2.4 —S2.3 T 10—-4 3

Ces probabilités de transitions sont résumées dans le diagramme suivant

((A+n"2,s {2,1})
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FiG. 2 — Transitions neutres



On en conclut que

P*(w') = P*(S;=%21.5 =514[5; = s0)

= P =545 = 511) X P = 514 [S° = s0) = % y g
P*(w?) = P*(S)=%22,5 =514[5; = s0)

— PS50 S = F1) x PH(S = 514[SE = s0) = % X %
P*(w?) = P*(S;=%23.5; =515, = s0)

= PAE = 5045 = 510) X P = 512[5" = s0) = ; y %
P*w') = [P’*(?i = 52,4,§? = 51,2|§(2) = 50)

= PH(SE = 50T = F10) x PH(S” = 519[SE = s0) = % X %

. La couverture de l'option f revient & trouver une stratégie (&%, ®2) prévisible, et une
condition initiale V(®), pour lesquelles le portefeuille réactualisé

k
Vi(®) =Vo(®) + Y &} AS;
I=1
atteint & I’échéance k = 2 cette valeur

2
Va(@) = Vo(@) + > @2 AS; = ¢(5)
k=1

Sous la probabilité a risque neutre, le cout initial du portefeuille de couverture est donné
par 'une des formules suivantes :

Vo(®) = go(so)
= 91(511) P*({w',0?}) + 91(51.2) P*({w®,w*})

4
= Z 9(52,6)P* (w")

ol (gr)k=0,1,2 désignent les fonctions définies par les équations de récurrence inverse

92(55) = 9(S)
a(S) = E(9:(5)]5) (=E (S | 5)

0(S) = E'(0:1(51)150) (=E"(4(53) | 50)) = E(9(53)))

Ces formules de récurrence inverse sont synthétisées dans le schéma suivant :



Q= {w"1,w 2w 3,w"4}
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overling{f}_3 wh3
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) 0(s 0)= 13 g_1(overlineg{s}_{1,1}) + 2/3 g 1(overline{s}_{1,2})
= 13 4/5 oveling{f}_1 + 13 1/5 overline(f}_2 + 2/3 2/3 overling{f}_3 +2/3 1/3 overlineg{f}_4

Fic. 3 -

Le portefeuille de couverture est aussi donné par

P2 91(51,2) — 91(51,1)
1 = =
S1,2 — 81,1
_ (35 +3fs) — (31 +3572) _1 2fs+fs AL+ Ts
6—3 3 3 5
et
F2,2)—g(3 Forf F.—F . =2 _
g2 02t —oale) | SR = fmp = Bl i S =5 (= m)
b2 —as g(séfzigsssm) = f140:];3 = f4gf3 si 57 =06 (=3%12)

D’apres les propriétés d’autofinancement, les aménagements des actifs non risqués (@1, ®3)
sont donnés par les formules

Dl = Vo(®)— &2 5 = golso) — B2 s
@) = Vi(®)- 03 5} = golso) + 7 (5} - 57 - 93 5}
3. Nous avons
Va(@) = Vo(®)+®} AS; + 0} AT,
= gols) + 2D 9G] ) 92l Z () gy

S1,2 — 81,1 by — as



. s 2 o2 .
En décomposant cette expression sur les éveénements {S7 = 3}, et {S] = 6}, on obtient

Va(®)

4 — 1- 4— 2—
<Ef1+1_5f2+§f3+§f4)

% {273;74 = 471;72} (13— 5] 1ge_y + 16— 5] 1g_,)
+@ 152,55 — 3] + @ 152 [S5 — 6]
Par conséquent, nous avons
@) = (3574 Tt 3Tt 27,) - 3 [Hatls Dt le]
NE : fiy_y
(1%71 + %572 + gf:; + ;74) - ; :273;74 - 4?1;?2: i ng
- A n) (s en) B Gs)
+/4 (g - %) =F
De méme, on obtient
Va(® ( L= f2+é73+§74>—§[273;74—471;72}
+f : —h [7— 3]
= h <%+%—%>+7g (%5+1—25+%)+73 (g—%)
+74 (g - g) =fs
et
Va(@)(w?) ( f2+ f3+ f4) %'273;74 _471;72-
+f f3 [4— 6]
( 1z .4 f3+ f4) % 2f33+f4_4715+72' 74;?3

4_
—5f

4
7 (5 -

+f4< %_

1—5)

(573

2.3
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et enfin
- 2fs+fs AL+ T
Vo(®)(w') = f2+ f3+ f4 it 2
3 3 5
+f f3 [10 — 6]
2 L[2fs+f, 4fi+Ff 2 —
= ( f2+ f3+9f4)+§[ | +3(Fa- )
4 - /1 1 - (4 2 6
= (1—5‘5)”2(1—5‘—5)” (§+§‘§>
- (2 1 6 -
+/4 <§+§+§) =/
]
Exercice 3 : Nous avons, dans chaque jeu d’aléas :
A —9 =0
fi = Feh=(5-9), =0
I — —9 =0
o = T =(5-9), =@
fs = f -9 =0
Js = T =(5-9) =
T = T =(5 9) (10-9),
En reprenant les formules obtenues dans I'exercice 2, on obtient le prix de 'option
— 4 1 44— 2 2
Vo(®) = == — — = ==
o(®) = soloo) = (1572 + 35T+ 57+ 574) = 5
et le portefeuille de couverture
L[2fs+f, 4Af1+7F 1 1
2 _ 1 3 4 2N 2| _ 4 2 _ L.
1 = 3[ 3 5 =5 ¢ ®=clz g
Les aménagements des actifs non risqués (®1, ®1) sont donnés par les formules
— — 2 5 1
Dl = V(@) -P2 S =c—2 ==
—2
T = 22 2 1 = 15
= Vi@ -5 =5+7 [51 - 5] - lgs="31T75 ~ 52z
]

Exercice 3 Dans le modéle de marché décrit dans l'exercice 2, un agent financier émet une
option d’achat de fonction de paiement réactualisée

- (st),

Déterminer le prixz de cette option, et son portefeuille de couverture.



Exercice 4 Dans le modéle de marché décrit dans Uexercice 2, un agent financier émet une
option de vente de fonction de paiement réactualisée

— —2
7=(1-%53)
+
Déterminer le prixz de cette option, et son portefeuille de couverture.

Solution :
Nous avons, dans chaque jeu d’aléas :

fio= Twh=(7-53) =@-2,=5
Foo= F@)=(7-5) =@-7,=0
. 7(w3)2(7_§§)+:(7—4)+:3
foo = Th=(7-5) =@-10,=0

En reprenant les formules obtenues dans ’exercice 2, on obtient le prix de I'option

Vo(®) = aolon) = (5571+ 1572+ gTo+ 371) = 15 x5+ <35
et le portefeuille de couverture
2 = 1 {2?3"’?4 _4f +?2} _ l[2_4] _ 2
3 3 5 3 3
et )
5 = —lge_g— 5 lg2_g

Les aménagements des actifs non risqués (®1, ®1) sont donnés par les formules

10

Pl = V(@) - 028 ="+ — =6

=2 1 —2
(Sl — 5) + <1§%_3 + 5 1??—6) Sl

wl oo wl o

3
1 7 2 G2 2
D, = Vi(®)—D5 5, = 3

2 2
6- 251 +3(2x 1ge_y + 1)

6+4x 1§f:3 — 153:6 =10 x 15?:3 —5 X 1§f:

6



