TD - Licence 3 MASS

Exercice 1 On appelle le rendement instantané d’un titre Sy, au temps k, la quantité Rf définie
par
s Skp—9Sk1  ASk
Rk = =
Sk—1 Sk—1

On rappelle que Sy, représente le priz d’une part d’un titre donné au temps k. On note (S}, S2) k=01
le modéle a deux états décrit par le tableau

Q  So=1(8,55) Si=(515%)
w! (1; 50) (1+7);811)
w? (1;50) (L +7r);s1,2)

On suppose que ce marché est viable
511 < 80(1 + ’f‘) < 81,2
et l’on note P* la mesure a risque neutre définie par

S1,2 — 80(1 + T)

]P)*wl — *:é
(@) =P =aar (s1,2—81.1)

€ (0,1)

1. Soit P une mesure de probabilité sur Q = {w',w?} avec
Pw') =p =1 F(u?)

Vérifier que U'on a

E(RS)=r et ERY)=12-% _, 127511
S0 So

2. Déduire de la question précédente que le rendement instantané du titre risqué est supérieur
a celui du titre non risqué, si la probabilité p est suffisamment petite.

3. Montrer que sous P*, le rendement instantané du titre risqué est le méme que celui du
titre mon risqué.



Exercice 2 On considere le modéle de marché viable décrit dans ’exercice 1.

. . . . ., =L =2 .. . .
1. Décrire les prix d&s actifs réactualisés (S}, Sy )k=0,1, ainsi que les valeurs réactualisées
d’un portefeuille (V 5 (®))r=01 associé a une stratégie d’aménagement ®; = (&}, 3).
2. Vérifier que l'on a .
O] =Vo(®) — ®7 50

et montrer que
Vo(@) =@} + 87 s et Vi(®) = Vo(®) + 27 [5) — 5]

3. En déduire que les valeurs réactualisées des portefeuilles (V i(®))r=0.1 sont des P*-mar-
tingales.

Exercice 3 Déterminer les valeurs réactualisées des portefeuilles Vi(®) = Vi(®)/(1+7)* auz
instants k = 0,1, en fonction des priz des actifs réactualisés S, = Si/(1+r)k. Vérifier les
formules suivantes :

AV,(B) = 02 x AT, et &l =Vo(®) - 02 x 3.

Exercice 4 On consideére le modéle de marché a deux états sur une période (S,ﬁ, S,%)kzo,l décrit
par le tableau suivant

Q So= (56753) S = (S%,S%)

wl (1;80) ((]. —‘rT);SLl)

w? (15s0) (L4+7r);s1,2)

fo s Lo . ool &2
1. Décrire le tableau, et l’arbre des épreuves correspondant au marché réactualisé (S}, Sy,)k=0.1-

2. Déterminer les valeurs réactualisées d’un portefeuille associé a une stratégie d’aménagement
sans investissement initial.

3. Discuter les situations ot l’on peut enrichir son portefeuille AV 1(®) > 0, sans apport
initial.

4. Discuter les possibilités d’arbitrage dans les neuf modéles de marchés suivants :

Q So=(8.5)  Si=(51,5})
w! (1;5) (1+51072);511)
w? (1;5) (1 +51072);512)
avec
1) S11 = 1705 X 6 2) S11 = 1705 X 6 3) $11 = 1705 x 10
S12 = 1705 X 4 S12 = 1705 x 7 S12 = 1705 x 1
4) S11 = 1,05 X 3 5) S1,1 = 1,05 X 5 6) S1,1 = 1,05 X 5
S12 = 1,05 X 2 S12 = 1,05 X 6 S12 = 1,05 X 4

7) S11 = ].,05 X 3 8) S11 = 1705 X 8 9) $11 = 1705 X 2
S12 = ].,05 x 10 S1,2 = 1705 x 9 S12 = 1705 x 10



Exercice 5 On considére un modéle de marché viable décrit par le tableau suivant

Q So=(5,%) S =(5.,5)
wt (1;50) (1;31)1) avec 0 <511 <30 <51,2
UJ2 (1,50) (1;51’2)

Une banque émet une option de vente de fonction de paiement f(wh) = fi, avec i = 1,2. On
note f, = fi/(1 + 1) les valeurs réactualisées de cette option.

1. Déterminer les stratégies de couverture de cette option, en fonction des portefuilles et des
actifs réactualisés.

2. Montrer qu’une stratégie de couverture est donnée par
Q/)Z, * (71 _ ¢1’ *) /El,l

ot ¢ * désigne le point d’intersection des deuz droites (A;)i—12 déterminées par les
équations suivantes :
50

— S
— Fi+¢' (1—_0)
S1,i S1,i

On Vérifiera que la stratégie de couverture (¢p1 *, % *) est l'unique solution du systéme
d’équations

A; o (;51'—>

{ ¢!+ ¢* 511 I
P'+¢*Fi2 = [y

3. Montrer que le coit initial du portefeuille (réactualisé) permettant de couvrir l'option est
donné par la formule

a7, (222 )7, (1 2

S1,2 —S1,1 S12—3511

Exercice 6 Vérifier la viabilité des marchés suivants, et déterminer les priz C(f), et les
stratégies de couverture (¢1 *, $% *) dans chaque situation.

Q So=(80,5) $i=(55)
wl (1,5) (1;5171)
UJ2 (1,5) (1;5172)

avec

511 = 3
1) { S12 = 6 2) { S = =
511 = 1 511 = 1 511 = 2
4){ S12 = 6 g { 512 = 20 6){ S12 = 7

)
511 = 3
7) { 512 = 50 8)

[
S
Ne)
S~—
—
|
[
[N}

51,1 11 =
1,2 100 512 = 1000



Exercice 7 On considére un modeéle de marché viable décrit par le tableau suivant

- —1 =2, —= —1 —=2
Q 50:(50750) 512(51751)
: ) avec 0 <511 <30 <51.2

1. Déterminer lunique probabilité P* sur Q = {w!,w?} telle que
E*(Sy | Sp) = S;
2. Montrer que pour tout portefeuille autofinancé, nous avons
E*(V1(®) | §5) = Vo(®)
3. Déterminer la valeur moyenne sous P* d’une fonction de paiement réactualisée f.
= (¢b *,¢> *) de loption f, et vérifier que le corit

4. Décrire une stratégie de couverture * = )t fi
initial d’acquisition du portefeuille de couverture est tel que Vo(®*) =E*(f) = C(f).

Exercice 8 Déterminer les priz, et les stratégies de couverture des options de vente suivantes

— —1 =2 —1 =2, = —2
1) Q5= (SOaSO) Sy = (51751) f = (10—51)+

w! (1;5) (1;3) 7

w? (1;5) (1;6) 4

2) Q §0=( 1@5&),?3) Sy . 1(?3??) 7=<87—Sf>+
W2 (1:5) (1510) 0

3) 9 §0=( 1@53),?3) Sy - 1@21),??) 7:<86—§f>+
w2 (L5) (L7) 1

4) @ So=(5y,5) S =(5,5) F=(10-51,
w! (1;5) (1;3) 7

w? (1;5) (1;50) 0

5) @ So=(50.5) S =(5,,57) T=(100-57),
w! (1;5) (1;1) 99

w? (1;5) (1;20) 80

6) So—( (SSé),S@ sl_( (?21),?6 f=<64—53>+
wl 1; 1;
w? (1;5) (1;7) 0

7 Q §0=( @3)’?3) sl_( (?31),??) f=<63—5f>+
wt 1; 1;
w? (1;5) (1;50) 0



