TD - Licence 3 MASS [Corrigés]

Exercice 1 On appelle le rendement instantané d’un titre Sy, au temps k, la quantité Rf définie
par
s Skp—5Sk1 ASk
Rk = =
Sk—1 Sk—1

On rappelle que Sy, représente le priz d’une part d’un titre donné au temps k. On note (S}, S2) k=01
le modéle a deux états décrit par le tableau

Q  So=1(8,55) Si=(515%)
w! (1; 50) (1+7);811)
w? (1;50) (L +7r);s1,2)

On suppose que ce marché est viable
511 < 80(1 + ’f‘) < 81,2
et l’on note P* la mesure a risque neutre définie par

S1,2 — 80(1 + T)

]P)*wl — *:é
(@) =P =aar (s1,2—81.1)

€ (0,1)

1. Soit P une mesure de probabilité sur Q = {w',w?} avec
Pw') =p =1 F(u?)

Vérifier que U'on a

E(RS)=r et ERY)=12-% _, 127511
S0 So

2. Déduire de la question précédente que le rendement instantané du titre risqué est supérieur
a celui du titre non risqué, si la probabilité p est suffisamment petite.

3. Montrer que sous P*, le rendement instantané du titre risqué est le méme que celui du
titre mon risqué.



Solution :

1. Par définition du rendement instantané, on vérifie aisément que

1 St — gt 1+7r)—1
I e
0

et

2 _ Q2 _ _
E(RS) — E(Sl QS°)=S“ (1= p) B2
SO S0 S0

51,2 — S0 S1,2 — 81,1

50 50

2. 11 suffit de noter que l'on a

E(RS®) > E(RS') = L2750, 12751,

So S0
S S12—S
p< 0 ( 1,2 = 50 —r)
81,2 = 51,1 S0
S$1.2—So(l+7r
oS24 )
(81,2 —51,1)
3. Lorsque P = P*, on a bien évidement
E(R]) =r
De plus, un simple calcul montre que
S12— S8 S12—8o(1+7 S12— S8
E*(RfQ) _ 51,2750 Si2 o(1+7) y (51,2 1,1)
50 (81,2 —s1,1) 50
S$12— S S12—So(1+7
_ 51,2750 S12 of ):(1+r)—1:r
S0 S0

Par conséquent, sous P*, les rendement instantanés des titres risqués et non risqués
coincident.



Exercice 2 On considere le modéle de marché viable décrit dans ’exercice 1.

. . . . ., el &2 L . .,
1. Décrire les priz des actifs réactualisés (Sy, Sy )k=0,1, ainsi que les valeurs réactualisées
d’un portefeuille (V ,(®))g=0,1 associé a une stratégie d’aménagement ®; = (1, ®?).
2. Vérifier que U'on a o
@] = Vo(®) — 7 50
et montrer que

2 —2

Vo(®) =] + 0?2 59 et Vi(®) =Vo(®)+ 0?7 [S; — 5]

3. En déduire que les valeurs réactualisées des portefeuilles (V (®))r=o.1 sont des P*-mar-
tingales.

Solution :

1. Les valeurs des portefeuilles associées a une stratégie de réaménagement
o, = (07, ®)
sont données par les formules suivantes
Vo(®) = @] S5+ 7 S5 =21+ P s
Vi(@) = @ S+ Sf=201 (1+7r)+ 07 S}
Leurs valeurs réactualisées sont définies par la formule

s’expriment en terme des actifs réactualisés

So=7 iér)o =1, S=7 igr)o =56 =
. Si 1 S3
51 = § +1r)1 - Eli;; -1, 5= (1 +2r)1
selon les formules
Vo(@) = Vo(®) =} + 3} Ty = 1 + &7 50

ol + 925

=
=
I

2. D’apres la question précédente, on obtient
— —2
o] = V() - @7 S,
Pour conclure, on note simplement que ’on a

Vi®) = &l +825; =Vo(@)+ 2[5 — 5



3. D’apres la formule précédente, nous avons

B (V1(@) | Fo) = TVo(@)+0} [ (5| 7o) - 5
= Vo(®)+®? x 0=V, (D)

Exercice 3 Déterminer les valeurs réactualisées des portefeuilles Vi(®) = Vi(®)/(1+7)* auz

instants k = 0,1, en fonction des priz des actifs réactualisés S, = Si/(1+r)k. Vérifier les

formules suivantes :

AV,(B) = 02 x AT, et & =Vo(®) - 02 x 3.

Solution : Nous avons

On en conclut que

On en déduit que

Vo(®) = & S§ + ®F S5 = @7 S5+ @7 S (par autofinancement)

oL+ 02 S,

Vi(®) S » St p (I+7)x1 2 St
=% + @1 =0 1

(1+4+7r) 1+7r 1+ (1+7) (1+4+7r)

ol + 37 5,

Vo(@) =0l + 325 et Vi(®) =l +0>35,

AV1(D) = [V1(®) — Vo(®)] = &2 x AT, et &l =TV,(®)— 32 S,



Exercice 4 On consideére le modéle de marché a deux états sur une période (S,ﬁ, S,%)kzo,l décrit
par le tableau suivant

Q So= (56753) S = (S%’S%)

w! (1;50) (A +7r);s1,1)

w? (1;50) (L +7);s1,2)

L , . L=l =2
1. Décrire le tableau, et l’arbre des épreuves correspondant au marché réactualisé (S}, Sy )k=0.1-

2. Déterminer les valeurs réactualisées d’un portefeuille associé a une stratégie d’aménagement
sans investissement initial.

3. Discuter les situations ot l’on peut enrichir son portefeuille AV 1(®) > 0, sans apport
initial.

4. Discuter les possibilités d’arbitrage dans les neuf modéles de marchés suivants :

Q So=1(58,5)  S1=(51,5%)
w! (1;5) ((1+5107%);s11)
w? (1;5) (1 +51072);512)
avec
1) S11 = 1705 X 6 2) S11 = 1705 X 6 3) $11 = 1705 x 10
S12 = 1705 X 4 S12 = 1705 x 7 S12 = 1705 x 1
4) S11 = 1,05 X 3 5) S1,1 = 1,05 ) 6) S1,1 = 1,05 )
S12 = 1705 X 2 S12 = 1705 X 6 S12 = ].,05 X 4
7) S11 = ].,05 X 3 8) S11 = 1705 X 8 9) $11 = 1705 X 2
S12 = 1,05 x 10 S12 = 1,05 X 9 S12 = 1,05 x 10
Solution :

. Loz . el &2 .
1. Le tableau des épreuves correspondant au marché réactualisé (S}, S}, )k=0,1 est donné par

1 =2, — —1 =2
Q SO_(507SO) 512(51751)
wl (1350) (1751,1)
w? (1;30) (1;5172)

avec sg = 80/(1 + ’I")O = Sp, 51,1 = 51)1/(1 + 7")1, et 31,2 = 81,2/(1 + ’I")l.
2. Les stratégie d’aménagement ®; = (¢!, ¢?) sans investissement initial sont définies par la
propriété suivante :

Vo(@) =¢' Sg+¢2 5= +¢2 50 = 0 <= ¢' = —¢2 5

Par conséquent, les valeurs réactualisées d’un portefeuille associé & de telles stratégies
sont données par

_ —1 -2 —2 —2
Vi(@) = ¢' S +¢* S, =¢"+¢" 5, =6 [5] -5
On a donc

Vl(q))(wl) = ¢2 [51,1 —3So0] et Vl((I))(wQ) = (;52 (51,2 — So]



3. D’apres la question précédente, on peut enrichir de fagon certaine son son portefeuille

AVI(@) = [Va(®) - 0] =V1(®) = ¢* [ — o]
sans apport initial, si, et seulement si, les quantités ¢? et [gf — Sp] ont toujours le méme
signe. Ces possibilités sont discutées dans les cas suivants :
— S0 < 51)1 < 31,2 ou 59 < 51)2 < 51)1 :
Dans ces deux situations, nous avons [31,1 — So] > 0, et [S1,2 — So] > 0. L’arbitrage est
clair, il suffit de vendre a découvert ¢! = —¢? 3¢ parts de titre non risqué, pour acheter
¢? parts de titre risqué

= = =2
' =—¢* 50 =V(®) =0 et Vi(®)=¢?[S; -5 >0
— 81,1 <812 <Spousie <S8 <3p:
Dans ce cette situation, nous avons [51,; — 5o] < 0, et [512 — 59| < 0. L’arbitrage

est clair, il suffit de vendre a découvert —@?(> 0) parts de titre risqué, pour acheter
¢! = —¢? 30(> 0) parts de titre non risqué

2

¢1=—¢2 30:>V0(‘I>):0 et Vl(q)):qﬁz [§1—§0]>0

— 51,1 <89 <S120us;2<S)<S11°:

Dans ce cette situation, les quantités [511 — So], et [S1,2 — So], sont de signes opposés,
et I'on ne peut arbitrer sans prendre de risque.

4. Dans toutes les cas de marchés financiers, nous avons 59 = sg = 5. D’apres les questions
précédentes, nous avons

1){ 511 =6<5=5<512=4 = marché viable
2){ 50=5<5,1=6<51,=7 = Jarbitrage
3){ 512=1<5=5<511 =10 = marché viable
4){ 512=2<5,1=3<35=5 = Jarbitrage
5){ 50=5<%51,1=5<51,,=6 = Jarbitrage
6) { 512=4<35=5<351=5 = marché viable
7){ 511 =3<5=5<51,,=10 = marché viable

8) { 50=5<31,1=8<312=9 = darbitrage
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Exercice 5 On considére un modéle de marché viable décrit par le tableau suivant

Q So=(80,5%) Si=(5,5)
wt (1;50) (1;31)1) avec 0 <511 <30 <51,2
UJ2 (1,50) (1;51’2)

Une banque émet une option de vente de fonction de paiement f(wh) = fi, avec i = 1,2. On
note f, = fi/(1 + 1) les valeurs réactualisées de cette option.

1. Déterminer les stratégies de couverture de cette option, en fonction des portefuilles et des
actifs réactualisés.

2. Montrer qu’une stratégie de couverture est donnée par
Q/)Z, * (71 _ ¢1’ *) /El,l

ot ¢ * désigne le point d’intersection des deuz droites (A;)i—12 déterminées par les
équations suivantes :

Ar: gt 22T 4 gl (1—_50)
1,

5 S1,

On vérifiera que la stratégie de couverture (¢1 *, % *) est l'unique solution du systéme
d’équations

{ ¢!+ ¢* 511 I
P'+¢*Fi2 = [y

3. Montrer que le coit initial du portefeuille (réactualisé) permettant de couvrir l'option est
donné par la formule

— = S1,2 — So = S1,2 — So
Vo(®) = f; <f)+,}c2 (1_f)
S1,2 — 51,1 S1,2 — 51,1
Solution :

1. Les portefeuilles de couverture (¢!, ¢?) doivent nécessairement satisfaire la condition sui-
vante

Vi@) =¢' +¢2 5. > F

fi—o" 72—¢1}

S1,1 51,2

s

<= ((;51 +¢2 51,1 2?1 et (bl —|—¢2 51,2 272) <= (b2 > max{

Par conséquent, le cotit minimal d’acquisition du portefeuille initial est tel que

Vo(@) = Vo(®) =o' +¢° 50
S0

max {(bl 5. [Fi - ¢1]} R {;1(;- firo! (1 - ;101>}

Y




2. D’apres nos hypotheses, nous avons
51,1 <50 < 31,2

Ainsi, la droite

S0 = 5
¢1—>_—0 fi+o! (1—_—0)
51,1 51,1
—_———
négatif

est décroissante, et la droite

¢ — 2 Twe (1-2)
51,2
N————’

positif
croissante. Ces deux droites s’intersectent en un point ¢ * déterminé par la formule
S0 = 5 S0 = S
_—0 f1+¢1’*<1—_—0> Z_—O f2+¢1’*<1—_—0>
S1,1 51,1 51,2 51,2

Autrement dit, nous avons

_ _ -1
g = (80 B 80>
S12  S11

( 1 1 >_1 1 7 1 7 :| . 51,25171 y 725171—7151,2
= — fq 1=

S1,2 81,1 §1,1 — S1,2 §1,251,1

On obtient finalement

Il nous reste a vérifier que la stratégie de couverture proposée
o> * = (f1— 0" ") /511
permet de réaliser 'option f. Pour cela, on note que
Pl + ¢ Fia = ol + (71 — ¢ *) =f1

et

¢1, * + ¢2, *51,2

— 51,2 2 = 1,2
o (Fumeh ) T2t (12 22) 47 B2
fo511— f1512 y

§1,1 — S1,2

|
=
=

|
7N
[
I‘ |
=
o
N~
+
~
=
X
|
-
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3. D’apres la propriété d’autofinancement, le coiit initial Vo(®) du portefeuille permettant
de couvrir 'option est donné par

Vo(®) = o™ * +¢> *3o

On obtient ainsi la formule

— 51,1 — f151,2 = 311 — f1%12) So
Vo(q)) _ f2_; fl o fl_fQ_, fl 5 -
S$1,1 — S1,2 S$1,1 — S1,2 S1,1
f2511 = 1512 N (fﬁl 1— o511 o
§1,1 — S1,2 51,1 — S1,2 51,1
_ f2§1,1_f1§1,2+<f1_f2)—
§1,1 — S1,2 511 — 81,2
- S1,2 — 8o - S1,2 — 8o
S1,2 — S1,1 S1,2 — 51,1

Exercice 6 Vérifier la viabilité des marchés suivants, et déterminer les prixz C(f), et les
stratégies de couverture (¢1 *, ¢% *) dans chaque situation.

— —1 =2 —1 =2
Q  So=(S5y,5)) S1=(5,51)
wl (1,5) (1,8171)
w? (1,5) (1;5172)
avec
51, = 3 511 = 1 511 = 4
1){ 1,2 = 6 { S1,2 = 10 3){ S1,2 = 7
511 = 1 511 = 1 511 = 2
4){ S12 = 6 {§12 = 20 6){ 812 = 7
511 = = 4 511 = 2
Solution : On rapelle que les prix C(f), et les stratégies de couverture (¢ *,¢% *) sont

données par

= S1,2 —So = S1,2 —So
C(f):fl — — +f2 1__7_
51,2 — S1,1 51,2 — S1,1

et

+  J2811 —715172) _ fa—Fi

S1,1 — S1,2 81,2 —S1,1



Leurs valeurs dans les différents modeles de marchés proposés sont données ci-dessous.

1) @ So=(5,.5) $=(5.5) f
w! (1;5) (1;3) f1
W (1;5) (1:6) T

2) @ Fo=(8,,%) S=E.5) f
w! (1;5) (1;1) Fi
w? (1;5) (1;10) [,

3) @ So=(50.5) 51=(5.5) f
W' (1;5) L2 h
w? (1;5) (L;7) B

1) 9 So=(5,5) Si=05.5) F
W (15) L3 h
w? (1:5) (1;50)  fs

5) @ So=(5,,5) Si=05.5) F
W (155) L) A
w? (1;5) (1;20) fa

6) @ So=(5,.5) 51=(5.5) 7T
W' (1;5) L2 h
w? (1;5) (1;7) fa

N So=(505) Si=(.5) T
W (155) L3 h
w? (1;5) (1;50) [,

8) @ So=(5,5) S=(5.5) I
W' (155) L4 5
w? (1;5) (1;100)  f,

9) @ So=(5,5) 5=05.5) F

W' (1:5) L2 h

w? (1;5) (1;1000) f

()

fi+

W=

c(f)
Shi+ 4T
c(f)
2F + 2,
c(f)

45F 27
whit &/

= - 20
%f1+1i9f2 ( fllg

995 F 37
2 9031t 5952

(¢1, *7(2527 *)

%72 (6?153102 o fl)

CERN
(mf1 f2 Ja— fl)
CoRN
(7?172102 Ja— fl)

5

(&h 6% )
(50?2;31‘2 Jam fl)

(&h 6% )
f2,f2 fl)

(d)l, *’¢2, *)

(ﬁlfzfg fam fl)
5
(¢1, * ¢2, *)
(soflfafg fam fl)
47 4T
(¢1, * ¢2, *)

(100?174102 Fa— fl)
96 ? 96

(d)l, *,¢2, *)

1000f,—2f5 fo—f1
998 7 998

)

10
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Exercice 7 On considére un modeéle de marché viable décrit par le tableau suivant

Q So=(5,%) S =(5.,5)
wt (1;50) (1;31)1) avec 0 <511 <30 <51,2
UJ2 (1,50) (1;51’2)

1. Déterminer l'unique probabilité P* sur Q = {w!', w?} telle que

—2

=2 =2
E*(S7 | S¢) =S,
2. Montrer que pour tout portefeuille autofinancé, nous avons
* (Y7 <2 7
E*(V1(®@) | So) = Vo(®)

3. Déterminer la valeur moyenne sous P* d’une fonction de paiement réactualisée f.

4. Décrire une stratégie de couverture ®* = (¢b *, ¢* *) de loption f, et vérifier que le cott
initial d’acquisition du portefeuille de couverture est tel que Vo(®*) =E*(f) = C(f).

Solution :

1. L’unique probabilité P* sur 2 = {w!,w?} telle que E*(gf | ?é) = §§, est donnée par la
formule suivante

—2 =2 N _
E*(Sl | SO = 50) =381,1 P*(wl) + 51,2 (1 —P (wl)) =35p
Autrement dit, nous avons

P* (W) = 1 — PH(w?) = —22 %0
51,2 — 51,1

2. Pour tout portefeuille autofinancé (et prévisible), nous avons
— —2 — =2 =2, =
E*(Vi(®) | Sy) = Vo(®)+ @ E*(AS] | S5) = Vo(®)

3. Sous P*, d’une fonction de paiement réactualisée f, est donnée par

— S12—S0 = S12—S0 \ =
B = o2 (1- 220 g,
51,2 — S1,1 51,2 — 81,1
avec f(w') = f,, pour chaque i = 1,2.

4. Décrire une stratégie de couverture ®* = (¢ *, ¢* *) de l'option f, et vérifier que le coiit
initial d’acquisition du portefeuille de couverture est tel que Vo(P*) = E*(f).

5. En utilisant la formule du delta de couverture,

{ ¢t + ¢?514
A + p*51 2

5
fa
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on obtient la stratégie de couverture ®* = (¢! *, ¢> *) de I'option f,
—1 — — _ = _ = — —
ohr = (;_;) (_f_l__f_g) _Seh=Sufs o e Boh
51,1 51,2 51,1 51,2 51,2 — S1,1 S1,2 — 81,1
Le cott initial du portefeuille de couverture est donné par
Vo(®*) = E*(f)
Par définition de C*(f) et C.(f)

Q
*
—~
~
S~—"
I

inf {z € Ry : 3@ = (Pp)p—o,1 t.q. Vo(®) =z et Vi(®)>f}
sup{z € [0,00) : I(Pi)p=01 t-q. Vo(®) ==z et Vl(q))ﬁf}

a
—~
~
S~—"
I

LY V(@) > T = B (V4(®)) > E(F) = V(")
t
i W V(@) < T = BX(V4(®)) < B*(T) = V(9%

Par conséquent, on obtient ’encadrement suivant
Cu(f) £Vo(@*) =E*(f) < C*(f)

Comme la stratégie de couverture ®* appartient aux deux ensembles décrits ci-dessus, on
a aussi o
C*(f) £ Vo(®") < Cu(f)

On en conclut que

Vo(0%) =E*(f) = C(f) = C*(f) = Cu(f)

Exercice 8 Déterminer les priz, et les stratégies de couverture des options de vente suivantes

1) Q So=(5,5) S =(5,5) F=(10-5)4

wl (1;5) (1;3) 7
w? (1;5) (1;6) 4

2) @ So=(5,,5) S =(5.5) F=B-5):
w! (1;5) (1;1) 7
w? (1;5) (1;10) 0

3) @ So=(5,.5,) S=(5.5) F=6-5)
wl (1;5) (1;2) 6
w? (1;5) (1;7) 1

49) Q Fy=(8,5,) S=(5.57) F=(10-5),
wl (1;5) (1;3) 7
w? (1;5) (1;50) 0
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5) @ Sy=(5,.5,) Si=(5.5y) T=(100-57),
w! (1;5) (1;1) 99
w? (1;5) (1;20) 80

6) @ So=(50.5) S1=(5.5) F=6-5,
wl (1;5) (1;2) 4
w? (1;5) (1;7) 0

7 Q So=(5,5) Si=(5.5) F=6-5,
w!l (1;5) (1;3) 3
w? (1;5) (1;50) 0

Solution : Les prix, et les stratégies de couverture des options de vente sont donnés ci-dessous :

1) @ So=(5,8,) Si=(5.5) F=10-5).| <) (¢ *, 6> )
Wt (1:5) (1:3) 7 o+ ih | (L5h, L350
w? (1;5) (1;6) 4 =7+8=5 =(%,—T3)_(10,—1)
2) Q@ So=(5,.5,) Si1=(5.5) F=6-5)+| <) ($1 *, g% *)

Wt (1) (1:1) 7 STt a7 | (e gt
w? (1;5) (1;10) 0 =3 = (%, %7)

3) Q So=(5.5) S1=(.5) T=6-5)+| CU) (@ %, 0> )
wt (1;5) (1;2) 6 %71+%72 7f1;2f2 fom Sy f1
W (1;5) (157) 1 =5=3|=(%.3)= 1)

4) Q So=(50,5) Si=(5,5) F=010-5).] cC() (¢h *, 6% *)
w! (1;5) (1;3) 7 LI+ 2T, w’ f247f1
w? (1;5) (1;50) 0 =3 =3 F)

5) @ So=(5.5) Si=(5.5) T=00-5),| <) (9" 2,67 ")
w! (1;5) (151) 99 B+ 47 | (ks gl
w? (1;5) (1;20) 80 1 = (100; —1)
6) @ So=(5,,5) S1=(5.5) T=06-5)s| < (61 *, g% *)

W' (155 (1;2) 1 I+ 2y | (gl Ll
w? (1;5) (1;7) 0 =3 = ( 5Sa %4)

7 Q So=(5,5) S$i=(E.5) T=6-5).| cCU) (¢h *, ¢ %)
w! (1;5) (1;3) 3 BT 4+ 27, (ijzufl)
w? (1;5) (1;50) 0 =2 (& 7)



