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Exercice 1 Soit (e;)i1<k<n une suite de v.a. i.i.d. de Bernoulli définies sur un méme espace
probabilisé (,P), avec

P(ek = 1) = 1—P(€k = —1) =pc [0,1}
On conviendra que {e, = +1} représente ’événement favorable ou le joueur gagne a la k
séquence de jeu une unité de mise. On note

iéme

Fr=o0(€1,...¢€k)
la filtration associée au déroulement du jeuz, avec la convention Foy = {0,Q}, pour k = 0.
Vérifier que le processus de comptage des succés

k
My=> e =M1+e
=1
est une martingale si p = 1/2, une sur-martingale lorsque p < 1/2, et enfin une sous-martingale
lorsque p > 1/2.

Exercice 2 Soit (ex)i<p<n une suite de v.a. indépendantes, centrées (i.e. E(ex) = 0), et
définies sur un méme espace probabilisé (1, P). Montrer que le processus aléatoire (My)o<k<n
défini par

k
My, = Zﬁz = Mp_1 + €
1=0
est une martingale par rapport a la filtration F, = (€1, . . . €k).

Exercice 3 Soit (e;)1<k<n une suite de v.a. indépendantes, de moyenne unité (i.e. E(ex) =1),
et définies sur un méme espace probabilisé (U, P). Vérifier que processus aléatoire (My)o<k<n
défini par le produit

k
My, = Hel =Mp_1 X €
1=0
est une martingale par rapport a la filtration Fy, = o(€1, .. . €x).

Exercice 4 Soit Lo, une v.a., et (My)o<k<n €t (Nk)o<k<n, un couple de martingales définies
sur un méme espace probabilisé filtré (U, (Fi)o<k<n,P). Vérifier que le processus (Li)o<k<n

défini ci-dessous
k

Ly =Lo+ Z M;_1AN;
=1
est une martingale par rapport & la filtration (Fi)o<k<n-



Exercice 5 Soit (ex)1<k<n une suite de v.a. réelles indépendantes, centrées (i.e. E(ex) = 0),
et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). On note Fy, = o(e1,...,€x), la filtration d
algébres associée.

1. Vérifier que le processus aléatoire (My)o<k<n défini par

k
VO<k<n Mk:ZelZqu—i—ek
1=0

est une martingale sur (2, (Fi)o<k<n,P).

2. On notera par la suite o = E(e2), les variances des v.a. €. Montrer que
E([Mir1 = Mi]* | Fi) = 0y

En déduire que les processus aléatoires
k k
VOo<k<n M- of et M{—M;—)Y of
=0 =1

sont des martingale par rapport a la filtration Fy.
3. Dans le cas ou les v.a. (€)1<k<n Sont i.i.d. et centrées, les processus aléatoires

M2 —(k+1)0* e M —MZ—ko®  avec o°=E(e)
forment des martingales.

Exercice 6 Soit (ex)i1<k<n une suite de v.a. réelles indépendantes, de moyenne unité (i.e.
E(ex) = 1), et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). On note Fi, = o(e€1,...,€x), la
filtration d algébres associée.

1. Montrer que le processus aléatoire (My)o<k<n défini par
k

My, = Hél = Mp_1 X €
1=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy,.

2. On notera par la suite oz = E([ex, — E(eg)]?), les variances des v.a. €. Vérifier que le
processus aléatoire

est une martingale par rapport a la filtration Fy,.

Exercice 7 Soit ((ex, €},))o<k<n une suite de v.a. d valeurs dans R?, indépendantes et centrées
(en ce sens ot E(e) = 0 =1E(e},) ), et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). On note

Fr=o0((e1,€}), ..., (€x,€r))

la filtration d algébres associée. On associe a ces suites, le couple de martingales (Yi)o<k<n, €t
(Y))o<k<n, définies par

Yo =€+ ... te€p et Yk/:eg—k...—ke;c



1. Montrer que le compensateur ((Y,Y")i)o<k<n du processus produit X, =YY}, est donnée
par la formule suivante

k
(Y, Y = ZE(Q&E)
1=0
2. En déduire que le processus
k k n
D el x Dl = Elerer)

=0 =0 0

est une martingale par rapport a la filtration Fy,.

Exercice 8 Soit ((eg,€},))o<k<n une suite de v.a. a valeurs dans R?, indépendantes et telles
que
E(e) = 1 = B(e})

et définies sur un méme espace probabilisé (Q,P). On note
Fr = U((ela 6/1)3 (R (ekv 6;6))

la filtration d algébres associée. On associe a ces suites, le couple de martingales (Yi)o<k<n, €t
(Y)o<k<n, définies par

k
Y, = Hel et Y= Heg
1=0
1. Vérifier que la formule
Cov(er, €,) =aer. E([ex — Eer)][e — Eer)]) = Eerer) — 1

2. Montrer que le compensateur ((Y,Y")r)o<k<n du processus produit X, =YY}, est donnée
par la formule suivante

Eool-1
VY =Y (] emenl x Cov(er, )
=0 m=0
3. En déduire que le processus
k k Eo1-1
[T x (TT el = SSUTT emelnl x Covters )
1=0 1=0 1=0 m=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 9 Soit (Xi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les espaces (Ex)o<k<n, de
probabilités de transitions (My)o<k<n, €t de loi initiale n9. On associe & toute fonction fri1
sur Egi1, la fonction Myy1(fx+1) sur Ey définie par

Var € By Mpn(fer)(@n) = ) Mini (@i, 2ee) f(@r1) = E(frpr (X)) | Xe = )

Tpr1€EK 11



1. Soit f = (fr)o<k<n une famille de fonctions définies sur les espaces (Ey)o<i<n. Montrer
que le processus
k
My(f) = [fi(X0) = Ki(f)(Xi-1)]

=1

est une martingale nulle en [origine, par rapport a la filtration naturelle (f;;)()ogkgn
associée au processus (Xp)o<k<n-

2. Déterminer le compensateur de la martingale (My(f))o<k<n-

Exercice 10 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes et centrées, et a valeurs
dans des espaces réduits o deuz points Ey, = {ug, v}, avec

ur < 0 < v et Plex =ug)=1—Plex =vr) =pi € (0,1)

On note Fi, = o(e€g,...,€), avec 0 < k < n, la filtration naturelle associée a ces variables
aléatoires.

1. Vérifier la propriété suivante :
VO<k<n ug pr+ur (1—pg)=0
2. Montrer que le processus défini par
YVO<k<n Ye=€+ ...+ =Yr_1+eg

est une martingale (par rapport & la filtration (Fr)o<k<n) & valeurs dans les espaces
k
EY =) w : we{uw), 0<1<k}=E |+ {u,v}
1=0
3. Vérifier que le processus (Yi)o<k<n est aussi une chaine de Markov. Déterminer sa loi

initiale, et ses probabilités de transitions.

Exercice 11 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes, et & valeurs dans des
espaces réduits & deuzx points E = {ug, v}, avec

ur < 1 < g E(ex) =1 et Plex =ug)=1—Plex =vr) =pi € (0,1)

On note Fi, = o(e€g,...,€), avec 0 < k < n, la filtration naturelle associée a ces variables
aléatoires.

1. Vérifier la propriété suivante :
VO<k<n ug pr + vk (1 —pp) =1
2. Montrer que le processus défini par
VO<Ek<n Ye=€ X ...xX€ =Y 1 X €,

est une martingale (par rapport & la filtration (Fr)o<k<n) & valeurs dans les espaces

k
E,{:{le cwp € {u, v}, 0<I<k}
1=0



3. Vérifier que le processus (Yi)o<k<n est aussi une chaine de Markov. Déterminer sa loi
initiale, et ses probabilités de transitions.

Exercice 12 Soit (Yi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les espaces (Ex)o<k<n,
de probabilités de transitions (My)o<k<n, €t de loi initiale ng. On associe & toute fonction fp
sur E,, le processus (Zy(fn))o<k<n défini par

VO<k<n  Zy(fa) =E(fa(Yn) | Yi) = Mysy1Myy2 ... My (fn)(Yi)

avec la convention Myy1 Myyo ... M, = Id, lorsque k = n.

1. Montrer que (Zy(fn))o<k<n est une martingale par rapport a la filtration naturelle (FY Jo<k<n
associée au processus (Yi)o<k<n-

2. On consideére la suite de fonctions (Vi)o<k<n définies par la formule de récurrence inverse

Va(yn) = fu(yn)
Vi (yr) E(Vit1 (Y1) | Yo = yx)

Montrer que l'on a
VOS k S n Vk ZMk+1Mk+2...Mn(fn)

En déduire que le processus (Vi,(Yr))o<k<n coincide avec (Zy(fn))o<k<n-



