TD - Licence 3 MASS [Corrigés]

Exercice 1 Soit (ex)i<k<n une suite de v.a. i.i.d. de Bernoulli définies sur un méme espace
probabilisé (,P), avec

]P’(ek = 1) = 1—P(€k = —1) =pc [0,1}
On conviendra que {ep, = +1} représente ’événement favorable ou le joueur gagne a la k'*™°
séquence de jeu une unité de mise. On note

Fr=o(€1,...¢€k)

la filtration associée au déroulement du jeuz, avec la convention Fo = {0,Q}, pour k = 0.
Vérifier que le processus de comptage des succés

k

My, :Zel =Mp_1+ e
=1

est une martingale si p = 1/2, une sur-martingale lorsque p < 1/2, et enfin une sous-martingale
lorsque p > 1/2.

Solution :
11 suffit de noter que 'on a

E(Mk+1_Mk |fk) = E(€k+1 |O'(€1,...,€k))
= E(exp1) =) p+ (-1) 1-p)=2p-1

On observe que les éveénements {€; = +1} sont plus fréquents dés que p > 1/2. Dans ce cas, le
jeux est alors favorable au joueur. [

Exercice 2 Soit (ex)i<k<n une suite de v.a. indépendantes, centrées (i.e. E(ex) = 0), et
définies sur un méme espace probabilisé (2, P). Montrer que le processus aléatoire (My)o<k<n

défini par
k

My, ZZQ =Mp_1+ ek
=0

est une martingale par rapport a la filtration F, = (€1, . . . €x).



Solution :
Comme dans l’exercice précédent, on note simplement que

E(Myy1 — Mg | Fr.) = E(egyr | oler,...,ex)) =0

Exercice 3 Soit (¢;)1<k<n une suite de v.a. indépendantes, de moyenne unité (i.e. E(ex) = 1),
et définies sur un méme espace probabilisé (0, P). Vérifier que processus aléatoire (My)o<ik<n
défini par le produit

k
M, = Hel = My_1 X €
=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy, = o(€q, . . . €x).

Solution :
11 suffit d’observe que l'on a

]E(Mk_H | fk) = ]E(Mk X €k+1 | fk) = Mk X E(6k+1 | 0'(61, - .,6k)) = Mk

Exercice 4 Soit Lo, une v.a., et (Mg)o<k<n €t (Ng)o<k<n, un couple de martingales définies
sur un méme espace probabilisé filtré (U, (Fi)o<k<n,P). Vérifier que le processus (Li)o<k<n
défini ci-dessous

k
Lk — LO —+ ZMl—lANl
=1

est une martingale par rapport a la filtration (Fi)o<k<n-

Solution :
On observe que le processus retardé

M| = Mgy € Fr—1
est prévisible. On a donc

]E(ALk | fk—l) = E(Lk — L1 | fk—l) = ]E(Mk_lANk | fk—l)
= My_1 E(AN; | Fr—1)
= M1 E(Ny — N1 | Fiom1) = M1 [E(Nk | Fee1) — Ni—1] =0

On obtient donc la propriété de martingale

E(Li | Fi—1) = L



Exercice 5 Soit (ex)1<k<n une suite de v.a. réelles indépendantes, centrées (i.e. E(ex) = 0),
et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). On note Fy, = o(e1,...,€x), la filtration d
algébres associée.

1. Vérifier que le processus aléatoire (My)o<k<n défini par
k
VO<k<n Mkzzélek_ri—ek
1=0

est une martingale sur (2, (Fi)o<k<n,P).

2. On notera par la suite o = E(e2), les variances des v.a. €. Montrer que
E([My11 — Mi]? | Fi) = 07y

En déduire que les processus aléatoires
k
VOo<k<n M- of et M{—M;—)Y of
=1

sont des martingale par rapport a la filtration Fy.

3. Dans le cas ot les v.a. (ex)1<k<n Sont i.i.d. et centrées, les processus aléatoires
M? —(k+1)0% et MP—MZ—ko*  avec o°=E(e)
forment des martingales.
Solution :

1. La démonstration de ce premier point est décrite dans la solution de I'exercice 2.

2. On a clairement
E([My1 — Mi)* | Fi) = E(eiy | o(er, ... ek)) = 0i 4

Par conséquent, nous avons

k

(M) =Y E(M; = My—a]* | Fioa) =
=0

of

M-

En invoquant la proposition suivante

Propriétés 0.1 Soit (My)o<k<n une martingale réelle définie sur un espace probabilisé
filtré (Q, (Fi)o<k<n,P). Le processus aléatoire

MR — (M)},

est une martingale par rapport & la filtration (Fi)o<k<n-



on en conclut que le processus aléatoires

est une martingale par rapport a la filtration Fj. Par un raisonnement analogue, on
montre que

k
M = Mg — ((M,N) — (M,N)o) = Mi — M§ =Y o}
=1

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

3. Dans le cas ol les v.a. (€x)1<k<n sont i.i.d. et centrées, le processus processus croissant
associé a la martingale est donné par

D’apres la question précédente, les processus
ME—(k+1)0* et MP—MZ—ko* avec o°=E(e)

forment des martingales par rapport a la filtration Fj.

Exercice 6 Soit (ex)1<k<n une suite de v.a. réelles indépendantes, de moyenne unité (i.e.
E(ex) = 1), et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). On note Fi, = o(e€1,...,€x), la
filtration d algébres associée.

1. Montrer que le processus aléatoire (My)o<k<n défini par

k
My, = Hel = Mp_1 X €
1=0
est une martingale par rapport a la filtration Fy.

2. On notera par la suite o2 = E([ex, — E(eg)]?), les variances des v.a. €. Vérifier que le

processus aléatoire
k -1

k
QL1 -> (1] el ot

=0 =0 m=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy,.



Solution :

1. La démonstration de ce premier point est décrite dans la solution de l’exercice 3.

2. Avant de commencer, on peut noter que I'on a
o = E([ex —E(er)]*) = E([ex — 1]*) = E(e}) — 1

D’autre part, un simple calcul montre que
E([Mii1 — Mil? | Fio) = B(M} [exyr — 11 | o(er,. .. ex) = M oy = ([ [ e o7

D’apres la proposition 0.1, le processus aléatoire

-1

M =My =[] = > (I el of

k
=0 =0 m=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 7 Soit (€, €},))o<k<n une suite de v.a. a valeurs dans R?, indépendantes et centrées
(en ce sens ot E(ex) = 0 =E(e},)), et définies sur un méme espace probabilisé (Q,P). On note

Fr=o0((e1,€1), .., (€xy€r))

la filtration d algébres associée. On associe & ces suites, le couple de martingales (Yi)o<k<n, €t
(Y))o<k<n, définies par

Ye=€+...+e et Yk/:eg—l—...—i—eﬁc

1. Montrer que le compensateur ((Y,Y")k)o<k<n du processus produit X, = YY), est donnée
par la formule suivante

k
(V.Y')e =) E(ee)
1=0
2. En déduire que le processus
k k n
D el x> el =Y E(exet,)

=0 =0 0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.



Solution :

1. Par définition du compensateur ((Y,Y”')x)o<k<n, nOus avons

(V.Y =Y E(AYIAY/ | Fia) = > E(ee)
k=0

2. On en conclut que le processus
k k k
ViV — (VY =D al x D6l =D E(ae)

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 8 Soit ((e,€},))o<k<n une suite de v.a. a valeurs dans R?, indépendantes et telles
que
E(ex) =1 =E(e},)

et définies sur un méme espace probabilisé (Q,P). On note
Fr=o0((e1,€}), ..., (€x,€))

la filtration d algébres associée. On associe & ces suites, le couple de martingales (Yi)o<k<n, €t
(Y)o<k<n, définies par

k
Yk:HGZ et Y,CI:HEE
1=0
1. Vérifier que la formule
Cov(er, r) =aer. E([er — E(ex)]ler — E(er)]) = E(exer,) — 1

2. Montrer que le compensateur ((Y,Y')i)o<k<n du processus produit X, = YY), est donnée
par la formule suivante

k 1-1
Y, Y")e =Y (11 emernl x Cov(er, )
=0 m=0

3. En déduire que le processus

k koi-1
[H € H Z H €mén) X Cov(er, €))
1=0 1=0

=0 m=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.



Solution :

1. On a clairement
Cov(er, ) = E(ler —E(er)]ler — E(e})]) = E(ler — 1][e}, — 1]) = E(epey,) — 1
2. Par définition du compensateur ((Y,Y”)r)o<k<n, DOuUs avons

k
E(AY;AY | Fioa) = ) E([Yier x (@ = 1] [y x (e = )] | Fi-1)
=0

<Y7 Y/>/€ =

M- 11+

Vi1 Y/ LB (6 — (g — 1| Fima) = > [Yiea Vi, JE((e — 1)(gf — 1))
k=0

~

E|
<

-1

= ST emelal x E(er — 1)(cf — 1))

=0 m=0

3. Par définition du compensateur (Y,Y”), on en conclut que le processus

k k 1-1
YY) — (YY), = Hel QT =D T emerml x E((er = 1)(e; — 1))
=0 =0 =0 m=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 9 Soit (Xi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les espaces (Ex)o<k<n, de
probabilités de transitions (My)o<k<n, €t de loi initiale n9. On associe & toute fonction fri1
sur Egt1, la fonction Myy1(fxr1) sur Ey définie par

Var € By Mpn(fer)(@n) = ) Min (@i, 2ee) f(@r1) = E(frr (Xeen) | Xe = )

Tr+1€EK+1

1. Soit f = (fr)o<k<n une famille de fonctions définies sur les espaces (Ex)o<k<n. Montrer
que le processus

=3 [A(X) = Ki(fi)(X1-1)]
=1

est une martingale nulle en lorigine, par rapport a la filtration naturelle (f?)ogkgn
associée au processus (Xg)o<k<n-

2. Déterminer le compensateur de la martingale (My(f))o<k<n-



Solution :

1. 11 suffit de noter que l'on a

AMy(f) = Mi(f) = Mg-1(f) = fe(Xk) = K (fi)(Xe—1) = fi(Xx) — E[fe(Xk) | Xk-1)

On en déduit de cette observation que
E(AM(f) | Fity) = E(AM(f) | Xk-1) =0

On en conclut que

N

EQM(f) | FXy) = S AMI(f) + EQAM(f) | F¥)) = Myr ()
=1

2. Le compensateur de la martingale (M (f))o<k<n est donné par la formule

(M(f)r = (M(f), M(f))

k
= Y EGLN)MS) | Fie) = Mioa(f)Mia(f)]
=1
k k
= Y E(AMN)P | F) =Y B(A(X) —E[fu(X) | X)) | Xioa)
=1 =1

Exercice 10 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes et centrées, et a valeurs
dans des espaces réduits o deuz points Ey, = {ug, v}, avec

ur < 0 < v et Plex =ug)=1—Plex =vr) =pi € (0,1)

On note Fi, = o(e€g,...,€), avec 0 < k < n, la filtration naturelle associée a ces variables
aléatoires.

1. Vérifier la propriété suivante :
VO<Ek<n ug pr+ vk (1 —pk) =0
2. Montrer que le processus défini par
VO<k<n Yi=¢€+...+ex=Yi_1+e€g

est une martingale (par rapport & la filtration (Fr)o<k<n) & valeurs dans les espaces

k
EY = {Zwl cwp € {u, vy, 0<1<k}=FE",+ {ugv}
1=0



3. Vérifier que le processus (Yi)o<k<n est aussi une chaine de Markov. Déterminer sa loi
initiale, et ses probabilités de transitions.

Solution :

1. Les v.a. ¢ étant supposées centrées, nous avons
VO<k<n E(ex) = up pr +vr (1 —pr) =0
Autrement dit, les probabilités p; sont nécessairement données par
VO<k<n i = Ug/[vk — U]
On notera que
up <0 <wvp = —ug >0 < v, = pr = v/[vk —ug) € [0,1)
2. Le processus défini par
VO<k<n Yi=e+...+er =Y 1+e

est clairement a valeurs dans les espaces
k
EY =D w - w e {u,vw}, 0<1<k}=EBY |+ {up,v)}
1=0

Pour vérifier que ce dernier est une martingale par rapport a la filtration (Fg)o<i<n, il
suffit de noter que l'on a
E(AY) | Fr—1) =E(ex | Fr—1) =E(ex) =0
3. On remarque que 'on a
Vi = Yio1ter = P(Yi = yp—1+ug | Vo1 = yx) = 1-P(Yi = yp—1+0k | Y1 = yr) = ps
Par conséquent, Y} est un processus de Markov de loi initiale
10(y0) = P(€0 = yo) == po Lu,(yo) + (1 = po) Lu,(yo)

et de probabilités de transitions

My (yr—1,9r) = P(Ye = yi | Yie1 = yk) = Pk Ly svur (k) + (1= k) Ly 4o (Uk)

Exercice 11 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes, et o valeurs dans des
espaces réduits & deuz points E = {ug, v}, avec

urp < 1 < g E(ex) =1 et Plex =ug)=1—Plex =vr) =pi € (0,1)

On note Fi, = o(e€g,...,€;), avec 0 < k < n, la filtration naturelle associée a ces variables
aléatoires.
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1. Vérifier la propriété suivante :
VO<k<n ug pr+ o (1—pr) =1
2. Montrer que le processus défini par
VO<k<n Yi =€ X ...Xe€=Yr_1 X¢€

est une martingale (par rapport a la filtration (Fi)o<k<n) & valeurs dans les espaces
k
E,z/ = {le cwp € {u, v}, 0<I1<k}
1=0

3. Vérifier que le processus (Yi)o<k<n est aussi une chaine de Markov. Déterminer sa loi
initiale, et ses probabilités de transitions.

Solution :

1. Les v.a. € étant supposées telles que E(e) = 1, nous avons
VO<k<n Eex) =up pr +vi (1 —pi) =1
Autrement dit, les probabilités p; sont nécessairement données par
VO<k<n  pp=(1—uv)/|ur — vg]

On notera que cette condition exprime le fait que 1 est un barycentre des points {uy, vy }.
Cette propriété de ne peut donc étre réalisée que si les états du systéme {ug, vx} sont tels
que

ur <1 <wv, ou v <1< ug

2. Le processus défini par
VO<k<n Ye=€eo X ...Xep=Yr 1 X €

est clairement a valeurs dans les espaces

k
EIZ: {le owp E{ul,vl}, O<l<k} ZE};_l.{uk,Uk}
=0

Pour vérifier que ce dernier est une martingale par rapport a la filtration (Fj)o<k<n, il
suffit de noter que l'on a
E(AYk | .7:]@71) = Yk,1 X E([ek — 1] | .7‘—]@71) = Yk,1 X [E(ek) — 1] =0
3. On remarque que 'on a

Yi=Yi1 xex =P =yp—1ur | Yoc1 =yr) =1 —P(Yi = yp—1vk | Y1 = yx) = pi
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Par conséquent, Y} est un processus de Markov de loi initiale

n0(y0) = P(eo = y0) == po Lu, (Yo) + (1 — po) Lue(v0)

et de probabilités de transitions

My (ye—1,96) = P(Ye = yr | Ye1 = y&) = Pk Lyp_yup (Uk) + (L= pr) Ly s, (Ur)

Exercice 12 Soit (Yi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les espaces (Ex)o<k<n,
de probabilités de transitions (My)o<k<n, €t de loi initiale ng. On associe & toute fonction fp
sur By, le processus (Zy(fn))o<k<n défini par

VO<k<n Zi(fn) = E(fn(Yn) | Yi) = Mpp1Myyo ... My (fn)(Yr)

avec la convention M1 Myyo ... M, = Id, lorsque k = n.

1. Montrer que (Zk(fn))o<k<n est une martingale par rapport a la filtration naturelle (FY Jo<k<n
associée au processus (Yi)o<k<n-

2. On consideére la suite de fonctions (Vi )o<k<n définies par la formule de récurrence inverse
Valyn) = fnlyn)
Vilyr) = E(Vig1(Yesr) | Yo = k)
Montrer que l'on a
VO<k<n Vie = Mgy1Myio ... Myu(fr)
En déduire que le processus (Vi,(Yr))o<k<n coincide avec (Zy(fn))o<k<n-

Solution :
1. On a clairement

E(Ze(fo) | FAZ1) = EE(fa(Ya) | FY) | FiZy) =E(fa(Ya) | FiZy)
= Zk—l(fn)

Par conséquent, le processus (Zx(fn))o<k<n est une martingale par rapport a (FY )o<i<n-
2. D’apres les formules de récurrence inverse, nous avons

Va(yn) = fu(yn)
Vn—l(yn—l) = E(Vn(yn) | Yn—l = yn—l) = Mn(Vn)(yn—l)
Vn—Q(yn—Q) - E(Vn—l(Yn—l) | Yn—2 - yn—2) - ]E(Mn(vn)(yn—l) | Yn—2 - yn—2)

— Mnfan(Vn)(yn72)

Vilue) = E(WVig1(Yet1) | Yo =yr) = E(Miyo ... Mp(Va) Yieg1) | Y = yi)
M1 Myqo ... My(Vi)(yk)

On en conclut que

Vi = My 1Myyo ... My(fn) et Vi(Ya) = MpriMiya ... My (fn)(Ye) = Zi(fn) u



