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Exercice 1 En utilisant un modéle d’arbre, calculer la probabilité des évene-
ments sutvants :

(B1) obtenir exactement une fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs ;
(B2) obtenir exactement deux fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs ;
(B3) obtenir exactement trois fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs.

Exercice 2 Décrire l’arbre des épreuves associé a une suite de v.a. indépendantes
(€i)i=1,2,3.4, de méme loi de Bernoulli

]P(El = 1) =1 —P(Gl = 0) = ]./3
Ezxpliter l’espace des événements associé a ce modeéle.

Exercice 3 Décrire l’arbre des épreuves associé a une suite de v.a. indépendantes
(€)i=1,2,3,4, de lois de Bernoulli

i+1
Ezxpliciter l’espace des événements associé a ce modéle.

Exercice 4 Décrire l’arbre des épreuves associé a une évolution markovienne
entre les espaces suivants

E():{].,Q}—>E1:{1,273}—>E2:{1,2}—>E3:{1}—>E4:{1,2}

On note 1y la loi initiale de la chaine, et 'on désigne par My(xk—1,xr) la
probabilité de transition d’un état xx_1 € Er_1, vers un état xy € Ey. Décrire
les probabilités pour que le processus (Xi)o<k<a suive les trajectoires suivantes

1,X0:1—>X1:2—>X2:1—>X3:1—>X4:2,
2,X0:1—>X1:3—>X2:2—>X3:1—>X4:1,
3,X0:2—>X1:2—>X2:2—>X3:1—>X4:1,

Exercice 5 Décrire l’arbre des épreuves associé a une évolution markovienne
sur une période, entre les espaces suivants

Ey={z0} — E1={z11,212}

1. Vérifier que cette évolution élémentaire peut étre synthétisée par le tableau

suivant
Q X9 Xi

wl i) T1,1

UJQ i) T1,2



2. Expliciter un espace des événements, et les événements cylindriques

Ao(wo) = Xg'({zo})
Ai(wo,211) = (Xo,X1) " ({(z0,211)})
Ai(mo,m12) = (X0, X1) ' ({ (w0, 212)})

8. Décrire dans cette situation les décompositions de l’espace )
Dy = {Xg'({z}) : = € Eo}
DY = {(Xo,X1)'({(z,9)}) : (z,y) € (Eo x E1)}

4. Déterminer les algebres FiX engendrées par les partitions Dy, avec k =
0,1.

5. Vérifier les formules suivantes
Xo=x¢9 et X;= Z T14 1{wi}

6. Déterminer la quantité moyenne E(X1|Fz%). Pour quelle probabilité P* sur
Q a-t-on
E(X1]F) = Xo

Exercice 6 Décrire l’arbre des épreuves associé a une évolution markovienne
sur deuz périodes, entre les espaces

Ey = {CUO} — By = {58171,55172} — By = {96271,56272,55273,%2,4}
et synthétisée par le tableau suivant

Q Xy X1 X5
To T1,1 T21
To T1,1 X222
o T12 X23
o T12 X224

1. Eaxpliciter un espace des évenements, et les événements cylindriques

Ao(z0) X5 ' ({wo})
Ai(zo,21,1) = (Xo, X1) "({(z0,21,1)})
Ai(zo,12) = (Xo,X1)" ({(w0,21,2)})
As(zo,211,221) = (Xo, X1, X2) " ({(zo, 21,1, 22,1)})
As(mo, 21,1, 22) = (Xo, X1, X2) ' ({(wo, 21,1, 22,2)})
As(mo, 21,2, 23) = (Xo, X1, X2) ' ({(wo, 21,2, 22,3)})
As(mo, 71,2, 724) = (Xo, X1, X2)" " ({(w0, 71,2, 72,4)})



2. Décrire dans cette situation les décompositions de l’espace )

Dy = {X;'({z}) : = € Eo}
DY = {(Xo, X1) '({(z,9)}) : (z,y) € (Eo x En)}
Dé( = {(X07X17X2)_1({($ﬂy72)}) : (x,y,z) € (EO x Eq x E2)}

3. Déterminer les algébres }",f engendrées par les partitions Df, avec k =
0,1.

4. Vérifier les formules suivantes

Xo = 0

4
X1 = 211 1{w1)w2} + 12 l{ws)‘%} et Xo = Z T4 Ly
=1

5. Déterminer les quantités moyennes
E(X1|75) et E(X|FT)
6. FEziste-t-il une probabilité P* sur § telle que
E*(Xo|F{Y) = X1 et EX(X1|F) = Xo

Exercice 7 On considére l’évolution markovienne (Xy)r=0,1,2,3 sur trois périodes
décrites par l'arbre des épreuves suivant

x(3,1) omega*l

x(2,1) = : X(3,2) omega2

x(1,1) X(2,2) X(3,3) omega’*3

(0). x(1,2) x(2,3) x(34) omega*4
x(2,4) X(3,5) omega's

X(1.3)

/

x25) — X(36) omega’*6
\ X(3,7) omega*7
x26) — X398 omega’*8

Fig. 1 -



1. Déterminer les événements A; j pour lesquels les décompositions suivantes
sont satisfaites :

3
Xo = wo, Xy = g 15 lag
i=1

6 8
E T la,,, et X3= E x3,i la,,
i—1 i=1

Déterminer les décompositions (D?)k:071)273 définies par

Xo

Dy = {X;'({z}) : =€ Eo}

DY = {(Xo, X1) '({(z,9)}) ¢ (x,9) € (Eo x E1)}

Dy = {(Xo,X1,X2) '({(z,y,2)}) : (2,9,2) € (Eo x Ey x Ea)}

DY = {(Xo, X1, X0, X3) '{(z,y,2,1)}) : (x,y,2,t) € (Bo x By x By x E3)}

avec les espaces d’états

EQZ{(E()}—MEl:{fCLi i:1,273}—>E2:{(E2)i, izl,...,G}

—>E3:{1‘371‘, 7;:1,...78}

2. Determiner les probabilités suivantes en fonction des probabilités des événements
élémentaires w".

P(X3 =231]|X2 =221)
P(X3 =232/ X2 =221)
P(X3 = 36| X2 = z2,5)
P(X3 = 37| X2 = z25)

(X2 =221]|X1=m11)
(X2 =292|X1=m11)
( )
( ) P(Xy = 226/ X1 = 21,3)
et enfin

P(X1 = 21,1/ X0 = x0) P(X1 = 21,2| X0 = 20) P(X1 = 21,3/ X0 = 20)

3. On note ]—",;X les algebres engendrées par les décompositions Di‘, avec la
séquence d’'indices k = 0,1,2,3. Déterminer les espérances conditionnelles

E(Xs|F5), E(X2|F) et E(X1|7)
4. FExiste-t-il une probabilité P* sur Q telle que
E*(X3]Fs5) = Xo EX(Xo|F{) = X1 et EX*(X1|F;) = Xo

Exercice 8 Soit (Xj)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les es-
paces (Ex)o<k<n, de probabilités de transitions (My)o<k<n, €t de loi initiale ng.
On rapelle qu’une mesure de probabilités puy, sur Ey est une suite de nombres
(i (xk))ser, € 10,1] telle que ZwkeEk pur(xg) = 1. On associe o une telle
mesure puy sur By, la mesure (upMyy1) sur Expq définie par

Vo € Exer (ueMirn) (@) = ) (@) i (2, 2ir1)
Tk €E



1. Vérifier que l'on a
(e Miy1)Miyo = p(My41 Myy2)

avec la probabilité de transition (Myy1My12) de Ey vers Exio définie par
la formule

> Miga(@r wee1) Mo (Thi1, Thao)

Trpr1€EK 11
= P(Xpyo = appo | X = 1)

(M1 My 2) (g, Tioy2)

2. Plus généralement, on note (My11 ... Myy) la probabilité de transition de
Ey vers Exq; définie par la formule

(Mt -+« - M) (Ts Thott)
= ZIHIe,rgkﬂ,m,gﬁwrlﬂEEHF1 M1 (Th, Thy1) -+ - M1 (@11, Tot1)
=P(Xpt1 = Tppt | X = 1)

Vérifier que l'on a

ka S Ek nk(xk) = défv]P)(Xk = :Ek)
= T]o(Ml---Mk)(xk)
= (noM1)(Ma... My)(xk)
= ((noM1)Mz)(Ms... My)(xk)

(( .. ((7’]0M1)M2) eee Mk_l)Mk)(ZIIk)

3. On associe a une fonction fr1 € RFx+1 la fonction My (fry1) € RE
définie par

Mi(fer)(@e) = Y My(ag, @) fre (@)

Tr+1€EK+1

= E(fes1(Xpy1) | Xp = 1)
Montrer que pour toute fonction fri; € REx+1 | nous avons
E(frrt(Xisr) | X = i) = (Mps1 - - Migt) (fr) ()

En déduire que

Mot (frt1)  =ag E(feri(Xet1))
e (Mg -+ - My )] (frerr) = el (M1 -+ - Migy2) (frr)]
= [o(My... My)](frgr) = nol(My ... Myyr)(frri)]



Exercice 9 Soit (Xi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans un espace
homogéne et fini E = {x1,...,2q}, de probabilités de transitions (My)o<k<n, €t
de loi initiale po. Dans ce contexte, les probabilités de transitions sont données
par les matrices

My(z1,21) ... Mi(x1,24q)

My, = : : :
Mk(xd,xl) ‘e Mk(a:d,xd)

On identifie les mesures de probabilités p, et les fonctions f sur E aux vecteurs
lignes et colonnes suivants

f(x1)

f(aa)
1. Vérifier les formules matricielles suivantes
Vo, x5 € B P(Xppi =5 | X =) = (Mg ... Mygg) (s, z5)
et
VfeRE Vo, € B EB(f(Xiwt) | Xk = 2i) = [Mgy1 ... My f](20)

et enfin
VFeRE  E(f(Xk)) =noMi...Mf

Exercice 10 On considere une chaine de Markov homogéne sur un espace @
P11 P12
P21 P22
Les entrées p; ; € [0,1] sont telles que p11+p12=1=pa1+p21. On convien-
dra que ¢ = p1,2+p21 > 0. Montrer (par réccurrence sur le paramétre temporel)
que les itérées M™ de la matrice M sont données par la formule

1 1—¢)" —
M= [ P21 Pi2 n (1-¢ P12 P1,2 (1)
c P2,1 P12 c —P2,1 P21
Exercice 11 Soit (X} )o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les es-

paces (E})o<k<n, de probabilités de transitions (M])o<k<n, et de loi initiale ny.
On note (Xy)o<k<n le processus historique de (X} )o<k<n défini par

deuz points E = {1, 2}, et associée a la matrice de transition M =

X = (X5, X})

1. Vérifier que (Xk)o<k<n est une chaine de Markov a valeurs dans les es-
paces produits
Ey = (E{,...,E})

2. Décrire les probabilités de transitions de (Xi)o<ik<n-



Exercice 12 On considére une marche aléatoire (Xi)o<k<n définie sur un es-
pace de probabilités (,P), d’origine Xo = 0 et de probabilités de transitions
homogenes

M(z,y) = algpi(y) + (1—a) 1p—1(y) avec a €]0,1]

1. Décrire Uarbre des épreuves associé au processus (Xi)o<k<n-

2. Montrer que la position moyenne de la particule au temps n est donnée
par la formule

VO<Ek<n E(Xk) =k x (2a—1)

3. Vérifier que les transitions de la chaine entre deux instants, | et (I+m) <
n, sont données par la formule

P(Xjym=ax+k—(m—k)]| X =2)=Ck o* (1 —a)™*
pour tous les k € {0,...,m}, et
P(Xiym &{2k—m : k=0,....m}|X;=2)=0
4. En déduire que

P(Xiia =0 | X =0) = 208 (a1 — )

En utilisant la formule de Stirling (k! ~ 27k k¥ e=%), montrer que

(4a(l — )k
Vrk

Exercice 13 Soit (Xj)o<k<n, une promenade aléatoire sur R, associée d une
suite de v.a. (ex)o<k<n indépendantes

P(Xipor =0 | X; = 0) ~ (=1/V7k sia=1/2)

k

X :Zep:kal + €
p=0

Décrire la partie prévisible, et la partie martingale de ce processus.

Exercice 14 Soit (Xj)o<k<n, une promenade aléatoire sur R, associée d une
suite de v.a. (€x)o<k<n indépendantes

k

Xk:HGp:Xk—l X €L
p=0

Décrire la partie prévisible, et la partie martingale de ce processus.



