TD- Licence 3 MASS

Exercice 1 Deuxr machines industrielles My et Mo ont des tauzr de produc-
tion quotidienne d’objets défectueur égaur d p1 = 5% et po = 10%. Chacune
de ces machines My et Mo produit respectivement m1 = 100, et mo = 200 0b-
jets. Qu’elle est la probabilité pour qu’un object pris au hasard soit défectueux ?
Qu’elle est la probabilité pour que ce soit la premiére machine My qui ait
produit ?

Exercice 2 Un sac contient 2 piéces de monnaie. L’une équitable, et ayant
une probabilité 1/2 de donner “pile” ou “face” ; la seconde ayant une probabilité
1/3 de donner “face”. On lance au hasard U'une des piéces, et l’on observe un
résultat “face”. Quelle est la probabilité d’avoir choisi la piéce équitable ?

Exercice 3 (Formule de Bayes séquentielle) Montrer que la probabilité con-
ditionnelle d’une réalisation conjointe de n événements (Ap)i<p<n par rapport
a un événement B (de probabilité non nulle) est donnée par la formule multi-
plicative

P(N)-144|B)

= P(An|BN[NZ] Ay)) P(An 1| BNMIZFA]) ... P(A2| BN Ay)P(A|B)

= HZ:1 P(A:D|B N [ﬂg;iAq])
avec la convention [y = Q, lorsque p = 1.

Exercice 4 Soient X1,...,X, une suite de n copies indépendantes d’une v.a.
de Bernoulli X sur {0,1}

PX=1)=1-P(X=0)=pec[0,1]

On note Sy, = Zle X, les variables de comptage du nombre de succés. Montrer
que pour tout m <n, et 0 < k<l <n, ona
cih, ck !
PSmlSn (g|l) = =2 2 g PXalS(1]) = —
(Kl = =g e () = -
Exercice 5 Soit (Xp)o<p<n une suite de v.a. définies sur un méme espace
de probabilités (2, F,P), et a valeurs dans des espaces au plus dénombrables
(Ep, P(Ep))o<p<n.- Supposons que la loi conditionnelle de la séquence (X1, ..., X,)
en l’événement {Xo = xo} soit de la forme

]P(X1..~,Xn)|X0 (1‘17 e 7x’n|x0)

= pn($n|$07 e ,xn_l) pn_l(l‘n_1|$0, e ,xn_g) .. .p2(332|33‘0, ml)pl (331|33‘0)

(1)



Dans la formule précédente, py, désigne une suite de fonctions boréliennes posi-
tives, et telles que sz pi(zk|zo, ..., xk—1) = 1, pour tout k > 1, et pour toute
séquence (xo,...,xk—1) € (Ep X ... Ex_1). Montrer que l'on a nécessairement

PRI Xowes Xaoa) (1, 1) = pro(an]zo, oy T—1)

Exercice 6 Soit (X1, Xs2) un couple de v.a. & valeurs dans un espace produit
fini (E1 X Es), muni de l'algebre discrete P(Eq1 X Es). Montrer que pour toute
fonction f: Es — R, on a la formule

E((f(X2) — E(f(X2) | X1))?)
= inf {E((f(X2) — Y1)?) : Y7 v.a. 0(X1) — mesurable}

Cette description variationnelle montre ’espérance conditionnelle est un esti-
mateur optimal, en ce sens ou elle minimise la variance d’erreur.

Exercice 7 Soit (X1, X2, X3) un triplet de v.a. a valeurs un espace produit fini
(E1 x By x E3), muni de l'algébre discréte. Montrer que pour toute fonction
f:E3s— R, on ala formule de conditionnements emboités

E(E(f(X3) | X2, X1) | X1) = E(f(X3) | X1)



