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RÉSUMÉ.Nous présentons une nouvelle méthode pour traiter les problèmes de filtrage non li-
néaire en temps dicret. Notre approche s’appuie sur l’estimation de densité par noyaux de
convolution et sur le principe des filtres particulaires. Plus précisément, l’approche particulaire
classique estime le filtre optimal à l’aide de particules générées suivant le modèle du système
dynamique étudié, pondérées suivant la vraisemblance des données. La qualité de l’approxi-
mation est liée à ces pondérations, calculées avec la densité du bruit associé aux observations.
Nous proposons d’effectuer la pondération des particules avec des noyaux de convolution. En
plus d’autoriser la prise en compte de systèmes dynamiques plus généraux, certains problèmes
rencontrés par les filtres particulaires usuels peuvent être ainsi contournés. Nous explicitons la
mise en oeuvre de cette méthode et les résultats théoriques qui assurent la convergence de ce
nouveau filtre vers le filtre optimal ideal. Cette méthode affiche de bonnes performances face
aux méthodes actuellements employées. Nous présentons lesrésultats pour différents systèmes.

ABSTRACT.This paper presents a new method to deal with nonlinear filtering problems in discrete
time. Our approach is based on density estimation with convolution kernels and on the prin-
ciple of particles filters. More precisely, the classical particle approach estimates the optimal
filter with particles generated according to the dynamical system model of interest, weighted
by the likelihood of observed data. The approximation obtained is directly dependent on these
weightings. These ones strongly depend on the observation noise density. We propose to weight
the particles with convolution kernels. In addition to allowing to take into account more general
dynamical systems, some problems met by the usual particle filters can thus be circumvented.
The implementation of this method and the theoretical results which ensure its consistency are
developed. To illustrate the good performances in practiceof this approach, results of compar-
ison, on various dynamical systems, with the most currentlyused methods, are presented.
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1. Introduction

Tous les phénomènes physiques, chimiques ou biologiques pouvant être modélisés
par un système de la forme (1) relèvent de la théorie du filtrage en temps discret.� �� � �� �� ��� � 	 � 
�� � �� �� � � � 
 [1]

Description des variables : les
�� � �� �

sont les variables d’état non observées, les�� � �� �
sont les variables d’observation, les

	�
sont les bruits blancs du modèle

d’état et les
�

sont les bruits blancs du modèle d’observation.
Les bruits blancs sont indépendants des autres variables, ils servent à modéliser les
aléas du système. L’objectif est d’estimer les variables d’états non observées,

��
connais-

sant� � � �� � � � � � �� les valeurs des variables d’observations jusqu’à l’instant �.
Dans le cas où les fonctions

��
et
��

sont linéaires et les bruits blancs sont additifs et
gaussiens le problème a été résolu par Kalman[4] en 1960.
Pour le cas général où les fonctions

��
et
��

sont non linéaires le problème reste ou-
vert. Le filtre de Kalman étendu (EKF), une généralisation empirique par linéarisation
itérative du filtre de Kalman, est la seule méthode utilisée en pratique. Son comporte-
ment étant imparfait, la recherche sur ce problème est très active. Haykin([3]), Yee([7]
ou Lo ([5]) proposent des méthodes basées sur les réseaux de neurones. Leurs résul-
tats sont intéressants mais l’apprentissage des réseaux nécessite la disponibilité d’un
grand échantillon��� �� � � �� 
�� ������� ��� ������� alors que de part la nature du problème
les

��
ne sont pas observés.

L’approche par filtre particulaire utilise uniquement la connaissance du système (1),
elle respecte ainsi l’esprit du problème. De plus, elle s’appuie sur de nombreux résul-
tats théoriques (cf. Del Moral & al. [2]). Mais elle peut présenter certains défauts de
comportement en pratique. Une étude détaillée est réaliséepar Oudjane([6]).
Nous proposons une méthode proche des filtre particulaires mais qui s’en distingue
par le type de pondération utilisée et par son allègement deshypothèses sur le modèle.

2. Filtre par noyau de convolution pour un système dynamiquequelconque

Avant de continuer précisons les objets supposés connus, à chaque instant�, dans
le système� (1) : �� la distribution de probabilité de l’état initial

�� , �� la fonction
d’évolution du modèle d’état,

��
la fonction d’observation, ! �� la loi de probabilité

du bruit sur le modèle d’état
	�

et " �� la loi de probabilité du bruit d’observation
�

.
Nous utilisons les notations employées pour les filtres particulaires :�� désigne la
mesure de probabilité de

�� #� � c’est à dire le filtre optimal. Pour notre approche nous
supposons que cette mesure admet une densité que l’on note$ ��� #� � 
. Cette densité
conditionnelle est définie par$ ��� #� � 
 � $ % & ��� � � � 
'$ & �� � 
.
Nous estimons les densités$ % & et$ & par la méthode des noyaux de convolution. Ce
type d’estimateurs nécessitent beaucoup d’observations pour être de bonne qualité. En
général, en filtrage on n’en possède pas mais on a suffisammentd’information sur le
système (1) pour en générer. Soient(� � ��� � � � 
, et pour tout� soient)� et *� deux
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mesures telles que(� � )� et � � � *�
A l’aide d’un algorithme simple, on peut simuler� réalisations de(�, �( �� � ����� � �� �� 
 qui
sont des représentants de)�. Nous construisons alors les estimations empiriques de)�
et *� qu’il suffit de convoluer avec des noyaux

� � �� �
pour obtenir une estimation de$ ��� #� � 
 :

$ � ��� #� � 
 � � ��� � � �� �(� � �( �� 
� ��� � � �� �� � � �� �� 

Donnons tout d’abord un résultat de convergence ponctuellede cette estimateur. La
démonstration s’appuie sur des résultats de Youndjé([8]) et Bosq([1]) :

Théorème 1 (convergence en moyenne quadratique)Si les noyaux
� �

et
� �

sont
de Parzen-Rosenblatt, si$ & est positive et continue au point� � et si $ ��� #� � 
 est
bornée alors��	�
� �� � ���	�
� ���� �� � � � �� ��	�
� � �$ � ��� #� � 
 � $ ��� #� � 
�� � �
Il est aussi possible de montrer des résultats de convergences uniforme :

Théorème 2 (convergence� � intégrée)��	�
� �� � ���	�
� ���� �� � � � �� ��	�
� � �� #$ � ��� #� � 
 � $ ��� #� � 
 #���� � �
Remarque :En suivant la même démarche on peut construire un estimateurconvergent

de� ��� #� � �, ��� � �����  !" #$ % �&$ %� '� ����  !" #$ % �&$ %� ' . Nous l’utilisons pour les applications.

Pour une estimation de qualité, plus la dimension des observations est grande plus� doit être grand. Or, la dimension des observations augmenteavec le temps. Pour
contourner ce problème, nous avons développé plusieurs variantes non détaillées ici.
Nous présentons uniquement les résultats obtenus par certaines de ces variantes dans
la partie suivante.

3. Applications : Comparaison avec d’autres filtres

Les filtres comparés sont pour les nôtres deux variantes du filtre général présenté
ci-dessus, un filtre à mémoire limitée noté�( ) , un filtre à oubli exponentiel du passé
noté*+) et pour les autres, l’ EKF le filtre de Kalman étendu, l’IEKF une version
robustifiée de l’EKF, le RBN de Yee([7]) un réseau à bases radiales et le NFFN de
Lo([5]) un réseaux récurrent. Nous utilisons la même mesurede qualité que Lo et Yee
pour comparer les filtres : la RMSE (racine carrée de l’erreurquadratique moyenne)
calculée sur, � -��

trajectoires de taille./� :

RMSE
��
 � � ., 01�� � 2�� � �� � ��� �� 2� 
�3� � � . � � � � � ./� 4



4 Journées de Statistique 2003.

Considérons les deux systèmes dynamiques suivant :

�� � � �� � � .4. ��� ��/� �� 
 � . � ! %��� � � �� � � 4. � � �� �
���
�� � � 	 � �� � ! %

�� � �. .��� � � 4.�

avec
	� � �

des bruits gaussiens centrés réduits indépendants,
�� � , ��� 4- � � 4.� 


pour��, �� � , �� � � 4.��� 
 pour�� et
	 � � � 4/ � 4/� 4- �� 4- . Le système�� est aussi

traité par Lo([5]) et Yee([7]). Le système�� étant linéaire le filtre de Kalman est opti-
mal, il sert donc de référence. Les moyennes des./� RMSE pour les différents filtres
sont rassemblées dans les tableaux ci-dessous :

système�� RMSE
EKF 1.3905

IEKF (Lo) 0.2806
RBN (Yee) 0.2260

LMF 0.2174
RBF 0.2161

NFFN (Lo) 0.2120

système� � RMSE
RBF 0.2351
LMF 0.2355

Kalman 0.2321

4. Conclusion

Nos filtres ont globalement un bon comportement, surtout parrapport à l’EKF
pour le système 1. De plus, il est important de noter que Lo à utilisé /����� données
pour l’apprentissage de son réseau NFFN, le temps de mise en oeuvre n’est donc pas
comparable.
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