TD - ESSI2 (option MMDFA)

Exercice 1 En utilisant un modéle d’arbre, calculer la probabilité des évene-
ments sutvants :

(B1) obtenir exactement une fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs ;
(B2) obtenir exactement deux fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs ;
(B3) obtenir exactement trois fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs.

Solution :
On représente les échecs ou les succés des trois lancers par trois v.a. de Bernoulli
indépendantes

P(X;=1)=1-P(X;=0)=1/6 avec i=1,2,3

Pour calculer P(B;), on utilise le modele d’arbre binomial donné par la figure
suivante

X_1=1_{6}
° 1 B_1={(0,0,2), (0,1,0), (10,0}
0 0 P(B_1)=P(X_1+X_2+X_3=1)=3 (U6)*L (5/6)"2
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Fic. 1 — Chemins dans B,

Pour calculer P(Bs), on utilise le modele d’arbre binomial



/ X_1=1_{6}
0
1

1 / B_2=((0.1,1), (1L.0.2), (LLO)}

P(B_2)=P(X_1+X_2+X_3=2)=3 (1/6)2 (5/6)*1

041
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Fi1G. 2 — Chemins dans By

Enfin, pour calculer P(Bs), on note simplement que

P(B3) =P(X1+ X2 + X3 =3) =P(X; = 1, Xp =1, X5 =1) = (1/6)"



Exercice 2 Décrire l’arbre des épreuves associé a une suite de v.a. indépendantes
(€i)i=1,2,3.4, de méme loi de Bernoulli

]P(El = 1) =1 —P(Gl = 0) = ]./3
Ezpliter l’espace des événements associé a ce modeéle.

Solution :
L’arbre des épreuves est donné par

Omega_n={w"i :i=1,...,16}

0 w"1=(0,0,0,0)
1 wr2=(00,0,1)
0 WA3=(00,1,0)
1 W=(00,1,1)
0 W15=(0,1,0,0)
1 Wr6=(0,1,0,1)
0 WA7=(01,1,0)
1 wh8=(0,1,1,1)
o WA9=(1,0,0,0)

N

wr{10}=(1,,0,0,1)

0 WA 11}=(1,0,1,0)
1 wN{12}=(1,0,1,1)
0 wN{13}=(1,1,0,0)
1 w{14}=(1,10,2)
0 WA{15}=(1,1,1,0)
1 wA{16}=(1,1,1,1)
k=4

F1c. 3 — Arbre binomial

L’espace des épreuves associé a ce modele binomial sur 4 périodes correspond a
I’ensemble produit

Q={0,1}1234 =1t . i=1,...,16}



Exercice 3 Décrire l’arbre des épreuves associé a une suite de v.a. indépendantes
(€i)i=1,2,3.4, de lois de Bernoulli

i+1
Ezxpliciter l’espace des événements associé a ce modéle.

Solution :
L’arbre des épreuves est donné par

Omega_n={w"i :i=1,...,16}
Ww~1=(0,0,0,0)

0

‘ ‘ :
, / W3=(0,01,0)
N / 1 Wh4=(00,1,1)
us
4

wWA2=(0,0,0,1)

)

1 0 w"5=(0,1,0,0)

<

|

| 1 w"6=(0,1,0,1)
0 WA7=(0,1,1,0

—_ U4 g ?i (01.1.0)
é WA8=(0,1,1,1)

Ww"9=(1,0,0,0)

@
N
o
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WA{10}=(1,,0,0,1)
. 0 WA{11}=(1,0,1,0)

1 i
! i WA(12}=(1,01,1)
L as 0 WA{13}=(1,1,00)

o,

‘ us
; \ N wA{14}=(1,10,1)
\w\% 0 WA(15)=(1,1,1,0)

1 \u5\> 1 wA(16}=(1,1,1,1)

F1G. 4 — Arbre binomial

L’espace des épreuves associé a ce modele binomial sur 4 périodes correspond a
I’ensemble produit

Q={0,1}11:234 = (1 . i=1,...,16}



Exercice 4 Décrire l’arbre des épreuves associ€é a une évolution markovienne
entre les espaces suivants

Eo={1,2} — By ={1,2,3} — E, = {1,2} — E3 = {1} — E, = {1,2}

On note 19 la loi initiale de la chaine, et l'on désigne par My(xg—1,xr) la
probabilité de transition d’un état xi_1 € Ey_1, vers un état xp € Ey. Décrire
les probabilités pour que le processus (Xy)o<k<a suive les trajectoires suivantes

1,X0:1—>X1:2—>X2:1—>X3:1—>X4:2,
2,X0:1—>X1:3—>X2:2—>X3:1—>X4:1,
3X0:2—>X1:2—>X2=2—>X3=1—>X4=1
Solution :

L’arbre des épreuves peut étre décrit par un raisonnement similaire a ceux uti-
lisés dans les exercices précédents. On a aussi clairement

P(Xo=1,X;=2,X,=1,X5=1,X,=2) = M(1,2)My(2,1)Ms(1,1)My(1,2)

P(Xo=1X,=3,X,=2X3=1X,=1) = M(1,3)Mx(3,2)Ms(2,1)My(

P(Xo=1X,=2X,=2 X5=1,X,=1) = M(1,2)My(2,2)Ms(2,1)My(1,1
]

Exercice 5 Décrire l’arbre des épreuves associ€é a une évolution markovienne
sur une période, entre les espaces suivants

Ey={zo} — E1={z11,212}

1. Vérifier que cette évolution élémentaire peut étre synthétisée par le tableau

suivant
Q X9 X3

wl i) T1,1

wQ i) T1,2

2. Expliciter un espace des événements, et les événements cylindriques

Ag(zo) = Xg'({zo})
Ai(zo,11) = (X0, X1) "' ({(z0,211)})
Ai(zo,212) = (X0, X1) "({(z0,212)})

8. Décrire dans cette situation les décompositions de l’espace )

Dé( = {X&l({aj}) :x € Ey}
DY = {(Xo,X1) '({(z,9)}) : (z,y) € (Eo x E1)}

4. Déterminer les algébres _7-',5( engendrées par les partitions Df, avec k =
0,1.



5. Vérifier les formules suivantes
2
X() = X0 et X1 = Z T1,i 1{wi}
i=1

6. Déterminer la quantité moyenne E(X1|Fg%). Pour quelle probabilité P* sur
Q a-t-on
E(X1|755) = Xo

Solution :
1. L’arbre des épreuves associé a 1’évolution markovienne sur une période
Xo=wx9 € By = {20} — X1 € By ={z1,1,212}
est donné par la figure suivante.

Omega={ omega1,\omega2}

x(1,) omega*l

x0

x(1,2) omega\2

FiGc. 5 -

Cette évolution markovienne correspond au tableau suivant

Q Xo Xy

wl Zo x1,1

wQ i) T1,2

2. Les éveénements cylindriques sur l'espace Q = {w!,w?} sont donnés par
Ao(wo) = Xg'({wo}) = {whw?} =0

Ai(zo,211) = (X0, X)) ({(wo, 71,1)}) = {w'}
Ai(mo,12) = (X0, X1) ' ({(w0,21,2)}) = {w?}



3. Les décompositions de I’espace €2 sont décrites par
Dy = {Xg'({z}) : v € Bo} ={Q}
D = {(Xo, X)) '({(z.y)}) ¢ (2,y) € (Bo x E1)} = {{w'}, {w?}}

4. Les algebres }",;X engendrées par les partitions D?, avec k = 0,1, sont
données par

F(JX = {Q,@} et ]:iX = {@,97 {wl}’ {w2}}
5. Immédiat. Il suffit en effet de noter que 'on a
Yw € Q = {w!,w?} Xo(w) =9

et
: _ .1
r1,1 S W=w

2
Hlw) = Zl L l{w’i}(W) - { T12 SI w= w?

6. La quantité moyenne E(X;|F;%) est donnée par la formule
E(X1|75) E(X1)
= 2110 PXi =211 | Xo=20) + 212 P(X1 =212 | Xo = 20)
= E(X1) =211 P({w'}) + 212 P({?})
Pour trouver la probabilité P* il suffit de résoudre ’équation
E*(X1|f(‘)x) =Xy, = T1,1 P({wl}) + 212 ]P’({wQ}) = 2o
— r11 ]P’({wl}) + 212 (1 — P({wl})) = 2o

Il est clair que cette équation admet une solution si, et seulement si, nous
avons

T1,1 <xTog<Tr2 oOou =12 <To<T11
Dans ces deux situations, P* est donnée par
— 0

To — T1,2 T1,1
P(lw'})) = == et P({w*}) = 2>

Exercice 6 Décrire l’arbre des épreuves associ€é a une évolution markovienne
sur deuz périodes, entre les espaces

Ey={z0} — E1 ={x11,212} — Eo = {221,222, 223,224}
et synthétisée par le tableau suivant

0 X, X1 X,

wh mo w1 wen
w? mo w1 Tap
W mo @ w3
w3 To T1,2 T24



1. Expliciter un espace des événements, et les événements cylindriques

Ao(zo) = Xg'({wo})
) (X0, X1) " ({ (o, 21,1)})
A (z0,21,2) (X0, X1) " ({(z0,712)})
As(zo, 1,1, 221) = (Xo, X1, Y (zo, 211,721
) (
) (

Xo)” )}

Xo, X1, X2) " ({(z0, 21,1, 22,2)})
) )}

)}

Aq(zo, 21,1

(
Ao (o, 21,1, 22,2
(

(
Ag(wo,m19,723) = (Xo, X1, X2) ' ({(20, 21,2, 72,3
Ag(wo, 21,2, w24) = (X0, X1, X2) ' ({(z0, 21,2, 224
2. Décrire dans cette situation les décompositions de l’espace )
Dy = {Xy'({z}) : =€ Eo}
DY = {(Xo, X)) '({(z,9)}) : (z,9) € (Eo x En)}
Dy = {(Xo,X1,X2) '({(z,9,2)}) : (2,4,2) € (Eo X B x En)}

3. Déterminer les algébres ]—'k engendrées par les partitions D , avec k =
0,1.
4. Veérifier les formules suivantes

Xo = T
X1 = 211 1{w1)w2} + 12 l{ws)‘%} et Xo = Z T4 Ly
5. Déterminer les quantités moyennes
E(X1|75) et E(X2|F)
6. Eziste-t-il une probabilité P* sur Q telle que
EX(Xo|F{¥) = X1 et EX(X1|F) = Xo

Solution :
L’arbre des épreuves correspondant a ce modele est décrit dans la figure suivante.

x(2,1) omega’*l

x0
x(2,3) omega’*3

x(2,4) omega’*4

/
\ P —
/
\

F1G. 6 — Arbre binomial



1. Sur I'espace des évenements Q = {w’, i = 1,2,3,4}, nous avons

Ao(wo) = Xg'({zo}) =0
Ay(zo,211) = (Xo, X1) ™ ({(wo, 21,1)}) = {w', w?}
Ai(zo,712) = (Xo, X1)" ' ({(20, 212)}) = {w*, w?}
Ay(mo, 21,1, 221) = (Xo, X1, X2) ' ({(wo, 21,1, 221)}) = {w'}
As(wo, 11, m22) = (Xo, X1, Xo) " ({(w0, 21,1, 222)}) = {w?}
Ay(mo, 21,2, 23) = (Xo, X1, X2) ' ({(zo, 21,2, 223)}) = {w’}
Ay (mo, 21,2, 24) = (Xo, X1, X2) ' ({(zo, 21,2, 224)}) = {w'}

2. Les décompositions DX de (2 sont données par
Dy = {2
D{( = {{w17w2}v {wg,w4}}
Dy = {{w'h {wh{o'} {w)

3. Les algébres F{¥ engendrées par les partitions D;X, sont décrites ci-apres

o= (0.9}
FEo= (0,0,{0" W) {WPel)) et FX =P(Q)

4. Immédiat. 11 suffit en effet de noter que pour tout w € €2, nous avons

Xo(w) = =0

Xl(w) = T1,1 1{0_,1,0_,2}(0}) —i—xl)g 1{0_,3,0_,4}(0}) et XQ = Z T2,4 1wi (w)

5. Par construction, nous avons

E(X.|F) = E(Xu))
211P(X1 =211 | Xo = 20) + 212P(X1 =212 | Xo = 20)
= 211 P({w!, w?}) + 21,2 P({w?, w})

E(Xo|FX) E(X2|X1 = 211) {01 w2y + E(X2| X1 = 21.2)1 (0 0y

= (221 P{w'} [ {w",0?}) + 222 P} | {0, 0®})) 1wt w2y
+ (2,3 P{w’} | {0®,w'}) + @20 P{w"} | {0®,0"})) Lius oty
6. Pour quelle probabilité P* sur 2 a-t-on

E*(Xo|F¥) = X1 et EX(X1|FS) = Xo
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D’apres la question précédente, la condition E(X»|F;¥) = X7 est équivalente
au fait que

11 = w21 PP({w'} | {whw?}) + 222 P*({w?} | {0, w?})

= xo1 P({w'} [ {0, ®}) + 200 (1P ({w'} | {w",&?})
T19 = w23 P*({w?} | {0 w}) + 224 P*({w?} | {03, w?})

= o3 P({0} | {®,0'}) + 204 (1P ({’} | {w®w})

Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans ’exercice 5 ces équations
admettent une solution si, et seulement si, les deux conditions suivantes
sont satisfaites

1) To1 <11 <T22 Ou T2 <131 <T21
et
2) To3 < T12<T24 OU T24q<T12<T23
Dans ces conditions, nous avons
*(r 1 1,2 L1,1 — 22,2 *(f 2 1,2
Pr{w'} [{w'w}) = —==1-P"({w} | {w,w})
To1 — T22

et
P({w®) | {o,wt)) = 2220 o 1P () | ()
23 — T24
Il nous reste & noter que la condition E*(X;|F;%) = X est équivalente au
fait que
zo =211 P*({w',w?’}) + 212 (1 - P*({w',w?}))

Comme précédemment, cette équation admet une solution si, et seulement
si, nous avons

3) T11 <xTo<T12 Ou w12 <To<T11

Dans ce cas, on obtient

To — 1,2

P*({w!,w?}) = =1-P({’,w"})

1,1 —T1,2

Lorsque les trois conditions 1), 2), 3) sont vérifiées, on obtient aisement
les valeurs de P*. On a par exemple

P({w'}) = P*({w'} | {w"w?}) x P*({w!,w?})

T1,1 — T2,2 % o — 1,2

To1 — X222 T11— X112
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Exercice 7 On considére I’évolution markovienne (Xx)r=0,1,2,3 sur trois périodes
décrites par l'arbre des épreuves suivant

x(3,1) omega*l

x(2,1) = : X(3,2) omega’2

X(1,1) / x(22) X(33)

omega’*3
(0). x(1,2) x(2,3) x(34) omega*4
x(2,4) X(3,5) omega's

) \

x25) — x(36) omega6
\ X(3,7) omega*7
x26) — X398 omega’*8

Fig. 7 -

1. Déterminer les événements A; j pour lesquels les décompositions suivantes
sont satisfaites :

3
Xo = w0, Xy = g 1 lay
i=1
6 8
Xy = E T la,, , et X3z= E x3,i la,,
i—1 i=1

Déterminer les décompositions (D?)k:oylgyg définies par

Dy = {X;'({z}) : z € Eo}

DY = {(Xo,X1)'({(z,9)}) : (x,y) € (Eo x E1)}

Dy = {(Xo,X1,X2) '({(z,5,2)}) : (x,y.2) € (Eo x By X Ep)}

DY = {(Xo, X1, X0, X3) '{(z,y,2,1)}) : (x,y,2,t) € (Eg X E; x By x E3)}

avec les espaces d’états
EQ = {(E()} —>E1 = {1‘171' 1= 1,273} —>E2 = {"Eg)i, 1= ].,...,6}

—>E3:{$3)1‘, Z=1,78}
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2. Determiner les probabilités suivantes en fonction des probabilités des évenements
élémentaires w"*.

P(X3 =x31]|X2 = 22,1)
P(X3 =232/ X2 =221)
P(X3 = 236/ X2 = z25)
P(X3 = 237/ X2 = z25)

P(Xo =291]|X1 =21,1)
P(Xy =222 X1 =21,1)
P(Xy = 294]|X1 = 21,3)
P( )

Xo =x25| X1 =213) , P(Xo = 226 X1 = 21,3)

et enfin
P(Xl = .151)1|X0 = 3}‘0) ]P)(Xl = $1)2|X0 = 3}‘0) ]P)(Xl = $1)3|X0 = 330)

3. On note .7-',ch les algebres engendrées par les décompositions ’Di(, avec la
séquence d’indices k = 0,1,2,3. Déterminer les espérances conditionnelles

E(X3|F5), E(Xao|FY) et E(X1|F)
4. Eziste-t-il une probabilité P* sur Q telle que
* X\ * X\ _ * X\
E (X3|f2 )—XQ E (Xglfl )—Xl et E (X1|-7:0 )—XO

Solution :

1. Par construction de ’espace des aléas, nous avons les décompositions sui-

vantes
X() = X
X1 = mia Yerwe ey T 212 Tway + 21,3 1{ws w6 w7 w8y
Xo = w1 Ly w2y + 22 1ygsy + 223 1)
tx24 sy +T25 1w wry +T26 1iusy
8
X3 = Z T34 1{wi}
=1

D’apres ce qui précede, nous avons
Dy = {2
D {H{wh, w? W) {w), {w® Wb W’ Wi}
Dy = {{wh ) {0’} {w"} {0} {0’ 0} {0}
Dy = {{w'} {w*} {0} {0} {0} {wf) (W' {w™)

avec les espaces d’états

EQZ{(E()}—MEl:{ILii:1,273}—>E2:{(E2)i, izl,...,G}

—>E3={$3)1‘, 1217,8}
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2. En utilisant les décompositions précédentes, on montre que

P(X3=231X2 =221) = P({w'} | {w'w?})
P(X3 =239/ Xo =w21) = P({w’}|{w'«?})
P(X3 =36/ X2 =125) = P({w®} | {w® w™})
P(X3=a37/Xo =295) = P({w'} [ {0 w})
et
P(Xy=221]|X1 =211) = PH{w!w?}]| {wl,w2,w3})
P(Xg = $272|X1 = $171) = ]P’({wB} | {w w w3})
P(Xo =ax04|X1 =213) = ]P’({w5} | {w Wl W, W)
P(Xo =295|X1=113) = ]P’({w w7} | {w W8 W7 wg})
P(Xy = 226 X1 = 1,3) P({w®} | {w® Wb W’ w®})
et enfin
]P)(Xl = $171|X0 = xo) = P({wl,wg,w?’})
P(Xl = $1)2|X0 = 3}‘0) = P({w4})
P(X; =x13/ X0 =20) = PH{w®w® w’ w?})

3. L’espérance conditionnelle de la v.a. X3 en F5° est donnée par

E(X5|75°)

= E(X3]X3)

= B(X3|Xa = 221) Loty + E(Xs|Xa = 22.2) 1ps
FE(X3|Xo = 223) 1q4y + E(X3| X2 = 224) 15y

+E(X3|X2 = 2132)5) 1{w6,w7} + E(X3|X2 = 332,6) 1{0.18}

avec
E(X3|X2 =221) = Z 23, P(X3 = 23,/ X2 =12,1)

i€{1,2}

= 231 x P({w'} [ {w!,w?}) + 232 x P{w?} | {w!,w?})

E(X3| X2 =222) = 32
IE(X3|X2 = $2,3) = T34
IE(X?>|X2 = x2,4) = I35
E(X3|Xy =25) = Y w3,P(Xs=13,Xs=125)

i€{6,7}

= 236 x P’} [ {0, w™}) + 257 x PHw™} | {w®w'})
E(X3| X =x26) = 338
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L’espérance conditionnelle de la v.a. Xo en F;{X est donnée par

E(Xo|FY) = E(X2|X1)
= E(Xo|X1 =211) ljor w208y + E(Xo| X1 = 212) 1wy
—|—E(X2|X1 = xl)g) 1{w57w67w77w8}

avec

E(X2|X1=211) = Z 22, P(Xo = 29,/ X1 =211)
ie{1,2}

= $271]P)({w17w2} | {w17w27w3}) +$2,2P({w3} | {w17w27w3})
E(X2| X1 =212) = 223

et
E(X2| X1 = x1,3)
=D ic(as,6) T2,iP(Xo = 224Xy = 213)
= 224P({w} | {% 0% W', w®}) + a2 sP({wf} | {w®,wf w,w®})
+22 6P({wt} | {w5, Wl w™,wt})
Afin lespérance conditionnelle de la v.a. X en Fg* est donnée par
E(X:|75) = E(Xi|7)

= Z 71 P(X1 = 21| X0 = 20)
i€{1,2,3}

= xl,l]P’({wl,wg, w3}) + ngP({w‘l}) + $1,3]P’({w5,w6, W', ws})
. Supposons qu’il existe une probabilité P* sur 2 telle que
BX(X3|F5) = Xo EY(Xo|FX) = X1 et BE*(X1|F) = Xo

Dans cette situation, et en utilisant les décompositions précédentes, cette
probabilité P* doit satisfaire les cinq conditions suivantes

—
—
—

w21 = wa1 x P({w'} | {0!,0®}) + 232 x P({w?} | {wh,w?})
2
225 2w x P({wO) | {08,07}) + 257 x B} | {o,07))
puis
3
x1,1 ® ;vg,l]P’({wl,wQ} | {wl,wQ,w?’}) +x272P({w3} | {wl,wQ,w?’})
4
r1s 2w aP{W’) | 0°,0%,07,0%)) + 2 sP{wf) | 0°,0%,07,w"))

+a2,6P({w®} | {0 w0 w",w®})
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et enfin
5
Zo © ml,lP({wl,wQ, w3 + Il)QP({WAl}) + xl,gP({w5,w6, W’ Wt}

Les trois premieres conditions expriment le fait que les états z3 1, 25, et
x1,1, sont respectivement des barycentres des couples de points {x3 1, %32},
{36,237}, et enfin {zs 1, z22}. On peux donc résoudre ces trois équations,
si et seulement si, les trois conditions suivantes sont vérifiées

1) Tr31 < X211 <T32 Ou T3z < T2y < T31
2) T36 < Tos < T3y Ou T3y < T2y < T3
3) To1 <x11 <T22 Ou T2 <11 < T2l

Dans ces conditions, on obtient

x2,1 — T3,2 *
Pr{w'I{w',0?}) = ———= =1-P({*}{!,0?})
3,1 — T3,2
T2,5 — I3,7 «
P*({o®}{w®w™}) = == =1-P*({u"}{w’w"})
x3,6 — T3,7
]P)({wljw2} | {wl,w2,w3}) _ T1,1 — T2,2
T2,1 — T22

_ l—P({WB} | {w17w2’w3})

Les deux dernitres équations (4) et (5) conditions expriment le fait que
les états x1,3, et o, sont respectivement des barycentres des triplets de
points {z24,%25, %26}, €t {z1,1,21.2,71,3}. On peux donc résoudre ces
deux équations, si et seulement si, les états x; 3, et xg, sont dans les inter-
valles convexes contenant ces points. A l'inverse des situations examinées
précédemment, il existe plusieurs solutions. Par exemple, lorsque 1’'on a

11 <xo <ZT12<x1,3

I’équation (5) admet pour solution (non unique)

P({w’, 0’ w",0®}) = 0
P({o' o’ wf)) = S =1 P({w?)
11— T1,2

Enfin, si 'on a

To4 < T13 < T2s5 < T2
Péquation (4) admet pour solution (non unique)
P({®} | {00’ 0" w®)) = 0
P({w'} | {0 0”0’} = 225 — 1 p({wf) | {wd,wf W, wt})

T2,4 — X255
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Pour calculer les quantités P({w?}) correspondantes, on procéde de fagon
usuelle. On a par exemple

P*({w'}) = P ({w'}{ww?}) x P({w!,?} | {o!,0?w’})
xP({w',w? w’})
T2,1 — T3,2 T1,1 — T2.2 ZTo — T1,2
X X

T31—x32 T21—T22 T11— 12

Exercice 8 Soit (Xj)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les es-
paces (Ex)o<k<n, de probabilités de transitions (My)o<k<n, et de loi initiale ng.
On rapelle qu’une mesure de probabilités py sur Ey est une suite de nombres
(ke (k) zrer, € [0,1] telle que Y-, cp pr(vk) = 1. On associe a une telle
mesure py sur Ey, la mesure (upMyi1) sur Expq définie par

Vapit € By (meMipn)(@ngn) = > k() Mig (i, 2x11)
TR EEL

1. Vérifier que l'on a
(e Miy1)Miyo = p(My41 Myy2)

avec la probabilité de transition (Myy1My12) de Ey vers Exio définie par
la formule

(Mypr Miro) (s ire) = Y Miga(@, nen) Mo (Thr, Taro)

Tr41E€EEL 41
= P(Xpyo =appo | X = 1)

2. Plus généralement, on note (My11 ... Myy) la probabilité de transition de
E}, vers Exy; définie par la formule

(Miy1 - Myy)(Tr, Trgr)
=t 1€Fninrzrir1€Bnrr 2 Mir1 (@i, Tg1) - Mipt(Tri-1, Togt)
=P(Xpt1 = Thpt | X = 1)

Vérifier que l'on a

Vo € By (k) = wP(Xk = 1)
= no(Ml...Mk)(ka)
= (noMi)(Ms... My)(wk)
= ((noM1)Mz)(Ms... My)(zk)

= (( . ((noMl)Mg) ce Mkfl)Mk)(ik)



17

3. On associe a une fonction frr1 € RFx+1 la fonction My (fry1) € RE
définie par

My (frv1)(zk) Z My(2k, ps1) frorr(@rsr)

Trp41€EEK41

= E(fi+1(Xpt1) | X = mp)

Montrer que pour toute fonction fri; € REx+1 nous avons

E(fit1(Xit1) | X = a) = (Mpg1 -+ - Mgt) (fott) (2n)

En déduire que

Mt (frt1)  =ag E(fort(Xit1))
= [e(Mrt1 - M) (frrt) = mel(Met1 -+ - Miga) (frvi)]
= [o(My... My)](frgr) = nol(My ... Myyr)(frs)]

Exercice 9 Soit (Xi)o<k<n un processus de Markov, & valeurs dans un espace
homogéne et fini E = {x1,...,zq}, de probabilités de transitions (My)o<k<n, €t
de loi initiale py. Dans ce contexte, les probabilités de transitions sont données
par les matrices

My(z1,21) ... Mp(x1,24q)
My, = : : :
Mk(xd,xl) Mk(xd,xd)

On identifie les mesures de probabilités p, et les fonctions f sur E aux vecteurs
lignes et colonnes suivants

f(x1)

f(;fd)
1. Vérifier les formules matricielles suivantes
Vo, x5 € B P(Xiti =25 | X =a3) = (Mpg1 ... M) (24, 25)
et
VfeRE Vo, € B EB(f(Xin) | Xp = x5) = [Mpy1 ... My f](2)

et enfin
VEeRE  E(f(Xp)) =noMi...Mf

Exercice 10 On considere une chaine de Markov homogéne sur un espace @
P11 P12

deuz points E = {1, 2}, et associée a la matrice de transition M = » »
2,1 P22
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Les entrées p; j € [0,1] sont telles que p11 +p1,2 =1 =1p21+p21. On convien-
dra que ¢ = p1,2+p2,1 > 0. Montrer (par réccurrence sur le paramétre temporel)
que les itérées M™ de la matrice M sont données par la formule

1 1—¢c)" _
M" = - <p271 P12 >+( ) ( P12 P12 ) (1)

P2,1 P12 c —P2,1 P21

Solution :
On vérifie la formule (1) par récurrence sur n. Pour n =1 on a

1 P21 P12 +(l_1) P12  —P12
¢ D21 P12 ¢ —p21 P21

_ 1—p12 P12 _( P11 P12 — M
P21 1—p2; P21 P22

Supposons la formule (1) vraie au rang n. Dans ce cas, nous avons
M+l =1 ( P21 Pr2 P11 P12
¢ D21 P12 P21 D22
+(17c)" P12 —P1,2 P11 P12
¢ —p21 P21 P21 P22

_ 1 ( P21 P12
¢\ P21 P12
(1—c)™ p1,2(p1,1 —p2,1) —pl,z(pz,z - pl,z)
+—
c —p21(P1,1 —p2,1)  P2,1(P22 —p12)
Il reste a remarquer que
(1-¢)=1=p12—p21) = (P11 —Pp2,1) = (P22 — P1,2)

La fin de la preuve par récurrence est désormais claire.

Exercice 11 Soit (X} )o<k<n un processus de Markov, & valeurs dans les es-
paces (E})o<k<n, de probabilités de transitions (M])o<k<n, et de loi initiale ny.
On note (Xi)o<k<n le processus historique de (X} )o<k<n défini par

X = (Xh,...,X})

1. Vérifier que (Xk)o<k<n est une chaine de Markov a valeurs dans les es-

paces produits
Ey = (E,...,E})
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2. Décrire les probabilités de transitions de (Xi)o<k<n-

Exercice 12 On considére une marche aléatoire (Xi)o<k<n définie sur un es-
pace de probabilités (,P), d’origine Xo = 0 et de probabilités de transitions
homogenes

M(z,y) = algpi(y) + 1—a) lpm1(y) avee a €]0,1]

1. Décrire Uarbre des épreuves associé au processus (Xi)o<k<n-
2. Montrer que la position moyenne de la particule au temps n est donnée
par la formule

VO<Ek<n E(Xk) =k x (2a—1)

3. Vérifier que les transitions de la chaine entre deux instants, | et (I+m) <
n, sont données par la formule

P(Xjom=ax+[k—(m—k)]| X =2)=Ck o* (1 —a)™*
pour tous les k € {0,...,m}, et
P(Xiym &{2k—m : k=0,....m}|X;=2)=0
4. En déduire que

P(Xipae =0 | X = 0) = 208 (a(1 — a))?

En utilisant la formule de Stirling (k! ~ 27k k¥ ¢=%), montrer que

(4a(1 — ))*

P(Xl+2k =0 | Xl = 0) ~ \/_k
™

(=1/Vrk sia=1/2)
Solution :

1. En utilisant la réalisation dynamique de la marche aléatoire on obtient

k
X=X 1+ = Xi ZZQ
=1

On vérifie ainsi aisément que la position moyenne de la marche est donnée
par la formule

k

E(Xi) =Y E(a) =kla—(1-a) =kx (20— 1)
=1

Lorsque « € (0,1/2), les v.a. € ont tendance & prendre plus fréquemment
la valeur —1. La marche est alors en moyenne attirée vers la gauche.
Lorsque a = 1/2, la marche reste en moyenne en son origine Xy = 0.
Autrement dit, la chaine X}, oscille entre la droite et la gauche. La quan-
tité v = (2a — 1) correspond & la vitesse moyenne de la particule.
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2. Pour chaque p > 0, les évenements
{we : Xj(w)=2, Xigmw)=z+[k—(m—Fk)|}

avec 0 < k < m correspondent a la situation ou la particule passe par x
a l'instant [, et effectue entre les instants [ et [ + m, k déplacements vers
la droite, et (m — k) déplacements vers la gauche. La figure ci-dessous
représente un exemple d’évolution sur m = 12 périodes, avec k = 5
montées, et (m — k) = 7 descentes.

-1-1 +1-1 +1 -1 41 +1 -1 +1 -1 -1

F1G. 8 — Points accessibles

Par conséquent, nous avons
P(Xjym=x+[k—(m—k)]|X;=z)=CF oF (1—a)"*
3. D’apres ce qui précede, lorsque x = 0 et m = 2k, on obtient

P(Xiio =0 | X1 = 0) = Ch ot (1) = 222 (a1 — )"

On notera que les événements
{Xl =z, Xiym = y}

sont vides pour les couples de points (y—x) € {2l—m : 1 =0,...,m}. En
particulier, pour x = 0=y et m =2k + 1, on a P(X;421+1 =0 | X; = 0).
En utlisant 'approximation de Stirling

k! ~ 21k k¥ ek
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on obtient ’estimation
(4a(l — oz))”C
vk

Lorsque @ # 1/2, on a 4a(1 — ) < 1 et la probabilité de revenir & 0 en
un temps (2k) décroit exponentiellement vite lorsque k augmente.

P(Xipor =0 ] X; =0) ~ (=1/Vrk sia=1/2)

Exercice 13 Soit (Xy)o<k<n, une promenade aléatoire sur R, associée d une
suite de v.a. (€x)o<k<n indépendantes

k
Xy = Zép = X1+ e
p=0
Décrire la partie prévisible, et la partie martingale de ce processus.

Solution :

On a
AXk = E(AXk | fk_1)+ [AXk —E(AXk | fk—l)]

partie prévisible partie imprévisible
= E(ek) + [€k — E(ek)]
La décomposition de Doob du processus est don donnée par la formule

k
Xi=Y AX, =AY + MY
p=0
avec le couple de processus (Ax , M{¥)o<k<n définis par

k k
Ay = Z]E(AXP | Fp—1) = ZE(%)
p=0

5

<

[
M=

[ep — E(ep)]

p=0

Exercice 14 Soit (Xy)o<k<n, une promenade aléatoire sur R, associée a une
suite de v.a. (€g)o<k<n indépendantes

k

Xk:HGp:Xk—l X €L
p=0

Décrire la partie prévisible, et la partie martingale de ce processus.
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Solution :
On commence par noter que

AXk = Xk — Xk,1 = Xk,1 X [Ek — 1]
On obtient ainsi la décomposition locale

AX, = E(AXk | kal)‘f' [AXk —E(AXk | .7:1@,1)]

partie prévisible partie imprévisible

= Xp_1 X E(ek — 1) + Xp_1 X [Ek - E(ek)]

La décomposition de Doob du processus est don donnée par la formule

k
Xi =Y AX, =AY + MY
p=0

avec le couple de processus (Ay , M{¥)o<k<n définis par

k k p—1
AX S EAX, | Fpr) =) lH el] x E(e, — 1)

p=0 p=0 LI=0
k p—1
MI%X = Z [H 6l‘| X [ep _E(ep)]
p=0 Li=0



