TD - ESSI2 (option MMDFA)

1 Probabilités élémentaires

Exercice 1 Vérifier les formules

Au(BnNnC) = (AuB)N(AUC) (AUB)¢ = A°N B¢
AN(BUC) = (ANnB)U(ANCOC) (AN B)¢ = A°UB°
Solution :

Les quatres formules recherchées se démontrent par des arguments de logique

élémentaire. Pour la premiere, nous avons

weAU(BNO) (weAdouwe (BNQ))

(weAou (we Betwe())
((weAouweB) et (we Aouw € (C))
(

AUB)N(AUC)

Par un raisonnement analogue, on obtient

weAN(BUC) & (weAdetwe (BUCQO))

& (wedet (weBouwel())

& (weAetweB)ou (wedetwel))
(

ANB)U(ANCQC)
Enfin on note que

we(AUB) & w¢(AUB)
(weg€Aetwd B) & we (A°N B

(3

et

we(ANB) & w¢(ANB)
(wgAouw¢ B) & we (A°UB°)

¥



Exercice 2 Montrer (par réccurrence) que pour toute collection d’événements
Ay, ..., A, CQ, nous avons

P(A; U...UA,) <P(Ay) +... +P(Ay)

Solution :
L’inégalité recherchée est triviale lorsque n = 1. Supposons qu’elle soit satisfaite
au rang n. Comme l'on a

P([AyU...UA, U A1)
=P[A1U...UA,]) +P(Ap+1) —P([A1U...UA, N A1)

<P([A1U...UA,]) +P(An41)
d’apres notre hypothese, on en conclut que

P([A1 U...U AU Ang1) < [P(A1) + ... + P(AL)] + P(Apy1)

Exercice 3 Soit A, B un couple d’événements. Montrer que
AAB=[ANB°|U[BNA]=(A—-B)U(B—-A)
représente [’évenement ot exactement A ou B se produit. Vérifier que l'on a
laap=1la+1p —21anp
En déduire par le calcul, puis schématiquement, la formule
P(AAB) =P(A) + P(B) — 2P(AN B)

Solution :
En toute logique, nous avons

weAAB & (we[ANB‘ouwe [BNAY)
< (weAetw¢g B) ou (we B etw ¢ A))
< (w est exclusivement dans A ou dans B)

Par ailleurs, les ensembles [A N B€] et [B N A¢| étant disjoints, on note que

lans = lianpeupnae) = lanpe + lanae
= 1a(1-15)+1(1—14) =14+ 15 —21ans

On en conlut que

P(AAB) = laap(w) P(w) = P(A) + P(B) — 2P(AN B)
weN



2 Modeles d’urnes

Exercice 4 Quelle est la probabilité pour qu’au moins deux étudiants dans un
classe de n personnes aient la méme date d’anniversaire ? On supposera que
la date d’anniversaire est l'un des 365 jours, et chaque jour est équiprobable.
Estimer cette probabilité lorsque n = 31.

Solution :

On interprete ce probleme comme une sélection de n boules avec remise dans
une urne a N = 365 boules. Le choix d’une boule s’interpréte comme le choix
d’une date d’anniversaire. Dans cette interprétation, I’espace des evenements
élémentaires est donnée par

Q={{w : w=(w1,...,wn) avec w; €{l,...,N}}
[’évenement ou il n’y a aucune coincidence de date est donnée par
A={w : w=(w1,...,w,) avec w; #w; Vi#j}
On a clairement
[Q=N" et |[Al=(N)p(=NN-1)...(N—(n—-1)))

de sorte que

- (2 1-2)-. -5

En utilisant la formule (1 —z) < e~?, valable pour tous les z € [0, 1], on obtient
la majoration

=

1~ n(n —1)
P(A) <exp |- Y j| =exp——5—
P 2N

La probabilité P,, pour qu’au moins deux étudiants dans un classe de n personnes
aient la méme date d’anniversaire, est donnée alors par

Pour n = 31, on peut remarquer que

1
n(n—l)>(n—1)2:302:900>73O:2><365:>P31>1—E:O,63



Exercice 5 Un jeu de lotterie est formé de n billets gagnants sur un total de
N. On supposera, ce qui est souvent le cas, que le nombre total de billets est plus
que le double du nombre de billets gagnants. Quelle est la probabilité de gagner
au moins une fois, si l'on achéte n billets ?

Solution :

On commence par remarquer que 'ordre d’achat des n billets est sans effets.
Ce jeu de hasard peut donc étre décrit par 'ensemble

Q={w : w=(wi,...,wn) avec w; €{1,...,N} et w;#w; Vi#j}

Dans la formule précédente, w = (w1, . . ., ws) désigne les événements élémentaires
d’une expérience aléatoire ou I'ordre n’est pas important. On a alors || = C}.
En supposant que les billets gagnants sont numérotés de 1a n, le contraire A€
de I’évenement recherché est donné par

A={w rw={(w1,...,wn) avec w; €{n+l,....N} et w; #w; Vi#j}
On a donc |A°| = C}_,,, et de ce fait

Ch_p  (N—n)! n!(N —n)!

PAYD = o —amw e T W
_ W-n(N—-(m+1)...(N-(2n-1))
NN —1)...(N—(n—1))
(N-—n)(N-1)—n)...(N-n+1)—n)

NN-1)...(N—(n—1))

_ (“%)(FN”_J---(“ﬁ)

P < (1- (+) <exp-l

1)
Pour N < n?, on remarque que P(A) >1— 1 ~0,63 |

On note que

Exercice 6 Un jeu de loto est formé de N = 49 boules numérotées de 1 a 49.
Six d’entre elles sont gagnantes, disons les 6 premieres numérotées de 1 ¢ 6. On
sélectionne sans remise n = 6 boules dans cette urne. Quelle est la probabilité
d’avoir choisi précisément ces 6 boules ?

Solution :
Ce jeu de loto peut étre décrit par I’ensemble des aléas désordonnés suivant

Q={w : w=(wi,...,wn) avec w; €{l,...,N} et w;F#w; Yi#j}



avec n = 6, et N = 49. On note que |Q| = C%, et 'évenement ou 'on choisi
les 6 premieres boules correspond au singleton {(1,...,n)}. La probabilité P
recherchée est alors simplement donnée par

1
P=—~7210"8
Cfy

3 Variables aléatoires

Exercice 7 Soit X : Q — E une v.a., et f : E — F une fonction de E dans
un ensemble fini F. St X(Q) = {x1,...,2q} C E, Uensemble des réalisations
possibles de v.a. X, montrer que la v.a. f(X) peut s’écrire sous la forme suivante

d
f(X)= Z f(@i) Ix-1(fa:p)
i=1
Solution :
Il suffit de noter que 'on a
d d
X = Z i Ix-1({z;)) = fX) = Zf(ffi) Lx—1({aip)
i=1 i=1

Exercice 8 Soit (A4;)<i<qa une partition de l’ensemble Q. Montrer que pour
toute collection de nombres réels a = (a;)<i<a, les fonctions

d
Xa:Z a; 1Ai
i=1

sont des v.a. réelles. Vérifier que toutes les v.a. réelles sont de cette forme.

Solution :
La suite a = (a;)<i<q 6étant formée de nombres réels, la premiere question
est immédiate. D’autre part, si X désigne une v.a. réelle sur {2, nous avons

clairement
X= > @lxae
z€X ()

Ainsi, si on indice les éléments de ’ensemble image X (Q) = {a; : 1 <i <d},
avec d = | X (Q)|, alors on obtient la formule recherchée

d
X:Z ai 1a, avec A;=X'{a;})={weQ : X(w)=a;}
i=1



Par construction (A4;)<i<q est bien une partition de I’ensemble

UierX~'({ai}) = X7 (Uier{ai}) = X71(X () = @

Exercice 9 Vérifier que pour tout couple d’ensembles A, B, on a les décompo-
sitions d’indicatrices suivantes

lanp = 1lalp

lave = la+1p—1lalp=1aVip
lacp = 1la(1—-1p)=14—141p
lanp = (la—1p)° =14 — 15|

Solution :
On a les équivalences

lanplw)=1 & (weA etwe B)
& (la(w)=1 et lpw)=1) & 1a(w)lpw) =1

On a aussi, pour tout couple d’ensembles A, B disjoints

lavp(w)=1 & (weAouwe€ B)
& (la(w)=1loulpw)=1)e la(w)+1pw) =1

En particulier, on notera que 14 + 14 = 1. On a ainsi
lacp=1lanpe =1lalpe =14 (1—1p) =14 —14lp
En utilisant la décomposition

AUB=(A-B)U(B-A)U(ANB)

on obtient
lave = 1la(l—1p)+1p(1—14)+14alp
= 1la+1p—14lp=14V1p
lanp = 1a(1-1p)+1p (1 —14)

= l1a+1p—214lp=(14—1p)* = |14 — 15



Exercice 10 Soit X une v.a. a valeurs dans un espace fini E, et définie sur un
espace probabilisé (2, P). L’ensemble des événements

o(X)=X"YPE)={X"YA) : ACE}

est appelé l’algébre sur E engendrée par la v.a. X. On dit que X est mesurable
par rapport, ou adaptée d une algébre d’événements F C P(Q), et on note
X € F, lorsque l'on a

VACE X YA cCF
1. Vérifier que l'on a X € o(X)
2. Pour tout un couple de v.a. (X,Y) d valeurs dans un espace produit fini

(ExXF), et défini sur un méme espace probabilisé (Q,P), on a ’"équivalence

suivante
XeoV)<—3h:F—-FE X=hnY)

Solution :
1. Immédiat.
2. La condition suffisante est immédiate. En effet, il suffit de noter que

VBCE X YB)=hY) ' B) =Y"'h'(B)) co®Y)

Pour vérifier que toute v.a. X € o(Y) est nécessairement de la forme
X =h(Y), avec h: F — E, on observe que

X '{ah)eo(Y)=3A, CcF X '({z}) =Y 1(4,)
I1 reste alors a noter que 1x-1(fz}) = ly-1(4,). En effet, en utilisant la

décomposition
X=3 @ lx-i(ay
zeFR

on obtient bien X = h(Y’), avec la fonction h(y) = > cp = 1a,.

Exercice 11 Soit D = (D;)ie; une partition d’un ensemble fini Q, muni de
Palgébre discréte P(2). On note a(D) la plus petite algébre contenant les événements

(Di)ier-
1. Vérifier que pour toute algebre b(D) contenant D, on a
b(D) C a(D) = a(D) = b(D)
2. On consideére les v.a. indicatrices

Viel Xi:]-Di

Montrer que
o(Xi, ite€I)=a(D)

L’algeébre a(D) est souvent notée abusivement o(D).



3. Montrer que pour toute fonction f:{0,1}1 — R nous avons

f(Xi)ier) € o(D)
Vérifier que toutes les v.a. Z € (D) sont nécessairement de cette forme.
Solution :
1. L’algebre a(D) étant la plus petite algebre contenant D, il suffit de noter

que
D C b(D) C a(D) = a(D) = b(D)

2. On peut commencer par noter que
viel X;7'({1}))=D; et X;'({0}) =Q-D; =Ujer_nD; € o(D)
Plus généralement, nous avons
{w: Xjw)=1let Xj(w)=0 VjelI—-{i}} =D, €o(D)
et pour toute suite (u;);c; contenant au moins deux composantes égales
al
{w: Xjw)=u; Vj} =10

On en conclut que
o(X;, 1e€l)Co(D)

L’inclusion inverse est a nouveau une conséquence du fait que
Viel Di:{w : Xi(w)zleth(w):O VjEI—{i}}EU(Xi, ZEI)

3. Cette question découle d’exercice 10



Exercice 12 Soit F une algébre de parties sur un ensemble fini Q2.

1. Montrer qu’il existe une partition D de Q telle que
F =0o(D)

2. En déduire qu’il existe une collection finie de v.a. (X;)ier d valeurs réelles

sur €, telles que
F=0(X;, 1€

Solution :

1. On construit la partition D, en choisissant le plus grand sous-ensemble
D = (D;)ics formé d’éveénements deux a deux disjoints de F. Si D n’était
pas une partition de 2, ’ensemble

(Uier D;)¢ = Nier Dy € F

serait un évenement non vide, et disjoint a tous les D;. Par conséquent
cet ensemble aurait été omis dans la construction de D. Par construction,
on a

DCcF=oD) CF

D’autre part, ’algebre F est formée des réunions (finies) d’ensembles de
D. On a donc
FcCoD) = o(D)=F

2. Cette question est une conséquence immédiate de 1’exercice 11



4 Indépendance
Exercice 13 On considére un espace d’événements a quatres états
Q - {W1,W2,W3,W4}

muni de la probabilité uniforme P(w;) = 1/4. On considére les événements sui-
vants

A ={wi,wa} Az ={wa,w3} Az ={wi,ws}

Vérifier que ces trois événements sont deuxr d deuz indépendants, mais l'on a
néanmoins

P(Al n AQ N Ag) 7é ]P)(Al) X ]P)(AQ) X ]P)(Ag)

Solution :
Par construction, nous avons

et néanmoins
]P(Al NAsN A3) = ]P((Z)) =0



Exercice 14 Soit Q = {1,...,6}2, l’espace des épreuves correspondant au lan-
cer de deux dés. On consideére les événements suivants.

A = {(7’7])69 : j€{17275}} A2:{(lvj)€Q : ]6{47576}}
Az = {(Z7J)GQ : Z+.]:9}:{(376)v(673)’(475)’(574)}

1. Vérifier que

AinNAy = {(i,j) e : j=5} AinA;={(45)}
Ay As = {(4,5),(3,6),(5,4)} A1nAsnAs = {(4,5)}

2. Montrer que
P(A1 N AN A3) =P(A;) x P(A2) x P(A3)
mais, pour tout i # j
P(A; N Aj) #P(A;) x P(A;)

Solution :

1. On obtient facilement que

A1 NAy

|
—~
JN

m

2

(i,7 :je{1,2,5} et j € {4,5,6}}
= {(4,4j)eQ : j=5} AinA;={4,5)}
AsNAs = {(,5) e : j€{4,56}}Nn{(3,6),(6,3),(4,5),(5,4)}
= {(4,5),(3,6),(5,4)}

A1 NAsN Az AlmA3:{(4’5)}

2. On a

1 18 18 4
P(Al ﬂAQ ﬂAg) = % = % X % X % = ]P)(Al) X ]P)(AQ) X ]P)(Ag)

De méme, on montre que

6 1 18 18 1
3 1 18 4 1
P20 As) =55 = 757 35 X 35— 13~ A2 X B(Ay)



Exercice 15 On considére un modéle d’urne contenant mq boules de couleur

c1, mo boules de co,..., et m, boules de couleur c,.. On sélectionne au hasard n
boules avec remise, et l'on note X1, ..., X, leurs couleurs.
1. Vérifier que le n-uplet (X1, ..., X,,) peut étre réalisé sur l’espace des suites
n
w=(w1,...,wn) €Q={c1,...,¢cr}

muni de la probabilité uniforme. Vérifier que l'on a pour tout n-uplet d’in-
dices (i1,...,1n) € {1,...7}"

n

T
mg
P(Xl““’X")(cil,...,cin):H 2 avec ng m;
m
i=1

p=1

2. Vérifier que l'on a pour tout 1 < p < n, et pour tout i € {1,...,r}
PX? (¢;) = mg/m
En conclure que les v.a. X; sont indépendantes.
Solution :
1. Par définition de 2, nous avons
Hwe : (Xq,.... X)) = (Ciys---rci,)H =miy X ... xmy,
et

9] = Hew,-oen} = (Zmi)” =m"
i=1

On en conclut que

n
P(X1,~~~,Xn) ‘ ) _my, XooooXmy, _ my,
(CiyyevesCiy) = ——" =
m m
p=1

2. Pour tout 1 < p < mn, et pour tout i € {1,...,r}

fw e : X,w)=ci)
1€
M XXM XMy XM X X m my

m" m

PX7 (c;)

On en conclut que
P(X17”"X")(Ci1a cey i) = H PXr (ci)
p=1

Autrement dit, les v.a. X; sont indépendantes.



Exercice 16 On considére une suite d’événements indépendants Aq,..., Ay,
se déroulant au cours du temps, avec la méme probabilité de réalisation
p=P(4)

. \ - n s .
On associe a cette suite, la v.a. X = Y ., 14, représentant le nombre de fois
ot les événements se réalisent.

1. Montrer que pour tout I C {1,...,n}, tel que |I| =k, on a
P([NierAi] 0 [Nigr A7) = p*(1 = p)" "
2. En déduire que X est distribuée sur E ={0,...,n}, selon la loi
P (k) = Cy p*(1—p)" "

Solution :

1. Pourtout I C {1,...,n}, avec|I| = k, et d’apres les propriétés d’indépendance
entre les éveénements, nous avons

P([Mier Ai] N [Nigr A7)

[Hm» e

icl igl
= pa-pn*

2. Ily a exactement C* possibilités de choisir un sous ensemble I C {1,...,n},
tel que |I| = k. On en déduit que la v.a. de comptage X = > | 14, est
distribuée sur E = {0, ...,n}, selon la loi binomiale

PY(k) = Cp p*(1 —p)" "
]
Exercice 17 Soient X1,..., X, une suite de n copies indépendantes d’une v.a.

de Bernoulli X sur {0,1}
P(X=1)=1-P(X =0)=pe0,1]
1. Vérifier que pour tout n-uplet (x1,...,2,) € {0,1}™, on a
P Xy, .. an) = pi=1 il — p)"_z:?:1 i

2. Quelle est la loi de la v.a. de comptage S, = i, X;.



Solution :

1. D’apres les propriétés d’indépendance entre les v.a. X;, pour tout n-uplet
(x1,...,2y,) € {0,1}", nous avons

I

s
Il
-

]P)(Xl“”’X")(JZl, o xn) (ph(m) (1 _ p)ll(wi))

(p™ (L=p)' ™) = pXima Wi (1 = p)" i ™

I

Il
-

(2

2. Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans ’exercice précédent, la
v.a. de comptage S, = Y, X; est distribuée selon la loi binomiale

VO<k<n  PS(k)=Ck pk(1—p)n*



5 Probléeme [Formule de Poincaré|

Soit Aq,..., A, C £ une suite d’événements.

1. Vérifier les formules suivantes

lAlﬁAQ - 1A1 m 1A2
1A1UA2 = 1- (]- - 1A1)(1 - ]-Az) = 1A1 + ]-Az - ]-AlﬁAz

2. Montrer que

1 = ﬁl—lA

p=1
3. En utilisant la formule

H(Haz_Hz S anea,

i= p=11<i;1<...<ip<n
qui est valable pour tout n > 0, et pour tout (a;)i<i<n € R™, vérifier

l'identité

P(UP_, A;) Z > (=17 P(A;, NN Ay) (1)

p=11<i1<...<ip<n
4. Montrer que pour tout A C Q, w € Q, et u € R, on a
(14 u)@) =140 1,w)

avec la convention 0° = 1, lorsque u = —1, et w &€ A. En déduire I'identité

n

(14 u)Xi=la = H (I14+ula,)
i=1

Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans la question précédente,
vérifier 'identité

> (1w @pw —1+Z > uP P(A;, N...NA;)

weN p=11<i1<...<ip<n
5. Retrouver la formule de Poincaré (1), en posant u = —1.
Solution :

1. On a clairement 14,14, = 14, N14,. De méme, lorsque deux évenements
A, B sont disjoints, nous avons

ANB=0= 1aup=1a+1p



En particulier, on a 14 + 14 = 1, pour tout évenement A C Q. Par
conséquent, on obtient

Lajua, =1 =104, =1 = 1pacnag = 1 — Laglag
Comme l'on a aussi 1§ =1 — 14, on en conclut que
1A1UA2 =1- (]- - 1A1)(1 - 1A2) = 1A1 + 1A2 - 1A10A2

. En utilisant les remarques précédentes, on obtient

lup 4, = 1=1wn a)e=1—1nn_ ac
n n
= 1-J[1as=1-J[ (1 -14,)
p=1 p=1

. En utilisant la formule

H(l—i—al —1+Z Z @iy - - Q) (2)

1= p=11<i1<...<ip<n

nous avons

1—

n
p=

(1—1,4 Z Z (=1)? 1Ai1"'1Aip

1 p=11<i1<...<ip<n

Comme —(—1)? = (=1)P*! = (=1)P~1, on en conclut que

P(U4:) = ) lup,a,W) Pw)

weN

f: > ()PP P4, N.. N A

p=11<i1<...<ip<n

. Lorsque w € A, on a
(1+u)@ =1 +u=14uls(w)
Dans le cas contraire, on w € A, et dans cette situation on a encore
(14+u) 4@ =1=1+u1y(w)

Il est alors clair que



En utilisant a nouveau la formule (2), on trouve que

(I+uZ=tn = [T +uls)

1

n

K2

14> > wPla, .. da,

p=11<i1 <...<ip<n

En sommant sur tous ’espace €2, on obtient I'identité recherchée

Z (1 + u)ZLl 1a; (W)P(w) =14 i Z uP P(A“ n...N Aip)

weN p=11<i1<...<ip<n
5. Si on pose u = —1, alors on a
n
021‘:1 1a;(w) — 10[2 1A¢ (w)] = lﬂleAf (w) = 1[U?:1Ai]c(w)
i=1

I1 en découle la formule

Zl[u;l:lAi]C(W) = P([UL,4i]°) =1-P(UL As)

1+2n: > (-1)P P(A;, N...NA;)

p=11<i1 <...<ip<n

On retrouve ainsi la formule de Poincaré

P( ?:1Ai):2n: > (=1)P" P P(A;, NN Ay)

p=11<i1<...<ip<n



