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1. Montrer que
0
W — Zi:l €, — NP
pn T T

np(1 —p)
2. Lorsque A — 0, vérifier les équivalences suivantes
T T

np' ~ +02+0/VA) et np*~ +o/VA
p%\/z(p /VA) p 20\/2('0 /)

et ST

T

np'(1—p') = /np*(1 — p*) =~
v v (2VA)
et enfin

et (o (8) (5 )

En déduire les estimations
np’ — kg 1 ( ( 02> )
_—— ~ —— T + — ) +log (so/K
' (=) o T pPT5 g (s0/K)
np* — ko 1

T = o (T(p—%2>+10g(50/K))
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4.5 Analyse mathématique

4.5.1 Actualisation

On considére un marché financier défini, sur un espace probabilisé et filtré (Q, (Fi)o<k<n, P),
par I’évolution d’un couple d’actifs

ASL = Sl (1+AU}
AS? = S2, (1+AU?)

Le premier titre a un réle bien particulier. Il représente un placement sans risque, avec un
rendement prévisible; c’est a dire que
1

Vi<k<n (1+AU}) =% € Fis
Sk—l
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On conviendra que 'on a
Sp=1, et (1+Ukw))>1

pour chaque aléa w € €, et pour tout 1 < k < n.
Le rendement de Dactif risqué n’est pas prévisible, sinon adapté a la filtration d’information

AS?
Vi<k<n (1+AU}) =% eF
Si-1
On conviendra que la valeur initiale de cet actif est connues
Sy =50>0, et (1+Ut(w))>0

pour chaque aléa w € €, et pour tout 1 < k < n.
Le coefficient d’actualisation des actifs est donnée par le processus aléatoire

1 . 1 1 : 1
B = grgmy (101D o &) =8} = E(HAUN

Les prix ré-actualisé sont alors définis par

VO<k<n Sy=pSt=1 et S;=p S2<S?

4.5.2 Gestion de portefeuilles
Le portefeuille d’un investisseur est défini par la donnée d’un processus aléatoire prévisible
Vi<k<n &= (9,,0%) € Fr
A chaque instant 1 < k < n, le couple (4, ®?) représente la gestion du couple d’actifs (S}, S7).
Ainsi,
Vo(®) = @1 S + ®F S§ = @1 + D so

représente le colit d’acquisition du portefeuille. La valeur de ce dernier, a la k*™° période est
donnée par

Vi(®) = @) S}+4 7 S}
= <I>,1€+1 S+ @iﬂ S?  (Autofinancement)
La condition d’autofinancement entraine que
AVieg1 (@) = Vipr(®) — Vi(®)
= O[Sk — Skl + @74 [S7 — ST
= Bpy ASh + iy ASP
De plus, cette condition entraine que les parts d’actifs non risqués @4 41 sont déterminées

par la formule

1
CI’11c+1 = 31 X (Vk(q’) - q)i—k—l S,%)
k

= =2
= Vi(®) -7, S,
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ot Vi(®) = B Vi(®P) représente la valeur réactualisée du portefeuille Vi, (®) & la k™™ période.
Enfin, toujours d’apres la condition d’autofinancement, 1’évolution de la valeur du
portefeuille réactualisé ne dépend que de I’évolution du titre risqué. Plus précisément, on a

AVip1(®) = Brs1 Vis1(P) — B Vi(P)
—1 —2 —1 —2
= [®hi1 Sk + Pigr Skaa] = [®hyr Sk + 9240 Sy
—1 —2
= Ppy ASpy + Py Ay

=2
= (I)i+1 ASk—H

4.5.3 Arbitrage et viabilité des marchés

Définition 4.5.1 Une stratégie d’arbitrage est une gestion de portefeuille (autofinancée)
(Pr)1<k<n telle que

Vo(@)=0, V,(®)>0, et PV,(®)>0)>0 (4.5)
On dit qu’un marché est viable, s’il n’existe aucune stratégie d’arbitrage.

On notera que la condition P(V,,(®) > 0) > 0 implique qu’il existe au moins un aléa w €
pour lequel V;,(®)(w) > 0 (sinon on aurait {V,(®) > 0)} = 0 et P(V,(®) > 0) = P()) = 0).
Inversement, l'existence d’un tel aléa w (avec P(w) > 0) entraine que P(V,(®) > 0) > 0. Cette
définition d’arbitrage est bien donc équivalente a celle introduite dans la section 4.1.2.

L’arbitrage permet donc, sans aucun investissement initial (Vo(®) = 0), de ne jamais perdre
de 'argent & I’échéance (V,,(®) > 0), tout en ayant une possibilité de réaliser un gain (P(V,,(®) >
0) > 0). Ces possibilités d’arbitrage, et ces évenements inattendus (w t.q. V,(®)(w) > 0), tels
les délits d’initiés, sont en principe interdits, et controlés par les autorités de régulation, telle
la Cours des comptes. La morale moderne semble ainsi reposer sur le principe qu’il est interdit
de s’enrichir sans prendre de risques...

On vérifie sans trop de peine que ces définitions de 'arbitrage peut étre reformulée
de facon équivalente en remplacant (Vi (®))o<k<n par les valeurs du portefeuille réactualisé
(Vi(®))o<k<n

(45) == Vo(@) =0, Va(@) >0, et P(V,(®)>0)>0

Proposition 4.5.1 Les trois conditions suivantes sont équivalentes

1. N <k<n d¢p € Fi_1 tels que
dAS. >0 et P AS. >0)>0
2. Il existe une stratégie d’arbitrage (Pr)1<i<n telle que
VO<k<n  Vi(®) >0

3. Il existe une stratégie d’arbitrage (Pr)1<k<n-
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Preuve:
(1) = (2) : On pose simplement ®7 = ¢ 1,(1), o1 le couple (k, @) est tel que

¢ AS. >0 et P(p AS; >0)>0

Dans ce cas, on a

l
VO<I<n VZZO+Z (I’?nAgfn:llegf)AgiZO

m=1

et a ’échéance - . - L,
V=0 AS, =PV, >0)=P¢ AS, >0)>0

Il reste cependant a vérifier que la stratégie que nous venons de définir
Vi<i<n @7 =¢ 1y

est bien autofinancée. Pour cela on rappelle que les parts de titres non risqués ®] sont
nécessairement données par la formule

1

o = g7 X (Vie1(®) — @7 S7))
-1

— —2 —2 =2
= Visi(®) =@ S =1g_1y>k ¢ AS, — ¢ 1iy Sp_y
Par construction, nous avons donc

0 si l<k
ol={ ¢S, si I=k
6 NS, si 1>k

Il est donc clair que
Vi g {kk+1} AD =0, ADL=-¢T, , et ADL, =¢3;
D’autre part, par définition de ®? = ¢ 14(1), nous avons aussi
Vig{kk+1} A®}=0, Adr=¢ et AD, , =—¢

On en conclut que
Vi<i<n A®L+AP2T =0

Il en découle que
O} S+ ST =P, S+ P S,

Ceci acheve la preuve de la condition d’autofinancement.
(2) = (3) : trivial.
(3) = (1) : Soit (®x)1<k<n une stratégie d’arbitrage. On introduit les fonctions

a(k) =P(Vi(®) 2 0) et b(k) =P(Vi(®) > 0)(< a(k))
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On note k*, le premier instant ou ’'on a
a(k*)=1 et a(k*)>0
Cet instant existe, et on a k* > 0, car nous avons a ’échéance
a(n) =P(V,(®)>0)=1 et bn)=PV,(®)>0)>0

et a l'origine . .
a(0) =P(Vo(®)>0)=1 et b(0)=P(Vo(®)>0)=0
Au temps précédent (k* — 1) > 0, deux cas se présentent
1. Soit a(k* — 1) < 1, et dans ce cas P(Vy._1(®) < 0) > 0.
2. Soit b(k* — 1) = 0, ou de facon équivalente Vg 1(®) < 0.

1. Examinons tout d’abord le premier cas,
a(k* —=1) <1 (= P(Vi_1(®) <0)>0)
Dans cette situation, il suffit de poser
¢ = P Iy L @)<o € Frr—1
En effet, pour ce choix nous avons
—2 2 =2
(b Ask* = 1Vk*_1(<1>)<0 @k* Ask*
= 1Vk*_1(<1>)<0 AV (D)
= lvk*_1(¢)<o Vi (®) = Vie—1(®)] > 0
La positivité provient du fait que
¥ y@y<o X (ZVir-1(®)) 20
et

a(k*) =1 = V. (®)>0

On a donc montré que la condition (1) est satisfaite lorsque k = k*.

2. Dans la seconde situation
b(k* —=1)=0 (Vi—1(®) <0)
on pose plus simplement ¢ = @z*, et on vérifie que
6 AS., = @2, AS..
- AVk* ((p) - [Vk* ((p) - Vk*—l((p)]
Vi (®)

\%
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On obtient donc l'inclusion entre ’événements
— —2
{Vi(®) > 0} C {¢ AS}. >0}

On en déduit que
P(¢ ASs. > 0) > P(Vi (®) > 0) > 0

Dans les deux situations que nous venons d’examiner, on remarque que sur l’évéenement
{Vi+—1(®) < 0}, on recoit une somme de (—Vy+_1(®)) Euros que l'on réinvestit dans I’achat
de titres risquées. n

4.5.4 Neutralité des marchés

Définition 4.5.2 Une probabilité a risque neutre est une mesure de probabilité P* sur l’espace
filtré (Q, (Fr)o<k<n) représentant le marché financier; équivalente a la probabilité P, et sous

laquelle le cours des actifs risqués réactualisés (S} )o<k<n forme une martingale. Cette mesure,
lorsqu’elle existe, est parfois appelée mesure martingale.

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la proposition 3.1.6 (page 90), et de
la proposition 3.1.1 (page 82).

Proposition 4.5.2 Sous réserve de lexistence d’une probabilité a risque neutre P* sur [’espace
filtré (2, (Fi)o<k<n), nous avons les équivalences suivantes

(gi)ogkgn P* — martingale <= (Ei — S)o<k<n  P* — martingale

= Vo (Vi(® Jo<k<n P* — martingale
Exercice 4.5.1 Sous réserve de l'existence d’une probabilité & risque neutre P* sur [’espace
filtré (Q, (Fr)o<k<n), montrer qu’il ne peut ezister de possibilité d’arbitrage.

Théoréme 4.5.1 Un marché financier est viable si, et seulement si, il existe une probabilité a
risque neutre.

Preuve:
D’apres l'exercice 4.5.1, il suffit de montrer qu’il existe une possibilité de neutraliser un marché
viable. Pour vérifier cette propriété, on définit sur I’espace vectoriel £ des v.a. réelles X : Q) — R,
le produit scalaire

(X,Y) =) X@Y(9)

weN

On note V le sous espace vectoriel de £, formé par les v.a. V,,(®), o & = (®x)1<k<n parcours
I'ensemble des portefeuilles autofinancés (avec Vo(®) = 0). Pour vérifier que V est bien un
sous-espace vectoriel (en abrégé s.e.v.), on considére un couple de stratégies d’aménagement
(P, D'), telles que

Vo(®) =0=Vy(d)
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et conduisant & deux valeurs données V,,(®), et V,,(®’). Pour tout couple de réels (a,a’),
a®+a & =(aPp+d P,)1<k<n
est & nouveau une stratégie d’aménagement de portefeuilles autofinancée. De plus, on a
Vi(a®+ad @) =a Vi(®)+ad V()
et par conséquent,
Vola®+ad ®)=0 et aV,(®)+d V,(®)eV

Ceci démontre que V est un s.e.v. de £. On notera que V est un s.e.v. de £ de dimension fini,
et donc V est un s.e.v. fermé de &.

Le marché étant supposé viable, le s.e.v. V ne contient aucune v.a. V,,(®) positive, sinon la
seule v.a. nulle V,,(®) = 0.

L’espace V est donc disjoint du sous-ensemble convexe et compact K, défini par

K={X:w—10,1] : ZX(w):l}
wenN

On pose alors
C=K+V={X+V,(?) : X € KLetV,(?) €V}

On vérifie aisément que C est un ensemble convexe, fermé, et ne contenant pas la v.a. nulle. En
effet, on a
0eV e VNK=0)=0gC=K+V

On note C le point de C a plus courte distance de cette v.a. nulle, autrement dit C' correspond
au point de C de norme minimale.
Par construction, nous avons

VY €C, Vee (0,1] C+e(Y—-C)ecC

et
ICII? < (O +e(Y = O)I*(= O] +2¢(C, (Y = O)) + €*[|(Y = O)?

Par conséquent, nous avons
VY €C, VYee (0,1 2(C,(Y —=C)+€|(Y —O)*>>0
En faisant tendre € | 0, on obtient
WwWecOK) (CY)>|C|*>0 (4.6)
Cette propriété entraine que
VYA X, Vo (®) € RXx K xV) (C, X 4+ MV, (®)) = (C, X) + X (C,V,,(®)) > ||C|I?
Cette minoration ne peut clairement étre satisfaite pour tous les A, sauf si I'on a

VWn(@) €V (O, Vn(®)) =0
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On pose alors

P*(w) = Cw)/lCll
et la propriété (4.6) entraine que

VWWek o (PNY)=> V(WP (w)>0
weN

Ceci entraine que
Yw € Q P*(w) >0

D’autre part, pour tout portefeuille autofinancé avec
(@5, ®3) = (0,0) = Vp(@) = Df S + @3 Sz =0

on a

(P V(@) = Y V(@) ()P (w) = E*(Y_ @} ASy) = 0= E*(®5 S)
weN k=1
En invoquant la proposition 3.1.1, page 82, on en déduit que les actifs risqués réactualisés
(gi)ogkgn forment une P*-martingale. ]

4.5.5 Réplication d’options et complétude

Dans cette section, nous supposerons implicitement que le modele de marché financier
(Q, (Fr)o<k<n, P) est viable.

Définition 4.5.3 Une option d’échéance n, ou encore de date d’exercice n, est une v.a. positive
f € Fn. Lav.a. f =B, f est appelée loption actualisée de f. On dit que Uoption f est simulable,
ou réplicable, s’il existe une stratégie autofinancée ® = (Py)o<r<n telle que f =V, (P), ou de
facon équivalente telle que f =V ,(®).

Un marché financier est dit complet lorsque toutes les options sont réplicables.

On notera que sous une mesure de probabilités a risque neutre P*, les valeurs des portefeuilles
réactualisés forment des martingales par rapport a la filtration (Fr)o<k<n. Ainsi, les options
réplicables f = V,,(®) sont telles que

VO<k<n  E*f|F) =E(Vn(®) | Fr) = Vi(®)

En particulier, leur P*-moyenne actualisées coincident avec le prix d’acquisition du portefeuille
qui la réplique
E*(f) =E*(f | Fo) = E*(Vo(®) | Fo) = Vo(P)

Théoreme 4.5.2 Un marché financier (viable) est complet si, et seulement si, il existe une
unique mesure de probabilité a risque neutre.
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Preuve:

Supposons que le marché est complet, et qu’il existe néanmoins deux probabilités a risque
neutre, notées Py, et P5. Si ces mesures sont distinctes, on peut choisir un événement A C €,
tel que P§(A) # P%(A). D’apres la complétude du marché, Uoption réactualisée f = 14 = V,,(®)
est réplicable par une gestion de portefeuille ®. Le processus (Vi (®))o<r<n étant a la fois une
Pj-martingale, et une P3-martingale, nous avons simultanément

Pi(A) =Ei(f) = Vo(®) et P3(A) =E5(f) =Vo(®)

Notre raisonnement nous conduit donc a la contradiction P7(A) = P3(A).

Supposons désormais qu’il existe une seule probabilité mesure de probabilité a risque neutre
P* dans un marché incomplet. Dans cette situation, le sous espace formé des valeurs a I’échéance
de portefeuilles réactualisés

V ={V,(®) : ® autofinancé}
est un sous espace strict de ’espace
E={X : X v.a.réelles}
muni du produit scalaire
(X, Y)e&EXxE(X,Y) =4 EX(XY)

Il existe donc une v.a. X non nulle, orthogonale a V (dogc aussi orthogonale aux constantes).
Autrement dit, nous avons pour toute option réplicable V,,(®) par une gestion de portefeuille
P

E* (X x1)=0 et E*(X xV,(®)=0

On choisit un réel positif a suffisamment grand de sorte que X +a > 0. On associe a ce dernier
la probabilité P définie par

a+ X(w)

VweQ  Pi(w) = x P*(w)

On vérifie aisément les deux faits suivants :
a+ X(w)
E*(X)=0= ) Piw)=) ———P(w)=1
(X) PILCED I ks

et
(Fwe @ Xw) #0) = (Fwe : Pilw)#P(w))

D’autre part, pour toute stratégie de gestion prévisible ®, nous avons

Vo(®) +E} (Z @2A§i> E;(V (D))
k=1

- B (Vn@) < ”TX(“’)> — E(V(®))
Vo(®)
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On en conclut que pour toute stratégie de gestion prévisible ®
n
E5(Y 92A5,) =0
k=1

. .. =2 .
D’aprés la proposition 3.1.1, on en conclut que (S} )o<k<n est une Pr-martingale, et par
conséquent P est aussi une mesure de probabilités a risque neutre. Ceci est en contradiction
avec notre hypothese de départ. [

4.5.6 Couverture d’options

Soit f € F,, une fonction de paiement réactualisée sur un marché financier (Q, (Fr)o<k<n, P).
On rappelle qu'un portefeuille de couverture est une gestion de portefeuille ® (autofinancée et
prévisible), telle que

V(@) > f
Du point de vue du vendeur, ou de l'acquéreur de l'option, les prix cohérents de ce droit
conditionnel sont donnés respectivement par les formules variationnelles suivantes.

C*(f) = inf{Vo(®) : 30 V,(®)>f}
Cu(f) = mf{Vo(®) : 3® V,(®) < f}

Dans un marché viable, et pour toute probabilité a risque neutre P*, on a toujours

Cu(f) SE*(f) < C*(f)

Pour vérifier ce couple d’inégalités, on rappelle que sous une probabilité a risque neutre, nous
avons

Vo(®) = E*(Va(®) <E*(f)

pour tout portefeuille @ tel que V,,(®) < f. Par définition de Cy(f), et en prenant le suprémum
sur les valeurs Vo (®)

Cs (f ) <E*(f)
De méme, pour tout portefeuille ® tel que V,,(®) > f, nous avons
Vo(®) = E*(Va(®) >E*(f)

Par définition de C*(f), et en prenant I'infimum sur les valeurs V(®), on obtient la minoration
désirée _
C*(f) = E*(f)
Théoréme 4.5.3 Dans un marché viable et complet (Q, (Fi)o<k<n,P), nous avons
VieF.  Cuf)=E*(f)=C*(f)

De plus, il existe une gestion de portefeuille ®y telle que

Vo(@f) =C*(f) et YO<k<n  Vi(®;)=E(f| Fp)
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Preuve:

Lorsque le marché est complet, il existe une gestion de portefeuille ® y répliquant 'option f € Fy,.
Cette stratégie est dans Iintersection des deux ensembles sur lesquels les prix du vendeur, et
de 'acheteur, sont calculés

;€ {0V, (®)<TFIn{® : V,(®)>7}

On a donc dans ce cas

Cu(f) =E*(f) = C*()
La derniere assertion provient simplement du fait que pour cette stratégie réplicante @y, nous
avons V,(®) = f. Plus précisément, sous la probabilité & risque neutre P*, le portefeuille
réactualisé (V(®f))o<k<n est une martingale. Ainsi, V,(®) = f correspond au point
terminal d’'une martingale. D’apres les propriétés classiques des martingales décrites dans la
proposition 3.1.3, on en conclut que

VO<k<n Vi@ =EV.(®| F) =E(f | F)



