4.3 Modèle à deux états sur deux périodes

4.3.1 L’arbre binomial

Le modèle de marché financier binomial sur deux périodes est décrit par le tableau

Ω S_0 = (S^1_0 , S^2_0 ) S_1 = (S^1_1 , S^2_1 ) S_2 = (S^1_2 , S^2_2 ) ω^1 (1; s_0) ((1 + r); s_{1,1}) ((1 + r)^2; s_{2,1}) ω^2 (1; s_0) ((1 + r); s_{1,1}) ((1 + r)^2; s_{2,2}) ω^3 (1; s_0) ((1 + r); s_{1,2}) ((1 + r)^2; s_{2,3}) ω^4 (1; s_0) ((1 + r); s_{1,2}) ((1 + r)^2; s_{2,4})

peut être schématisé alternativement par l’arbre des épreuves suivant

Fig. 4.3 – Arbre binomial

La version réactualisée de ce modèle est donnée par le tableau

Ω S_0 = (S^1_0, S^2_0) S_1 = (S^1, S^2_1) S_2 = (S^1_2, S^2) ω^1 (1; s_0) (1; s_{1,1}) (1; s_{2,1}) ω^2 (1; s_0) (1; s_{1,1}) (1; s_{2,2}) ω^3 (1; s_0) (1; s_{1,2}) (1; s_{2,3}) ω^4 (1; s_0) (1; s_{1,2}) (1; s_{2,4})

avec les valeurs réactualisées

s_0 = s_0 (1 + r)^0

= s_0 , s_{1,i} = s_{1,i} (1 + r)^1

, et s_{2,i} = s_{2,i} (1 + r)^2

Sans perte de généralité, nous conviendrons par la suite que

s_{1,1} < s_{1,2} , s_{2,1} < s_{2,2} , et s_{2,3} < s_{2,4}

On notera enfin que ce modèle à deux période est une répétition du modèle à une période. Plus précisément, sachant S_1 = ((1 + r); s_{1,1}), l’arbre des épreuves correspond exactement au modèle binomial sur une période examiné dans la section précédente.

La filtration de sous algèbres F_0 = σ(S_0) ⊂ F_1 = σ(S_0, S_1) ⊂ F_2 = σ(S_0, S_1, S_2) caractérisant l’information présente dans le marché aux temps k = 0, 1, 2 est clairement donnée par F_0 = {∅, Ω} ⊂ F_1 = {∅, Ω, {ω_1, ω_2}, {ω_3, ω_4}} ⊂ F_2 = P(Ω)

Afin d’éviter toute possibilité d’arbitrage, ce modèle de marché sur deux périodes doit nécessairement satisfaire les trois conditions suivantes

1. Pas d’arbitrage sur une période : −→ s_{1,1} < s_0(1+r) < s_{1,2} 2. Pas d’arbitrage sachant que S_1 = ((1+r); s_{1,1}) : −→ s_{2,1} < s_{1,1}(1+r) < s_{2,2} 3. Pas d’arbitrage sachant que S_1 = ((1+r); s_{1,2}) : −→ s_{2,3} < s_{1,2}(1+r) < s_{2,4}

4.3.2 Gestion de portefeuilles

Les valeurs des portefeuilles associées à des stratégies de ré-aménagement Φ_1 = (Φ^1, Φ^2_1) ∈ F_0 et Φ_2 = (Φ^1_2, Φ^2) ∈ F_1 sont données par les formules suivantes

V_0(Φ) = Φ^1 S^1_0 + Φ^2_1 S^2_0 = Φ^1 + Φ^2_1 S^2_0 V_1(Φ) = Φ^1 S^1_1 + Φ^2_1 S^2_1 = Φ^1 (1 + r) + Φ^2_1 S^2_1 ( = Φ^1_2 (1 + r) + Φ^2 S^2_1 ) V_2(Φ) = Φ^1_2 S^1_2 + Φ^2 S^2_2 = Φ^1_2 (1 + r)^2 + Φ^2_1 S^2_2 L’égalité entre parenthèse dans la seconde formule, est une conséquence de la propriété d’autofinancement des aménagements de portefeuilles. Leurs valeurs réactualisées définies par V_k(Φ) =_{déf.}

V_k (Φ) (1 + r)^k s’expriment en terme des actifs réactualisés ∀i = 1, 2 S^i_k =_{déf.}

S^i_k (1 + r)^k selon les formules V_0(Φ) = V_0(Φ) = Φ^1 + Φ^2_1 S^2_0 V_1(Φ) = Φ^1 + Φ^2_1 S^2_1 ( = Φ^1_2 + Φ^2 S^2_1 )

V_2(Φ) = Φ^1_2 + Φ^2_1 S^2

On notera que l’on a V_1(Φ) = Φ^1 + Φ^2_1 S^2_1 = V_0(Φ) + Φ^2_1 [S^2_1 − S^2_0] V_2(Φ) = Φ^1_2 + Φ^2 S^2 = V_1(Φ) + Φ^2 [S^2 − S^2_1]

Les valeurs réactualisées des portefeuilles sont donc données par les formules suivantes :

∀k = 1, 2 ΔV_k(Φ) = Φ^2_k ΔS^2_k et Φ^1_k = V_{k−1}(Φ) − Φ^2_k S^2_{k−1} (4.1)

4.3.3 Neutralisation des risques

Supposons dans un premier temps l’existence d’une mesure de probabilité sur l’espace Ω = {ω^i, i = 1, 2, 3, 4}, muni de la filtration (F_k)_{k=0,1,2}, neutralisant les opportunités d’arbitrage. Plus précisément, et plus formellement, supposons qu’il existe une mesure de probabilité sur l’espace filtré (Ω, (F_k )_{k=0,1,2}), sous laquelle les actifs risqués soient des martingales. Dans cette situation, les valeurs des portefeuilles réactualisés (V_k(Φ))_{k=0,1,2} forment une P^⋆-martingale. Cette dernière est décrite par les équations

∀0 ≤ k ≤ 2 V_k(Φ) = V_0(Φ) + k∑ l=1 Φ^2_l ΔS^2_l

Par définition, les actifs risqués S^2_k ne peuvent prendre que deux valeurs {a_k, b_k}, prévisibles par l’investisseur. Plus précisément, nous avons

P^⋆(S^2_1 ∈ {a_1, b_1} | F_0) = 1 avec (a_1, b_1) = (s_{1,1}, s_{1,2}) P^⋆(S^2 ∈ {a_2, b_2} | F_1) = 1 avec { (a_2, b_2)(ω^1) = (a_2, b_2)(ω^2) = (s_{2,1}, s_{2,2}) (a_2, b_2)(ω^3) = (a_2, b_2)(ω^4) = (s_{2,3}, s_{2,4}) On peut aussi noter que l’on a

{ω ∈ Ω : S^2_1(ω) = a_1} = {ω ∈ Ω : S^2_1(ω) = s_{1,1}} = {ω^1, ω^2} {ω ∈ Ω : S^2_1(ω) = b_1} = {ω ∈ Ω : S^2_1(ω) = s_{1,2}} = {ω^3, ω^4}

Les premières transitions des prix réactualisés sont alors données par les formules suivantes P^⋆(S^2_1 = s_{1,1} | S^2_0 = s_0) = P^⋆({ω^1, ω^2}) P^⋆(S^2_1 = s_{1,2} | S^2_0 = s_0) = P^⋆({ω^3, ω^4}) De même, sur chacun des évènements {ω^1, ω^2}, et {ω^3, ω^4} ∈ F_1 les probabilités de transitions entre ces phénomènes biphasés S^2_1 ⇝ S^2 peuvent s’écrire, P^⋆(S^2 = s_{2,1} | S^2_1 = s_{1,1}) = P^⋆(ω^1 | {ω^1, ω^2}) P^⋆(S^2 = s_{2,2} | S^2_1 = s_{1,1}) = P^⋆(ω^2 | {ω^1, ω^2}) si le premier évènement {ω^1, ω^2} = {S^2_1 = s_{1,1}} se réalise, et dans le cas où le second évènement {ω^3, ω^4} = {S^2_1 = s_{1,2}} se produit P^⋆(S^2 = s_{2,3} | S^2_1 = s_{1,2}) = P^⋆(ω^3 | {ω^3, ω^4}) P^⋆(S^2 = s_{2,4} | S^2_1 = s_{1,2}) = P^⋆(ω^4 | {ω^3, ω^4}) Plus schématiquement, ces statistiques sont décrites par l’arbre des transitions suivant

Fig. 4.4 – Statistique d’arbre neutralisé

La propriété de P^⋆-martingale de l’actif risqué réactualisé S^2_k peut être lue sur l’arbre, en terme des formules de moyennisation suivantes

E^⋆(S^2_1 | S^2_0) = S^2_0 ⇐⇒ s_{1,1} P^⋆({ω^1, ω^2}) + s_{1,2} P^⋆({ω^3, ω^4}) = s_0 et E^⋆(S^2 | S^2_1) = S^2_1 ⇔ { s_{2,1} P^⋆(ω^1|{ω^1, ω^2}) + s_{2,2} P^⋆(ω^2|{ω^1, ω^2}) = s_{1,1} s_{2,3} P^⋆(ω^3|{ω^3, ω^4}) + s_{2,4} P^⋆(ω^4|{ω^3, ω^4}) = s_{1,2}

On déduit aisément de ces trois formules la nature de cette probabilité à risque neutre

P^⋆({ω^1, ω^2}) = 1 − P^⋆({ω^3, ω^4}) = s_0 − s_{1,2} s_{1,1} − s_{1,2}

P^⋆(ω^1|{ω^1, ω^2}) = 1 − P^⋆(ω^2|{ω^1, ω^2}) = s_{1,1} − s_{2,2} s_{2,1} − s_{2,2}

P^⋆(ω^3|{ω^3, ω^4}) = 1 − P^⋆(ω^4|{ω^3, ω^4}) = s_{1,2} − s_{2,4} s_{2,3} − s_{2,4}

On en conclut que

P^⋆(ω^1) = P^⋆(ω^1|{ω^1, ω^2}) × P^⋆({ω^1, ω^2}) = s_{1,1} − s_{2,2} s_{2,1} − s_{2,2} × s_0 − s_{1,2} s_{1,1} − s_{1,2}

P^⋆(ω^2) = P^⋆(ω^2|{ω^1, ω^2}) × P^⋆({ω^1, ω^2}) = ( 1 − s_{1,1} − s_{2,2} s_{2,1} − s_{2,2} ) × s_0 − s_{1,2} s_{1,1} − s_{1,2}

P^⋆(ω^3) = P^⋆(ω^3|{ω^3, ω^4}) × P^⋆({ω^3, ω^4}) = s_{1,2} − s_{2,4} s_{2,3} − s_{2,4} × ( 1 − s_0 − s_{1,2} s_{1,1} − s_{1,2} )

P^⋆(ω^4) = P^⋆(ω^4|{ω^3, ω^4}) × P^⋆({ω^3, ω^4}) = ( 1 − s_{1,2} − s_{2,4} s_{2,3} − s_{2,4} ) ( 1 − s_0 − s_{1,2} s_{1,1} − s_{1,2} )

4.3.4 Couverture d’options

On considère un droit conditionnel de fonction de paiement réactualisée

f = f/(1 + r)^2 = g(S^2)

associé à une fonction g. La couverture de cette option revient à trouver une stratégie (Φ^2_k )_{k=1,2} prévisible, et une condition initiale V_0(Φ), pour lesquelles le portefeuille réactualisé

V_k(Φ) = V_0(Φ) + k∑ l=1 Φ^2_l ΔS^2_l

atteint à l’échéance k = 2 cette valeur

V_2(Φ) = V_0(Φ) + 2∑ k=1 Φ^2_k ΔS^2_k = g(S^2)

Sous la probabilité à risque neutre, nous savons que les valeurs des portefeuilles réactualisés (V_k(Φ))_{k=0,1,2} forment une P^⋆-martingale. Dans ces conditions, le théorème 3.2.1 permet de construire la stratégie de couverture.

On commence par introduire les fonctions (g_k)_{k=0,1,2} définies par les équations de récurrence inverse

g_2(S^2) = g(S^2) g_1(S^2_1) = E^⋆(g_2(S^2) | S^2_1) ( = E^⋆(g(S^2) | S^2_1) )

g_0(S^2_0) = E^⋆(g_1(S^2_1) | S^2_0) ( = E^⋆(g(S^2) | S^2_0)) = E^⋆(g(S^2)) )

Un simple calcul montre que ∀1 ≤ i ≤ 4 g_2(s_{2,i}) = g(s_{2,i}) puis g_1(s_{1,1}) = g(s_{2,1}) P^⋆(ω^1 | {ω^1, ω^2}) + g(s_{2,2}) P^⋆(ω^2 | {ω^1, ω^2}) g_1(s_{1,2}) = g(s_{2,3}) P^⋆(ω^3 | {ω^3, ω^4}) + g(s_{2,4}) P^⋆(ω^4 | {ω^3, ω^4}) et enfin

g_0(s_0) = g_1(s_{1,1}) P^⋆({ω^1, ω^2}) + g_1(s_{1,2}) P^⋆({ω^3, ω^4}) ( = 4∑ i=1 g(s_{2,i})P^⋆(ω^i) )

En invoquant le théorème 3.2.1, le portefeuille de couverture est donné par

Φ^2_1 = g_1(s_{1,1}) − g_1(s_{1,2}) s_{1,1} − s_{1,2} et Φ^2 = g_2(b_2) − g_2(a_2) b_2 − a_2 = {_{g(s2,2 )−g(s2,1)}

s_{2,2} −s_{2,1} sur {ω

1, ω^2} (i.e. si S^2_1 = s_{1,1})

g(s_{2,4} )−g(s_{2,3}) s_{2,4} −s_{2,3} sur {ω

3, ω^4} (i.e. si S^2_1 = s_{1,2})

D’après les propriétés d’autofinancement (voir par exemple 4.1), les aménagements des actifs non risqués Φ^1_k sont donnés par les formules Φ^1 = V_0(Φ) − Φ^2_1 S^2_0 et Φ^1_2 = V_1(Φ) − Φ^2 S^2_1 Sous la probabilité à risque neutre, le coût d’acquisition du portefeuille correspond tout simplement à la moyenne de la fonction de paiement V_0(Φ) = g_0(s_0) = E^⋆(g(S^2))

La propriété de P^⋆-martingale entraîne que V_0(Φ) = E^⋆(V_2(Φ)) = E^⋆(g(S^2)) = g_0(s_0) D’autre part, pour toute autre stratégie (V_0(Φ^′), (Φ^{′ 2}_1 , Φ^{′ 2}_2 )) nous avons V_2(Φ^′) ≤ g(S^2) =⇒ V_0(Φ^′) = E^⋆(V_2(Φ^′)) ≤ E^⋆(g(S^2)) V_2(Φ^′) ≥ g(S^2) =⇒ V_0(Φ^′) = E^⋆(V_2(Φ^′)) ≥ E^⋆(g(S^2)) Par conséquent, on obtient les majorations suivantes

C_⋆(f) = sup {x ∈ [0, ∞) : ∃(Φ_k)_{k=0,1,2} t.q. V_0(Φ) = x et V_2(Φ) ≤ f} = sup { x ∈ [0, ∞) : ∃(Φ_k)_{k=0,1,2} xt.q. V_0(Φ) = x et V_2(Φ) ≤ g(S^2) }

≤ E^⋆(g(S^2)) et E^⋆(g(S^2)) ≤ C^⋆(f) = inf {x ∈ [0, ∞) : ∃(Φ_k)_{k=0,1,2} t.q. V_0(Φ) = x et V_2(Φ) ≥ f} = inf { x ∈ [0, ∞) : ∃(Φ_k)_{k=0,1,2} t.q. V_0(Φ) = x et V_2(Φ) ≥ g(S^2) }

Ceci entraîne que C_⋆(f) ≤ E^⋆(g(S^2)) ≤ C^⋆(f) La stratégie de couverture, sous la probabilité à risque neutre, que nous venons de construire (V_0(Φ), (Φ^2_1, Φ^2)) fait partie de ces deux jeux de sous/sur-couverture. On a donc C^⋆(f) ≤ V_0(Φ) = E^⋆(g(S^2)) ≤ C_⋆(f) On en conclut que

V_0(Φ) = E^⋆(g(S^2)) = C^⋆(f) = C_⋆(f) = g_0(s_0)

La neutralisation “virtuelle” du marché nous a permis de calculer le coût d’acquisition, ainsi que la stratégie de financement (V_0(Φ), (Φ^2_1, Φ^2)), permettant à l’émetteur d’une option f = g(S^2) d’honorer son contrat.

V_2(Φ) = V_0(Φ) + Φ^2_1 ΔS^2_1 + Φ^2 ΔS^2 = g(S^2)

4.3.5 Exercices

Exercice 4.3.1 On considère un marché financier viable à deux états sur deux périodes. Un émetteur d’une option f offre un prix C. Étudier les gains et pertes de ce vendeur dans les trois cas de figure suivants 1) C = C^⋆(f) , 2) C > C^⋆(f) , et 3) C < C^⋆(f) Exercice 4.3.2 On considère le modèle de marché réactualisé décrit par l’arbre des épreuves suivant :

Fig. 4.5 – Evolution des actifs réactualisés

On considère un droit conditionnel de fonction de paiement réactualisée ∀i ∈ {1, 2, 3, 4} f(ω^i) = f(ω^i)/(1 + r)^2 = g(S^2(ω^i)) = f_i 1. Neutraliser ce modèle de marché financier. Autrement dit, déterminer l’unique probabilité P^⋆ sur Ω = {ω^i, i = 1, 2, 3, 4} telle que ∀k = 2, 1 E^⋆(S^2_k | S^2_{k−1}) = S^2_k 2. Déterminer un portefeuille de couverture permettant de couvrir l’option f. 3. Vérifier que ce portefeuille de couverture permettra à l’émetteur de l’option d’honorer son contrat dans chaque jeu d’aléas.

Exercice 4.3.3 Dans le modèle de marché décrit dans l’exercice 4.3.2, un agent financier émet une option d’achat de fonction de paiement réactualisée f = ( S^2 − 9 ) + Déterminer le prix de cette option, et son portefeuille de couverture.

4.4. MODÈLE DE COX-ROSS-RUBINSTEIN 147

Exercice 4.3.4 Dans le modèle de marché décrit dans l’exercice 4.3.2, un agent financier émet une option de vente de fonction de paiement réactualisée f = ( 7 − S^2 ) + Déterminer le prix de cette option, et son portefeuille de couverture.

4.4 Modèle de Cox-Ross-Rubinstein

4.4.1 Introduction

Le modèle de Cox-Ross-Rubinstein (en abrégé CRR) est une simplification de modèle binomial étudié dans la section 4.3. Il représente un marché financier élémentaire, et pour le moins simpliste, dans lequel le rendement instantané des actifs risqués sont à tout instant à valeurs dans le même espace à deux points 1 S^2_k

ΔS^2_k =_{déf.} ΔU^2_k ∈ {b, h}

Autrement dit, nous avons S^2_k = S^2_{k−1} (1 + ΔU^2_k ) Les valeurs b, et h, représentent une baisse, ou une hausse du rendement. On conviendra que ces fluctuations sont telles que 0 < 1 + b < 1 + h Comme dans le modèle binomial, le rendement de l’actif sans risque est supposé constant, avec S^1_0 = 1 et 1 S^1_k

ΔS^1_k =_{déf.} ΔU^1_k = r

Autrement dit, nous avons

∀0 ≤ k ≤ n S^1_k = S^1_{k−1} (1 + ΔU^1_k ) = (1 + r)^k

Ce modèle CRR est bien un cas particulier du modèle binomial, où l’actif risqué S^2_k ne peut prendre que deux valeurs possibles, sachant l’information accumulée F_{k−1} jusqu’à cet instant

S^2_k ∈ {S^2_{k−1} × (1 + b), S^2_{k−1} × (1 + h)}

Les valeurs réactualisées des actifs risqués sont données par les formules de récurrence usuelles

ΔS^2_k = S^2_k − S^2_{k−1} = S^2_k (1 + r)^k − S^2_{k−1} (1 + r)^{k−1} = S^2_{k−1}(1 + ΔU^2_k ) (1 + r)^{k−1}(1 + r) − S^2_{k−1} (1 + r)^{k−1} = S^2_{k−1} (1 + r)^{k−1} × ( (1 + ΔU^2_k )

(1 + r) − 1 )

= S^2_{k−1} ×

ΔU^2_k − r 1 + r