Chapitre 3

Eléments de la théorie des
martingales

3.1 Définitions et propriétés

3.1.1 Caractérisations

Définition 3.1.1 Une martingale est un processus aléatoire M = (Mp)o<k<n, 4
valeurs réelles, défini sur un espace probabilisé filtré (Q, (Fi)o<k<n,P), et vérifiant
la propriété suivante

VO<k<n ]E(Mk_H | fk) = My,

On dit aussi qu’un processus aléatoire réel M = (My)o<k<n est une sous-martingale
(resp. une sur-martingale), s’il vérifie les inégalités suivantes

VO<k<n  E(Mgg | Fr) =M, (resp. E(Mpqr | Fi) < My)

Les propriétés de martingales que nous avons introduites précisent les tendances locales d’un
processus aléatoire. Plus précisément, on note que tout processus aléatoire M = (My)o<k<n
peut se mettre sous la forme

k
My = My + ZAMk avec AMy = (Mk — Mkfl)
=1

La propriété de martingale (resp. sous-martingale, ou sur-martingale), exprime le fait que les

accroissements conditionnels moyens et prévisibles, sont nuls (resp. positifs, ou négatifs).
Supposons par exemple que M}, représente I’évolution aléatoire de la fortune d’un joueur.

Dans ce cas, la propriété de martingale exprime le fait que le jeu est équitable en moyenne, en
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ce sens ol le joueur ne peut accroitre ou diminuer son espérance de gain (M1 — My,), a l'aide
des information précédentes
E(Mgy1 — My | F) =0

On remarquera dans ce cas que le fortune moyenne du joueur reste constante
VO<Ek<n E(My) = E(My)

La propriété de sous martingale correspond & un jeu favorable au joueur avec des gains
conditionnels certains
VO<k<n E(Mgy1 — My | Fr) >0

conduisant a la croissance en moyenne de sa fortune

Terminons cette section par une caractérisation pratique de la propriété de martingale, en terme
de processus transformés. Nous utiliserons cette caractérisation dans le chapitre concernant les
mathématiques financieres, lorsque nous “neutraliserons” des marchés financiers.

Proposition 3.1.1 Soit (My)o<k<n un processus aléatoire défini sur un espace probabilisé filtré
(Q, (Fr)o<k<n,P). Le processus (My)o<i<n est une martingale si, et seulement si, pour tout
processus prévisible (Ur)o<k<n, on a la propriété suivante

E <2n: Us AMk> = E(UoM,)

=0

Preuve:
Si (Mg)o<k<n est une martingale, alors on a clairement

E (i Us AMk> i]E(Uk AM,)

1=0 =0

= E(UoM,) + ZE(E(Uk AMy | Fr-1))
1=1

= E(UoMo) +

NIE

E (U, E(AM}, | Fue1)) = E(UgMy)

Il
-

Pour montrer la réciproque, on commence par noter que ’on a nécessairement
VO<k<n E(My) = E(My)

Pour vérifier cette assertion, il suffit de choisir le processus prévisible constant U = 1. En effet,
dans cette situation, nous avons

k k
Mk :ZAMI :ZUZ AMZ
=0

=0
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D’apres nos hypotheses, on obtient

2
E(My) =E(> U AMy) = E(UgMy) = E(Mo)
1=0

Soit T une v.a. positive entiere, telle que les événements {T > k} soient prévisibles, c’est a dire
Lir>k) € Fr—1- On a clairement

n

T
MT:ZAMk:ZUk AMk

k=0 k=0
avec le processus prévisible U = 17>, € Fr—1. D’aprés nos hypotheses, nous obtient que
E(Mr) = E(UoMo) = E(Mo)
On associe a tout événement A € Fy, la v.a. entiere
T=kla+ (k+1)1ae
Par construction, les événements
QO si 1<k
{T>1}=< A° si Il=k+1
0 si I>(k+1)

sont prévisibles. D’autre part, nous avons les décompositions

My = Mp1la+ Mpyr 1ae
M 14+ Mg (1—14) = My — 14 AMjq

D’apres la discussion précédente, on obtient
VA € Fy (E(Mrp) =)E(Mi41) —E(1la AMg41) = E(My)
Compte tenu du fait que E(My4+1) = E(My), ceci entraine que
VA e Fy, E(1la AMii1) =0
D’apres les propriétés des espérances conditionnelles, on en conclut que
E(AMpt1 | Fr) =0

En répétant ces raisonnement, pour tous les indices k € {0,...,n}, on montre que le processus
Mj, est nécessairement une martingale. Ceci acheve la preuve de la proposition. ]
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3.1.2 Compensateurs
Soit (Mjy)o<k<n une martingale définie sur un espace probabilisé filtré
(Qa (fk)OSkSTlv ]P))

Le processus aléatoire formé des carrés (MPZ)o<k<n est une sous martingale sur
(Q, (Fr)o<k<n, P). Cette propriété résulte simplement de I'inégalité de Cauchy-Schwartz

E(MZ,, | Fr) > E(Myyr | Fr)* = M

Définition 3.1.2 On associe a une martingale (My)o<k<n sur un espace probabilisé
(Q, (Fr)o<k<n,P), le processus prévisible ((M)g)o<k<n défini par

k k

(M) = STEM? | Fimy) — MZ ) = S E(M — M )? | Fiy)
=0 =0

Le processus aléatoire ((M)r)o<k<n, est appelé le compensateur, la variation
quadratique prévisible, ou encore le processus croissant, associ€ a la martingale
(Mp)o<k<n-

Dans la définition précédente, nous avons utilisé la convention E([Mo— M_1]? | F_1) = E(M3),
lorsque [ = 0. L’importance de ce processus résulte de la proposition suivante.

Proposition 3.1.2 Soit (My)o<k<n une martingale réelle définie sur un espace
probabilisé filtré (2, (Fi)o<k<n,P). Le processus aléatoire

M — (M)

est une martingale par rapport & la filtration (Fi)o<k<n-

Preuve:
Pour vérifier la premieére assertion, on observe que
E(Miy | Fo) = E(My+ (M — My)]? | Fr)
= M} 4 2ME((Mys1 — M) |Fi ) + E(Miy1 — My)? | Fi)
= M} +E(Mgy1 — M) | Fr)
On en déduit la décomposition suivante
[Mipq = (M)iga] = [MF — (M)i] = [Myy — M) = [(M)rg1 — (M)y]
= [My — M) = E((My41 — My)? | F)
[Mi ey — Mi] = [E(Mi | Fi) — M)
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Il est alors clair que la propriété de martingale est satisfaite

E(Mpy ) — (M)gyr | Fi) = M — (M),

Définition 3.1.3 On associe & un couple de martingales réelles (My)o<i<n €t
(Ni)o<k<n, sur un méme espace probabilisé filtré (2, (Fi)o<k<n,P), le processus
prévisible ((M, N))o<k<n, défini par

k k
(M,N) = > [E(MN; | Fiy) = Mi1Nia] =Y E(AMAN, | Fiy)
=0 =0

avec la convention BE([My — M_1][No — N_1] | F_1) = E(MoNy), lorsque | = 0.

Le prochain théoreme est une extension de la proposition précédente a des produits quelconques
de martingales.

Théoréme 3.1.1 Soit (My)o<k<n €t (Ni)o<k<n, un couple de martingales réelles, et
définies sur un méme espace probabilisé filtré (2, (Fr)o<k<n,P). Dans cette situation,
les processus aléatoires défini par

Mka—[M7N]k et Mka—<M,N>k

sont des martingales par rapport & la filtration (Fi)o<k<n

Preuve:
D’apres la formule d’intégration par parties (2.4), nous avons la décomposition

k k
MpNy = ZMl—l AN, + ZNl—l AM,; + [M, N
=1 =1

D’autre part, nous avons vu dans ’exercice 3.1.5 que les processus

k k

ZlelANl et ZlelAMl
=1 =1

sont des martingales. On en conclut que

k k
MyNy, — [M,N], = MoNy + ZMl—l AN, + ZNl—l
=1 =1
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est une martingale.
Pour vérifier la derniere assertion du théoreme, on remarque tout d’abord que 'on a

E(Mi1Nes1 | Fr) = E([My 4+ (Mgy1 — My)][Ne + (Ng+1 — Ni)] | Fr)
My Ny + E([My41 — Mg][Ng1 — N | Fi)

On en déduit la décomposition
[Mi1Ng+1 — (M, N)gy1] — [MpNi, — (M, N)y]
= [Mi11Ngy1 — M Ng] — (M, N)g11 — (M, N)y]
= [Mi1 Ny — My Nie] = E([Mg 41 — Mg][Ni1 — Ni | Fi)
= [Mg4+1Ngp1 — MpNy] — [E(Mp41Nega | Fi) — MpNyg]
On en conclut que la propriété de martingale est satisfaite

E(Mi41Nes1 — (M, N)pg1 | Fi) = MpNi — (M, N)y

Les compensateurs ([M, N, Jo<k<n, €t ((M, N)k)o<k<n, décrits dans le théoreme 3.1.1, sont
des processus aléatoires initialisés en

[M,N]o = MoNo et (M,N)o=E(MoNo)
Comme dans 1’étude des décompositions (2.5), nous pouvons alternativement utiliser des

compensateurs initialisés en 0. Plus précisément, il est facile de vérifier que les deux processus
suivants

MN, — MoNo — ((M,N)r, — (M, N)o)

et

MyNy, — MoNo — ([M, N],, — [M, N],)

sont des martingales nulles a l’origine.

3.1.3 Propriétés fondamentales

La proposition suivante offre un catalogue synthétique de propriétés classiques utilisées dans
la suite du cours.
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Proposition 3.1.3 Soit (My)o<k<n une martingale (réelles) définie sur un espace
probabilisé filtré (2, (Fr)o<k<n, P).

1. Pour tout 0 < k <l <n, on a B(M; | Fx) = My. En particulier, la martingale
My, s’exprime en fonction de son état terminal, par la formule

My, =E(M, | Fr)

On a de plus, E(M}) = E(My).

2. Pour toute fonction convere f sur R, le processus (f(Mg))o<k<n une sous
martingale. En particulier, les processus aléatoires (M;?)ogkgn; et (|Mg|)o<k<n,
sont des sous martingales.

3. Toute combinaison linéaire de martingales, est une martingale.

Preuve:
Le premier point est équivalent au fait que

YVO<p+m<n E(Mptp | Fm) = My,

Le cas p = 1 résulte de la définition méme d’une martingale. On raisonne ensuite par récurrence
sur cet indice. Supposons donc le résultat vrai au rang p. Compte tenu du fait que Fp,yp D Fip,
nous avons

E(Mer(erl) |-7:m) = E
E

(Mm+(p+1) | ]:m—!—p)| fm)

(E
(Min+p | Fp)

=

Le dernier point résulte de I'hypothése de récurrence. Ceci acheve la preuve du résultat
recherché. Le second point est une conséquence immédiate de 'inégalité de Jensen

E(f(Myy1) | Fn) = f(E(Mnia | Fn)) = f(Mn)

La vérification de la derniere propriété ne pose aucune difficulté majeure. [

La proposition suivante est une conséquence de la premiere propriété énoncée dans la
proposition 3.1.3. Nous utiliserons ce résultat dans les prochains chapitres de ce cours, lorsque
nous aborderons les stratégies de financement de portefeuilles, et la simulation d’options, dans
des marchés financiers viables.
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Proposition 3.1.4 Soit F, = o(Xo,...,Xk), 0 < k < n, la fillration naturelle
associée 4 un processus aléatoire (Xy)o<k<n, G valeurs dans un espace d’états fini E.
On associe a une fonction g, : E"*1 — R, la suite de fonctions

Vi : (z0,...,7) € E*Y s Vi(zo,...,2x) €ER, 0<k<n
définies par les formules de récurrence inverse

Vn(mOa"'amn) = gn(mO;---,mn)
Vk(xo,...,a:k) = E(Vk+1(3}0,...,3}k,Xk+1) | (Xo,...,Xk) = (xo,...,mk))

pour tout 0 < k < n. Le processus aléatoire (My)o<r<n défini par
VOSkSn Mk:Vk(Xo,...,Xk)

est l'unique martingale, par rapport & la filtration (Fi)o<k<n, dont la valeur terminale
M, coincide avec la v.a. gn(Xo, ..., Xn).

Preuve:
Par construction, le processus
My, = Vi(Xo, ..., Xk)

forme une martingale, telle que M,, = g,,(Xo, - .., Xy). On notera que les relations de récurrence
inverse sont équivalentes a la propriété de martingale

My = E (Mgt | Fi)
De plus, d’apres la premiere propriété énoncée dans la proposition 3.1.3, nous avons
My, =E(M, | Fr) =E(gn(Xo,..., Xn) | Fr)

pour toute martingale (Mg)o<k<n, telle que M, = gn(Xo,...,X,). Par conséquent, si
(My)o<k<n, et (M})o<k<n, désignent un couple de martingales telles que

M, = M}, = g,(Xo,...,X,)
alors on a nécessairement
My, = E(gn(Xo, ..., X0n) | Fr) = M;,
Ceci démontre 'unicité d’une martingale a condition terminale fixé, et acheve la preuve de la

proposition.
]
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3.1.4 DMartingales exponentielles

Afin d’éviter des répétitions inutiles, on conviendra dans ce qui suit que tous les processus
aléatoires considérés sont définis sur le méme espace probabilisé filtré (2, (Fi)o<k<n,P).

Définition 3.1.4 Le processus exponentiel (Ex(X))o<k<n d’un processus aléatoire
réel (Xi)o<k<n est défini de la fagon suivante

E(X)=]]0+AX) =& 1(X) (1+AXy)

=

1

On notera que (Ex(X))o<k<n est défini de maniére équivalente, par la donnée des
accroissements
Agk(X) = Ek_l(X) X AXk

On adoptera la convention usuelle [J; =1, de sorte que Ey(X) = 1.

Proposition 3.1.5 Pour tout couple de processus aléatoires (Xg)o<k<n, €t
(Yi)o<k<n, on a la formule produit

Ep(X) x E(Y) = ex(X +Y +[X,Y])

En particulier, lorsque les accroissements du processus (Xi)o<k<n sont tels que (1 +
AXy) >0, on a la formule d’inversion

E(X) x E(—X") =1
avec le processus aléatoire (X} )o<k<n, donné par les accroissements

AXp = AXy/(14+ AXy)

Preuve:
Pour vérifier la premiere assertion, il suffit de noter que

1+ AXEp)(14+AY,) = 14 AX, +AY, + AX,AY,
= 1+AX+Y +[X,Y])

La seconde assertion est une conséquence immédiate de la premiere. En effet, par définition de
b
(Xk)0<k<n7 nous avons

1+ AXy — AXf — AXAXE = 1+AX, - AX(L+AX,) =1
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Par conséquent, on obtient
14 AX - X" —[X, X)) =1

et finalement
E(X)xE(-X ) =&X - X" - [X, X)) =1

[
Proposition 3.1.6 Soit (Xj)o<k<n, €t (Yi)o<k<n, un couple de processus aléatoires.
On suppose que (Yi)o<k<n est prévisible, et ses accroissements sont tels que (1 +
AYy) > 0. Dans cette situation, nous avons les équivalences suivantes
(€k(X))o<k<n martingale <= (Xj)o<rp<n martingale
(Er(X)/Er(Y))o<k<n martingale <= (X} — Yi)o<k<n martingale
Preuve:
La premiere équivalence est une conséquence directe du fait suivant
E(l + AX} | fk—l) =1« ]E(AXk | fk—l) =0
Pour vérifier la seconde, on remarque que 1’on a
E(X)/E(Y)=Ep(X) E(-Y) = (X - Y — [X, Y]
et
AY} AXLAYy
AXy — AY) — AXLAY) = AXp — —
k k Rk "TIFAY,  11AY
_ AXp + AXAY, — AY, — AXRAY
B 1+ AY,
_ AXy - AY
1+ AY,
La fin de la démonstration est désormais claire. [

3.1.5 Lemme de Girsanov

La donnée d’une martingale positive (Zx)o<k<n, sur un espace probabilisé filtré
(Q, (Fr)o<k<n,P), peut s’interpréter comme un changement de probabilité. On définit cette
nouvelle probabilité P’ en posant

VACQ  P(A)=E(Z, 14) (: > Zn(w) 1@(@) (3.1)
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On vérifie aisément que P’ est bien une mesure de probabilité sur €. De plus, on a pour tout
0<k<n

AeF = P(A) E(Z, 14)

E(E(Zn 14 | 7)) = E(E(Zy | Fi) 14)
= P(A) =E(Zy 1a)

Ces deux propriétés sont souvent notées “de fagon synthétique”

7]l

dP F,

Avec ces notations, les formules précédentes s’expriment sous la forme suivante

P/
AeF=P(A) =) Pw) =) Pw)x ‘fZ—PIF
weA wEA k

VO<E<n

(w) =E(Zk 14)

Les résultats que nous venons d’examiner s’étendent aux variables aléatoires. En effet,
lorsque U € Fy, avec 0 < k < n, on obtient

EU) = Y Uw) Pw)
wenN
= E(UZn) = ]E(UE(Zn | ]:k)) = E(Uzk)

Remarquons que pour tout V' € Fr_1, on a (UV) € Fi, et en accord avec ce qui précede,
nous avons

EUV) = EUVZ)
= EEUVZ | Fr-1)) =E(VEUZ | Fi-1))
= E(V 2,2, ', E(UZ, | Fx—1))
= E(V Z LE(UZk | Fi1))
L’égalité ci-dessus étant satisfaite pour tout V' € Fj_1, on en conclut que
B (U | Fro1) = Z, " EUZy | Fy—1)

On vérifie alors aisément le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 (Lemme de Girsanov) Si (Mk)ogkgn est une martingale sous la
probabilité P, alors le processus

k
My = My =Y Z7\E(Z AM; | Fiy)
=0

est une martingale sous la probabilité P’ défini en (3.1). Lorsque I = 0, on utilise les
conventions Z:ll =1, Fi-1 ={0,9Q}, et AMy = My, de sorte que

Mgy = Mo —E(Zy My)
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3.1.6 Exercices

Exercice 3.1.1 On considére un processus prévisible (Xp)o<n<n, €t un processus aléatoire
(Yi)o<k<n, sur un espace probabilisé filtré (Q, (Fr)o<k<n,P). Montrer que si (Yi)o<k<n est
une martingale, il en est de méme de ((X .Y )r)o<k<n. Lorsque (Xi)o<r<n est positif, vérifier
que (X .Y)k)o<k<n est une sous martingale (resp. une sur martingale), dés que (Yi)o<k<n €st
une sous martingale (resp. une sur martingale).

Exercice 3.1.2 Soit (€x)1<k<n une suite de v.a. i.i.d. de Bernoulli définies sur un méme espace
probabilisé (Q,P), avec

]P’(ek = 1) = 1—P(€k = —1) =pc [0,1}
On conviendra que {e;, = +1} représente ’événement favorable ou le joueur gagne a la k'*™°
séquence de jeu une unité de mise. On note

fk 20(61,...€k)

la filtration associée au déroulement du jeuz, avec la convention Fo = {0,Q}, pour k = 0.
Vérifier que le processus de comptage des succés

k

M, ZZQ = Mj_1 + €
=1

est une martingale si p = 1/2, une sur-martingale lorsque p < 1/2, et enfin une sous-martingale

lorsque p > 1/2.

Exercice 3.1.3 Soit (ex)1<k<n une suite de v.a. indépendantes, centrées (i.e. E(ex) = 0), et
définies sur un méme espace probabilisé (2, P). Montrer que le processus aléatoire (My)o<k<n
défini par

k
My=> e =M_1+e
1=0
est une martingale par rapport a la filtration Fy, = o(€q, . . . €x).

Exercice 3.1.4 Soit (€x)1<k<n une suite de v.a. indépendantes, de moyenne unité (i.e. E(ey) =
1), et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). Vérifier que processus aléatoire (My)o<k<n
défini par le produit

k
M, = Hel = My_1 X €
=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy, = o(€1, .. . €x).

Exercice 3.1.5 Soit Ly, une v.a., et (Mg)o<k<n €t (Ng)o<k<n, un couple de martingales
définies sur un méme espace probabilisé filtré (Q, (Fi)o<k<n,P). Vérifier que le processus
(Lk)o<k<n défini ci-dessous

k

Ly =Ly+ Z M;_1AN
=1

est une martingale par rapport & la filtration (Fi)o<k<n-
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Exercice 3.1.6 Soit (€x)1<k<n une suite de v.a. réelles indépendantes, centrées (i.e. E(er) =
0), et définies sur un méme espace probabilisé (Q,P). On note Fi, = o(e1,...,€x), la filtration
d algébres associée.

1. Vérifier que le processus aléatoire (My)o<k<n défini par
k
VO<k<n Mkzzélek_ri—ek
1=0

est une martingale sur (Q, (Fr)o<k<n,P).
2. On notera par la suite o} = E(e}), les variances des v.a. €. Montrer que

E([My41 — Mk]2 | Fi) = UI%Jrl

En déduire que les processus aléatoires
k k
VO<k<n M- of et M{—M;—)Y of
1=0 =1

sont des martingale par rapport a la filtration Fy,.

3. Dans le cas ou les v.a. (€x)i1<k<n Sont i.i.d. et centrées, les processus aléatoires
ME — (k+1)0* et M —MZ —ko? avec  o® =E(e3)
forment des martingales.

Exercice 3.1.7 Soit (e;)1<k<n une suite de v.a. réelles indépendantes, de moyenne unité (i.e.
E(er) = 1), et définies sur un méme espace probabilisé (2, P). On note Fj, = o(e1,...,€x), la
filtration d algébres associée.

1. Montrer que le processus aléatoire (My)o<k<n défini par

k
My = Hél = Mp_1 X €
1=0
est une martingale par rapport a la filtration Fy.

2. On notera par la suite o3 = E([ex — E(ex)]?), les variances des v.a. €. Vérifier que le
processus aléatoire

T - S (] &) o

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 3.1.8 Soit ((ex,€},))o<k<n une suite de v.a. & valeurs dans R?, indépendantes et
centrées (en ce sens ot E(ex) = 0 = E(e},)), et définies sur un méme espace probabilisé (2, P).
On note

Fr =o0((e1,€1), ..., (€xy€r))
la filtration d algébres associée. On associe & ces suites, le couple de martingales (Yi)o<k<n, €t
(Y )o<k<n, définies par

Yo =€+ ... te€p et Yk’:eg—k...—ke%
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1. Montrer que le compensateur ((Y,Y")i)o<k<n du processus produit Xj, =YY}, est donnée
par la formule suivante

k
(YY), = ZE(ele;)
1=0
2. En déduire que le processus
k k n
D el x> el =Y E(exer,)

=0 =0 0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 3.1.9 Soit (g, €},))o<k<n une suite de v.a. d valeurs dans R?, indépendantes et telles

que
E(ex) = 1 =E(e},)

et définies sur un méme espace probabilisé (Q,P). On note
Fi = O'((€1, 6/1)5 (R (ekv 6;6))

la filtration d algébres associée. On associe & ces suites, le couple de martingales (Yi)o<k<n, €t
(Y)o<k<n, définies par
k
Vi=[]a et Yi=]]e
1=0 1=0

1. Vérifier que la formule
Cov(er, 1) =aer. E([er — E(ex)]ler — E(er)]) = E(exer,) — 1

2. Montrer que le compensateur ((Y,Y')i)o<k<n du processus produit X, = YY), est donnée
par la formule suivante

Eol-1
(Y,YNp = Z[ H €mén,] X Cov(er, €))
=0 m=0
3. En déduire que le processus
k k Eo1-1
[T x (TT el = S2UTT emelnl x Covtes )
1=0 1=0 1=0 m=0

est une martingale par rapport a la filtration Fy.

Exercice 3.1.10 Soit (Xj)o<k<n un processus de Markov, & wvaleurs dans les espaces
(Ex)o<k<n, de probabilités de transitions (My)o<k<n, €t de loi initiale n9. On associe & toute
fonction fri1 sur Exi1, la fonction Myi1(fr+1) sur Ey, définie par

Var € By Mpn(fer)(@n) = ) Min (@i, 2ee) f(@r41) = E(frr (Xen) | Xe = @)

Tpr1€EK 11
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1. Soit f = (fr)o<k<n une famille de fonctions définies sur les espaces (Ey)o<i<n. Montrer
que le processus
k
My(f) = [fi(X0) = Ki(f)(Xi-1)]

=1

est une martingale nulle en [origine, par rapport a la filtration naturelle (f;i()ogkgn
associée au processus (Xp)o<k<n-

2. Déterminer le compensateur de la martingale (My(f))o<k<n-

Exercice 3.1.11 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes et centrées, et a
valeurs dans des espaces réduits o deuz points Ep = {ug, v}, avec

ur < 0 < v et Plex =ug)=1—Plex =vr) =pi € (0,1)

On note Fi, = o(e€g,...,€;), avec 0 < k < n, la filtration naturelle associée a ces variables
aléatoires.

1. Vérifier la propriété suivante :
VO<Ek<n ug pr+ vk (1 —pr) =0
2. Montrer que le processus défini par
YVO<k<n Ye=€+ ...+ e =Yr_1+eg

est une martingale (par rapport & la filtration (Fr)o<k<n) & valeurs dans les espaces
k
El = {Zwl cwp € {u, vy, 0<1<k}=FE", + {ugv}
1=0
3. Vérifier que le processus (Yi)o<k<n est aussi une chaine de Markov. Déterminer sa loi

initiale, et ses probabilités de transitions.

Exercice 3.1.12 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes, et ¢ valeurs dans des
espaces réduits & deuz points E = {ug, v}, avec

ur < 1 < g E(ex) =1 et Plex =ug)=1—Plex =vr) =pi € (0,1)

On note Fi, = o(e€g,...,€;), avec 0 < k < n, la filtration naturelle associée a ces variables
aléatoires.

1. Vérifier la propriété suivante :
VO<k<n ug pr+ vk (1 —pr) =1
2. Montrer que le processus défini par
VO<k<n Yi =€ X ...Xe€,=Yr_1 Xe€

est une martingale (par rapport & la filtration (Fr)o<k<n) & valeurs dans les espaces

k
E,{:{le cwp € {u, v}, 0<I<k}
1=0
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3. Vérifier que le processus (Yi)o<k<n est aussi une chaine de Markov. Déterminer sa loi
initiale, et ses probabilités de transitions.

Exercice 3.1.13 Soit X une v.a. réelle définie sur un espace probabilisé (1, ). On considére
une filtration croissante de sous algébres (Fy)o<k<n de P(Q). Vérifier que la processus aléatoire

(Xk)o<k<n défini par
VO<k<n X, =E(X | Fr)

est une martingale sur Uespace filtré (Q, (Fi)o<k<n,P). Inversement, si (Xj)o<k<n désigne une
martingale par rapport & la filtration (Fy)o<k<n, montrer qu’il existe une v.a. réelle X, telle
que Xy, = E(X | Fi), pour tout 0 < k < n.

Exercice 3.1.14 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes, centrées, et
équidistribuées. On considére la martingale

k
VO<k<k Mp=)» e=M1+e
=1

et la fonction X € R — ¢(\) = E(e*) € R.

1. Vérifier que le processus défini

)\Ek
_klo _1—(k—=1)1lo €
72 = MKlos () (: M1~ (k= 1) log p(A) E(em))

est une martingale exponentielle

2. Plus généralement, montrer que pour toute martingale (My)o<k<n, le processus suivant
est a nouveau une martingale exponentielle

k
Z,i‘ = eAM’“/HE(eAAMl | Fi—1)
=1

Exercice 3.1.15 Soit (Ex(X))o<k<n le processus exponentiel d’une martingale (Xi)o<ik<n,
définie sur (Q, (Fr)o<k<n,P), et telle que (1 + AXy) > 0, pour tout indice 0 < k < n.

1. Vérifier que Zy, est une martingale par rapport & la filtration (Fi)o<k<n-

2. On note P’ la probabilité sur Q, définie par
VACQ  P(A)=E(Z, 14) avec Z,=Ey(X)

Montrer que pour toute martingale (My)o<k<n sur (€, (Fr)o<k<n,P), le processus
aléatoire (M])o<r<n défini par

VOSk’STL M]/CZMk—<M,X>k

est une martingale sur (2, (Fi)o<k<n,P’).
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Exercice 3.1.16 Soit ((ex,€}))o<k<n une suite de v.a. & valeurs dans R?, indépendantes et
centrées (en ce sens ot E(ex) = 0 = E(e},)), et définies sur un méme espace probabilisé (0, P).
On note

]:k = O'((€1, 6/1)5 ceey (ekv 6;6))
la filtration d algébres associée. On associe auz suites (€x)o<k<n, €t (€})o<k<n, les processus
(Xk)o<k<n, €t (Yi)o<k<n, donnés par

n n

X :Zek et Y :Ze;c

k=0 k=0

1. Vérifier que le processus exponentiel de (Xy)o<k<n est donné par
k
Z =[[a+e)
1=0

2. On suppose que les v.a. € sont telles que e > —1, et on note P’ la probabilité sur €,
définie par
VACQ  P(A)=E(Z, 14) avec Z,=E(X)
Vérifier que (Y )o<k<n est une martingale sur (2, (Fi)o<k<n,P). Montrer que le processus

k

Y=Y - E(e €)
=0

est une martingale sur (2, (Fi)o<k<n,P’).

3.2 Controle de martingales

3.2.1 La notion de temps d’arrét

Dans la théorie des jeux la donnée d'une filtration d’algebres (Fy)o<k<n SUr un espace
probabilisé (€2,P) correspond a 1 évolution de linformation dont dispose un joueur sur
les résultats du jeu. En pratique, ces algebres sont engendrées par des séquences de v.a.
numérique représentant par exemple les successions des gains et des pertes a chaque mise
dans le déroulement du jeu. La suite des gains aléatoires au cours des différentes mises est
“malheureusement” souvent donné par une martingale (My)o<k<n

ViI<k<n E(Myg | Fe—1) = M1 (3.2)
Cette propriété représente le caractere imprévisible de ’accroissement des gains dans des jeux
équitables
32) <= V1<k<n E(AM;| Fr-1)=E(My — Mg_1] | Fr—1) =0
Il est d’autant plus désespérant de noter que toute transformée

k
(X.M)e =Y X; AM,
=0
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de (My)o<k<n par un processus quelconque prévisible (Xy)o<r<n, €st & nouveau une martingale
V1 S k S n ]E(Xk AMk | fk—l) = Xk E(AMk | fk—l) =0

Il est donc impossible de controler honnétement les accroissements des gains au cours du jeu.
Existe-t-il néanmoins des stratégies aléatoires pour quitter le jeu, en augmentant ses chances
de gain 7 Peut-on maximiser son espérance de gain? Ces regles d’arrét sont 'un des notions les
plus importantes de la théorie de probabilités. Nous examinerons des exemples classiques de
stratégies d’arrét de jeu dans les sections 3.2.3, et 3.2.5.

Un temps d’arrét sur un espace probabilisé filtré (€2, (Fi)o<k<n,P) est une application
T:weQw—T(w)e{0,1,...,n} U{co}
telle que
VO<k<n T '{k})={T=k}={weQ : T(w)=k}ecF

On notera que pour tout 0 < k < n, les évenements {T' > k} sont prévisibles. Plus
précisément, nous avons

{T > k’} =0 - {T < /{3} = ﬂ0§l<k{T 75 l} € Fr_1

La valeur T' = oo correspond au cas ou le jeu n’est pas arrété, nous conviendrons donc
dans ce cas que 'on a
{IT'=c}={T>n}eF,

On définit larrét d’un processus aléatoire (Xi)o<k<n au temps T en décomposant ce
processus sur les éveénements {1 = k} € Fy

VO<k<n X[ =i Xrar = Z X1 Yyramy=iy = S X Lir=ny| ir<ry + Xk lr>k
1=0

=Xr Lir<ry + Xk lr>i

Les propriétés de martingales, sous-martingales, et sur-martingales, sont stables par
lopération d’arrét.

Montrons par exemple qu'une martingale arrétée (M )o<k<, au temps T, est & nouveau
une martingale. Pour vérifier ce résultat, on rappelle que les évenements {T" > k} € Fj_1 sont
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prévisibles. Par conséquent, en utilisant la décomposition précédente, nous avons

k—1
E(M} | Fr1) = E( [Z M, 1{T—l}] Lir<ky + My 1r>g | Fi—1)
=0
k—1
= My Yyroiy | rary + E(My | Fr-1) 1>k
=0

= Mr 1ipepy + Mi—1 1r>p
= My Lr<p-1)y + Mr—1 Irs -1y = Mrag—1) X r<@-1} + lrsr-1)]

On en conclut que
E(M}! | Fr-1) = Mppge—1y = Mi_,

En itérant ce procédé on montre que
VOo<k<l<n  EM|Fr1)=Mrag-1

En choisissant [ = n, on obtient la formule suivante

VO<k<n E(Mr | Fir) = Mrak

3.2.2 Jeux stochastiques

On considére la marche aléatoire

k
Y, = Zﬁz =Y 1+ e
=1

associée a une suite de v.a. de Bernoulli, indépendantes, et équidistribuées, avec
P(el = +].) =1 —P(Gl = —].) =pc [0, 1]

On interprete dans ce qui suit les valeurs prises par les v.a. €, comme le succes (e, = +1), ou
Péchec (e = —1), d’un joueur a la k*=° étape d’un jeu.

On notera que la mise aléatoire Xy du joueur a la k étape ne peut dépendre que des
informations fournies par le déroulement du jeu, jusqu’a l'instant k, exclu! Autrement dit, la
mise X, est prévisible par rapport & la filtration d’information associée aux successions de gains
et pertes jusqu’a l'instant k. Plus formellement, nous avons

idme

Vi<k<n Xk € Fr—1 =aer. 0(€1,. .., €6-1)

La variable déterministe X1 = 1 représente la mise initiale, fizée a l’avance, pour que le joueur
P b
gagne, ou perde, une quantité d’argent donnée.
On notera que

Vi<k<n  E(e | Fro1) =E(ex) =(+1) p+(-1) 1—-p)=2p—1
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Les accroissements aléatoires (Zx)1<k<n du portefeuille du joueur, utilisant au cours du jeu
une stratégie de mises (X )2<r<n, sont données par la transformée de (Y )1<r<n par (Xi)i<k<n,

c’est a dire
k k
Zh=(XY) =) XiAYi=> X, ¢
=1 =1
Dans cette situation, la décomposition de Doob
Zy = AZ + MY
est donnée par le processus prévisible

k
A = ZE(AZZU:IA)

p=1

k k
ZE(Xl €l|-7:l 1 Z XlEel Z 2p—1
p=1 p=1

et la martingale

2

N

Il
] =

[AZ —E(AZ | Fi-1)]
!

1

(X e —E(X; e | Fi1) —(2p-1))

Il
M»
HM»

=1

Trois cas se présentent :
1. Lorsque p > 1/2, le jeu est favorable au joueur, et la partie prévisible des gains AZ est

un processus croissant. Dans ce cas, la stratégie du joueur consistera a miser le maximum
d’argent a chaque tour du jeu.

2. Lorsque p < 1/2, le jeu est défavorable au joueur, et la partie prévisible des gains AZ est
un processus décroissant. Dans ce cas, la stratégie consistera a éviter de jouer, ou bien
quitter le jeu le plus rapidement possible.

3. Lorsque p = 1/2, le jeu est imprévisible, et équitable, en ce sens ou l'on a Af = 0,
pour tout 0 < k < n. Dans ce cas, les gains et pertes successifs du joueur forment une
martingale.

3.2.3 Stratégies de jeux équitables

Examinons plus en détail le jeu stochastique décrit dans la section précédente. On supposera
que le jeu est imprévisible, c’est & dire p = 1/2. Dans ces conditions, le processus aléatoire des
gains et pertes du joueur est donné par la martingale

k
Vi<k<n  Zy=)» X;AY, avec AY =g
=1
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Le processus prévisible (Xj)i<rp<n représente la stratégie utilisée par le joueur, les v.a. de
Bernoulli (ex)1<k<n, & valeurs dans {—1, +1}, représente les gains et pertes aléatoires, & chaque
étape du jeu. Le parametre n représente la durée du jeu. A titre illustratif, sur I’événement

{e1=...=€—1 = -1, = +1}

le joueur perd ses (k — 1) mises, et gagne & la k'*™°. Sur cet éveénement, les accroissements
du portefeuille du joueur sont donnés par

Zk:—(Xl—F...—FXk_l)—i-Xk

A la premiere étape, le joueur peut gagner ou perdre une quantité d’argent proportionnelle a
sa mise X1, et fixée a ’avance

Zy =Xy a1 = (+X1) 1g=1 + (= X1) 1=
Ainsi, sur événement {e; = —1}, le joueur perd sa mise
Z1 1= 1=—-X1 1= 1

Sur I’évenement contraire {e; = +1}, le joueur gagne I’équivalent de sa mise; autrement dit, il
accroit son portefeuille de la valeur

Zy ley=41 = +X1 1=

1. Supposons tout d’abord que le joueur, quelque peu expérimenté, cherche a gagner le
montant des gains relatifs a sa mise initiale X; = 1.

Une stratégie consiste a doubler la mise, jusqu’au premier instant ou l'on gagne, et
I’on quitte le jeu :

k—1 : _ _ _
Xk:{2 X1 .Sl €l = ... = €1 = 1
0 sinon

Une réalisation possible de cette stratégie est décrite ci-dessous

X1 = 1 fixée

XQ = 2x1 si 61:—1

X3 = 2x2x1 si 61:—1,62:—1

X4 = 2x2x2x1 si 61:—1,62:—1,63:—1

On note T' le premier instant ou le joueur gagne

T=inf{l1<k<n:e=1}
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avec la convention T' = oo sur 1’événement {¢; = ... = ¢, = —1}. Pour chaque instant
k €{0,...,n}, on a ’équivalence entre événements
{T=k}t={e1=...=€p1=-1, e, =1}

de sorte que sur les évenements {T = k}, le joueur augmente son capital de la quantité

k1 k-1
Zr lr=g lr—g lz X e+ X, 61@] = lp—g l— ZQl*l + k=1
=1

=1
= 1y [T+ 28 =17 x 1

Par conséquent, nous avons

E(Zr 1<) = ZE(ZT Ir=) = ZE(IT:l)
=1 =1
= PT<o00)=1-P(T =00)
1

= 1—[?’(61:...:6”:—1):1—%

On notera que sur I'évenement {T' = oo}, les dettes du joueur s’élevent a

27 1o = —17=oo Z2l71 =—lr— (2" —1)
=1

. Supposons qu’un joueur bien plus gourmand, cherche a augmenter son capital

proportionnellement a toutes les pertes qu’il a pu subir! Une stratégie envisageable, mais
quelque peu couteuse, consiste & miser a chaque instant le double des pertes totales,
jusqu’au premier instant ou 'on gagne, et ’on quitte le jeu. A I'instant du gain, le joueur
aura a la fois remboursé ses dettes, et son portefeuille aura augmenté proportionnellement
a cette méme somme.

Cette stratégie peut s’écrire sous la forme

X _{2(X1+X2+...+Xk1) si €L =...=€p_1=-—1
k= .
0 sinon

Une telle stratégie est équivalente a miser, jusqu’a l'instant tant attendu du gain, les
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sommes suivantes

X = 2(Xi+Xo+.. .+ Xi1)

2(X1+Xo+ .+ X o+ 2(X1+ Xo+ ...+ Xi2))
2x3 (X1 +Xo+...+ Xp_2)

2x3 (Xi+Xo+. .+ Xp 3 +2(X1 +Xo+ ...+ Xp3))
= 2x3 (X1 +Xo+ ...+ X 3)

= 2x3+2 (pour tout k > 2)

Cette stratégie consiste donc a triplé la mise, jusqu’au premier instant ou ’on gagne,
et 'on quitte le jeu :

_ 3Xk_1 si 612...:€k_1=—1
Xk = { 0 sinon

Comme précédemment, on note T le premier instant ou le joueur gagne, avec la convention

{T=x}={e1=...=¢, = -1}
Pour chaque instant k € {0,...,n}, on a ’équivalence entre événements
{IT=k}={e1=...=€_1=-1, ¢, =1}

Sur chacun des évenements {T = k}, avec k > 2, le joueur augmente son capital de la
somme

k—1 k—1
Zr lr—p = lpr—g [Z X1 e+ X, Gk‘| = lp—g [_ZXl + Xk
=1 =1

k—1
lr—g [Z Xz] = lp—y 372

=1

Si le joueur gagne des le premier, ou le second instant de jeu, il accroit son portefeuille
d’une unité

Zr lr—1 = X1 lr—o1=1Xx1p
Zr lr—y = (X1 +X2) lr—a=1x 17—

Si la chance ne lui sourit qu’au troisieme instant, il accroit son portefeuille de trois unités

Zr lp—3 = (—[Xl + XQ] + Xg) lr—3 = (1 + 2) X 1p—o
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Les probabilités P(T" < c0), ou P(T" = o), pour que le joueur gagne, ou bien perde, au
cours de la partie sont données respectivement par

P(T <o) = Y P(T=k)

k=1
= Z]P(el— =¢€p1=—1, ¢, =1)
k=1
"1 1
= D m=l-%
k=1
1
PT=0) = Pleg=...=€p—1=-1, ¢, =—1) = on
Par conséquent, nous avons
E(Zr 1r<e) = D E(Zr lr2)

L’accroissement moyen du portefeuille du joueur chanceux est alors donné par la formule

Néanmoins, sur ’'événement {T = oo}, le joueur s’est endetté de
n
Zr lp—oo = —17—so ZX[ = —lr— gn-1
I=1
D’autre part, nous avons

n—1 1 3 n-t
E(ZT 1T:oo) =-3 P(T = OO) = —— —
2 \2
Ainsi, 'endettement moyen du joueur malchanceux est alors donné par la formule

E(Zr 17—o)
E(17—o0)

On remarquera que l’espérance de gain au cours du jeu reste nulle

E(Zr) =E(Z1 1r<00) + E(Z1 17200) = 0

E(Zr | T =) = =31
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3.2.4 Jeux a conditions terminales fixées

On se donne une martingale réelle (Yj)o<r<n, définie sur un espace probabilisé (€2, P), muni
de la filtration naturelle
.’Fk = O’(%,...,Yk)

associée au processus (Yi)o<w<n. On conviendra que l’état Yj est a valeurs dans un espace
réduit & deux points {ax, b}, sachant (Yp,...,Y%). Autrement dit, il existe des couples de v.a.
(ag,br) € Fr—1, avec ag(w) # br(w), et tels que

]P(Yk = Qg | .7:1@,1) =1- ]P(Yk = bk)
Les deux exemples suivants illustrent ces modeles biphasés, plus ou moins abstraits.

Exemple 3.2.1 Soit (ex)o<p<n une suite de v.a. réelles indépendantes, et centrées définies sur
un espace probabilisé (2, P). On considére la filtration naturelle

Fr=o0(€0,...,€x)
associée a cette séquence aléatoire. Sur Uespace filtré (2, (Fr)o<k<n,P), on définit la martingale
VO<k<n Yi=e+...+er =Y 1+e
On remarque tout d’abord que
Fr=o0(€o,...,ex) =0(Yo,...,Ys)
D’autre part, si les v.a. €, ne prennent que deuz valeurs
Yw € Q ex(w) € By = {ug, vr}

alors on a
Yw € Q Yi(w) = Y1 (w) + ex(w) € Vi1 (w) + {up, vr}
Autrement dit, nous avons

P(Yk S {ak,bk} | fk—l) =1 avec (ak,bk) = (Yk—l + ug, Y1 —|—Uk) € Fr_1

Exemple 3.2.2 Soit (ex)o<k<n une suite de v.a. réelles, indépendantes, et centrées définies

sur un espace probabilisé (Q, ). On considére la filtration naturelle
Fr=o0(€,...,€x)

associée a cette séquence aléatoire. Sur Uespace filtré (0, (Fr)o<k<n,P), on définit la martingale
exponentielle
VO<Ek<n Ye=(1+¢€)...(14+e€x) =Ye1(1+ ex)

Si les v.a. € ne prennent que deuzx valeurs
Yw e Q er(w) € By = {ug,vp} avec 0<1+up <1+uvyg
alors on a F, = o(Yo,...,Yx), et
Yw € Q2 Yi(w) =Yi—1(w) (14 €ex(w)) € Yim1(w) X {1+ up, 1 + vk}
Autrement dit, nous avons

P(Yk S {ak,bk} | fk—l) =1 avec (ak,bk) = (Yk—l X (1 +Uk),Yk—1 X (1 +Uk))
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On se donne une fonction g, : R"*! — R. L’objectif de cette section est de trouver
une condition initiale My € Fpy, et construire une stratégie de controle prévisible
(X&)1<k<n telle que la martingale définie ci dessous

k
VO<k<n Mk:M0+Z X, AY;
=1

termine au temps final n, en la valeur aléatoire

Mn = gn(Y07 ceey Yn)

Pour résoudre ce probleme de contréle, on considere la suite de fonctions

Vk:(yo,...,yk)6Rk+1»—>Vk(y0,...,yk)€R, 0<k<n

décrites dans la proposition 3.1.4, et définies par les formules de récurrence inverse

Vaos---syn) = gn(yos---sn)
Vk(y07" 7yk) = E(Vk+1(y07" '7yk7Yk+1) | (5/05 '-7Yk) = (y();- .- 7yk))

pour tout 0 < k < n. D’apres la proposition 3.1.4, le processus aléatoire

VOSk’STL Vk(Y(),...,Yk)

est 'unique martingale, par rapport a la filtration (Fx)o<k<n, dont la valeur terminale coincide
avec la v.a. recherchée

Vn(Yo, .. ,Yn) = gn(YQ, .. ,Yn)

La solution de notre probleme, si elle existe, nous sera donc donnée par les formules

k
VOSkSn Vk(%,...,Yk)ZMkZMO—FZ XkAYk
=1

On commence par noter que la condition initiale M, est nécessairement donnée par

My = Vo(Yo)

et les accroissement de la martingale (My)o<k<n sont tels que

Vi<k<n AMy = X AY = Vie(Yo, .., Y1, Ye) = Vo1 (Yo, ..., Y1)

Autrement dit, en raisonnant conditionnellement aux valeurs (Yp, ..., Y;_1), nous avons

Xp (ap = Y1) = Ve(Yo, ..., Y1 ax) = Vi1 (Yo, ..., Y1)
Xk (bt — Y1) Ve (Yo, Yio1,b8) = Vi1 (Yo, ., Ya1)
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Une simple soustraction de ces deux équations nous conduit a la valeur prévisible du processus
de controle prévisible
Vk(}/O; SN ,Yk—la bk) - Vk(Y(), ceey Yk—la ak)

X, — Fr_
k (b — ar) € Sk-1

Nous arrivons ainsi au théoreéme suivant.

Théoréme 3.2.1 Pour toute fonction g, : R*™1 — R, il existe une unique v.a.
initiale My € Fo, et un unique processus de controle prévisible Xy, € Frp—1,1 <k <n,
tel que la martingale

k
YO<Ek<n Mk:MO+Z X, AY,
=1

se termine en M, = g,(Yo,...,Yn). De plus, le couple (Mo, (X)1<k<n)est donnée
par les formules

My

Vo(Yo)

Vk(}/O; “ee ,Yk_l,bk) — Vk(Y(), “ee ,Yk_l,ak)

X =
g (b — ax)

ot (Vi)o<k<n désigne la famille de fonctions définies par les formules de récurrence
muverse

Vk(y07 o '7yk) = ]E(Vk+1(y07 o '7yk7Yk+l) | (Y07 o '7Y/€) = (yo; e 7yk))

avec la condition terminale V,, = gy,.

Preuve:
D’apres la discussion précédente, il reste bien entendu a vérifier que la stratégie obtenue répond
bien a notre probleme. On commence par remarquer que 'on a

Xp AY = X (bp — Yio1) ly=p, + Xk (ar — Yie1) ly,—a,
D’autre part, en utilisant le fait que Yj est une martingale, on obtient la propriété suivante
Yie1 =E(Yy | Fro1) =ar P(Yy = ag | Fe—1) + bk P(Yie = b | Fr—1)
de sorte que

(by = Yi—1) = bp— (ar P(Yr = ap | Fr—1) +bp P(Yr = bi | Fr—1))
= b (P(Yr =ar | Fre1) +P(Ye = b | Fr—1))
—(ar P(Yr = ag | Fe—1) + bk P(Yi = bi | Fr—1))
= (b —ap)P(Yx = ax | Fr—1)
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et

(ap —Yi—1) = ap — (ax P(Yi = ap | Fr—1) +bp P(Yr = bi | Fr—1))
= ap PYx=ar| Fr—1) +P(Yr =bi | Fr—1))
—(ar P(Yr = ag | Fi—1) +br P(Yi = by | Fr—1))
= (ak — bk)]P(Yk = bk | .7:]@71)

On en déduit que 'on a

(bk — kal) 1Yk:bk + (ak - kal) ]-Yk:ak

= (bk —ax) (P(Ye = ak | Fr—1)ly,=b, — P(Ye = b | Fr-1) lyi=as)
Par définition de X, ceci entraine que

Xk AYk = Vk(Y(), ceey Yk—la bk) — Vk(Yb, . 7Yk—1; ak))
X (P(Yi = ak | Fie1)ly,=p, — P(Ye = b | Fr—1) ly,=a,)

Notons enfin que
P(Yr = ar | Fr-1)lyi=p, —P(Yi = b | Fi-1) lyvi=a,
=Pk =ap | Fr—1) (1 = ly,=ar) = P(Ye = b | Fi—1) lyy=a,
=P(Yy = ar | Fi—1) — ly,=a,
= (ypety — P(Yi = b | Fio1))

On en conclut que

Xk AYk = Vk(Yo, .. ~aYk—17bk) X (lYk:bk —P(Yk = bk | fkfl))
+Vi(Yo, - Yie1, ak) X (1y,—a, — P(Ye = ag | Fr_1))
= Va(Yo,....Yi) —E(Vi(Yo,...,Y3) | Frz1)
= Vi(Yo,...,Vi) = Vica (Yo, ..., Y1) = AV (Yo, ..., i)

11 en découle que My, = Vi (Yo, ..., Y), pour tout 0 < k < n. [
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Pour conclure, supposons que la martingale (Y3 )o<k<rn forme un processus de Markov,
et la fonction g, ne dépend que du point terminal

gn(yo, cee 7yn) = hn(yn)

avec h,une fonction donnée. Dans ces conditions, et d’apres les propriétés de Markov,
les fonctions (Vi )o<k<n définies par les formules de récurrence inverse ne dépendent
que du point terminal

Vie(Wos -+ yk) = Wi(ye) = E(Wip1 (Yey1) | Ye = vr)

Dans ces conditions, la stratégie de controle (Mo, (Xk)i<k<n) s'exprime plus
simplement par les formules

Wk (bk) — Wk (ak)

My =Vo(Yo) et Xy = e —an)

3.2.5 Probléeme d’arrét de Snell

Soit (Zx)o<k<n une suite de nombres réels aléatoire représentant les gains successifs d’un
joueur au cours du temps. Nous conviendrons que ces v.a. forment un processus sur un espace
probabilisé filtré (£, (Fi)o<k<n). Autrement dit, les v.a. Zj sont adaptés a une filtration
d’algebre Fj représentant 'information dont dispose le joueur sur les résultats du jeu a chaque
instant k

VO<k<n Zy, € Fx

Lorsque les algebres sont réduites a l'algebre triviale sur €2, les v.a. Zj sont nécessairement
constantes
Fr = {@,Q} — dzr €R t.q Ywe Zk(w) = Zk

A chaque étape k du jeu, notre joueur a pour objectif de quitter le jeu en optimisant
son espérance de gain. A cet instant k, le joueur dispose d’une information F, et
souhaite trouver un temps d’arrét Ty avec Ty > k, et tel que

Uk =aee.=E(Zrp, | Fi) = sup E(Zr | Fi)
TeTy

ou 7 désigne I'ensemble des temps d’arréts T supérieurs ou égaux a k. La suite
(Uk)o<k<n que nous venons de définir est appelée 1’enveloppe de Snell du
processus (Zj)o<k<n-
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Cas déterministe

Dans le cas déterministe ou les Fj sont réduites a des algebres triviales, ’ensemble 7} est
réduit a I’ensemble des entiers de k a n. Dans cette situation, I’enveloppe de Snell de la suite
de réel (zx)o<k<n est aussi déterministe Uy(w) = ug, tout comme le temps d’arrét optimal
Tr(w) = t) introduit ci-dessus. L’indice ¢ correspond & un instant sur lequel z;, est supérieur
a toutes les valeurs zg, zx41, - - ., 2n. Dans ces conditions, nous avons

T. = {kk+1,....n}
VO<k<n Fr={0,0}=V0<k<n
up = 2y, = SUP;> 2
L’enveloppe de Snell (ug)o<ik<n = (2t )o<k<n, associée a une suite de réel (zi)o<r<n, peut étre

décrite schématiquement par le diagramme suivant.

2K)

2(0)

0 1 ok t(k)

Fic. 3.1 — Enveloppe de Snell

On peut noter que le suprémum des z; peut étre atteint en différents instants. Le premier de
ces indices

tp=inf{k <t <n : z =supz}
1>k

correspond au premier instant ol la suite (z¢)r<t<n touche 'enveloppe de Snell (ut)r<t<n
D’autre part, nous avons

ty = inf{k<t<n : zz=supzi} =k Ly >u, +tht1 lo<uy
>k
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Par conséquent, ces instants (t)o<k<n peuvent se calculer par les formules de récurrence inverse

t, = n — Zt, = SUDi—_p, 2t
1 = (TL - 1) lzn712ztn +in 1Zn—1<2tn = Zt,, = SUPte{n—1,n} #t
tho = (n—2) lzn_22z%,1 +in-1 1zn_2<z%,1 = Zty,_o = SUDic{n-2,n—1,n} %t
te = Kk luyze,,, +ler 1<z, =z, = SUDic{kkt1,..n} 2t
to = 01u>z, +11 Lz, = 2ty = SUPte(o,...n} %t

La suite (t)o<k<n correspondant & la situation examinée dans la figure précédente est donnée
ci dessous

2(k)

z(n)

2(0)

(k)
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Cas aléatoire

Dans le cas aléatoire, la situation peut se résoudre de fagon similaire en introduisant la suite
de temps d’arrét (Tx)o<r<n définie par les formules de récurrence inverse

T, = n

Ty = klzi>eza,, | 70+ Tt lz,<gizn,,, | 7

Pour vérifier que ces temps d’arrét répondent au probleme de Snell, on raisonne par
récurrence inverse sur le parametre temporel.
— Pour I’horizon terminal &k = n, 'ensemble 7,, des temps d’arrét supérieur a n est réduit
au temps d’arrét déterministe 7),(w) = n. Dans cette situation, il est clair que l'on a

Tw(w)=n=Zr (v) = Z,(w) = E(Zr, | Fn) = Zn = sup E(Z7 | F»)

TeT,
— (k+1) = (k) : Supposons que l'on a au rang (k + 1)

E(ZTk+1 | FkJrl) = Ssup E(ZT | FkJrl)

TeTk11
Par définition de Tk, on obtient
Zr, = Zy, 1Zk~Z]E(ZTk+1 | Fr) T+ ZTk+1 1Z;c<]E(ZTk_*_1 | Fr)

Apres avoir noté que
7y et E(ZTk+1 | fk) € Fi

on en déduit que
E(Zr, | Fr) = Zk 12,5820, | 7) T EZ1ny | Fi) 12,<8(20,, | 70)

On en conclut que

E(Zz, | Fr) = Zx V E(Z1, | Fr)

Le temps d’arrét T} étant dans 7, nous obtient la majoration

E(ZTk | fk) =7V IE(ZTM_1 | fk) < sup E(ZT | fk)
TeTy

Notons enfin que pour tout T' € 7, nous avons la décomposition suivante
Zr = klr=p+7T lrsgqn =k o=k + (TV (k4 1)) 17> k41)

avec
(T=k}, {T>(k+1)}Fr et (TV(k+1))€Thpr C T
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En prenant les espérances par rapport a Fy, et en utilisant notre hypothese de récurrence,
nous arrivons aux majorations suivantes

VI €T, E(Zr|Fr) = Zk lr=k +E(Zrvit1) | Fi) 1rs s
= Zy lr=k + E(E(Zrvky1) | Frt1) | Fr) 1rs @t
< Zk 1=k + E( supger,,, E(Zs | Fut1) | Fi) o>kt
= Zp lr=p +E(E(Z1y, | Frr1) | Fr) 1o>eg)

= Zp lr=k +E(Z1 | F) 1r>011)

IN

Zy NV E(Zr, | Fr)
En prenant le suprémum sur tous les T' € 7, on en conclut que

E(Zr, | Fi) = Zk VE(Zr,y, | Fi) = Sup E(Z7 | F)
€7y

Autrement dit, en terme d’enveloppe de Snell, nous avons démontré les majorations, et
les formules de récurrence inverse suivantes :

Zy < ZpVEWUgs | Fr) = Us (:dét‘. ;Hg E(Zr | Fr) =E(Z7, | fk))
S

Comme dans le cas déterministe, I’enveloppe de Snell majore la suite Zj, et les temps
d’arrét T} correspondent aux premiers instants de rencontre entre ces deux processus

Tk:mf{kgtgn : Zt:Ut}
Pour vérifier cette assertion, on note simplement que 'on a

Tk = k IZkZ]E(Uk+1‘]:k) + Tk+1 1Zk<]E(Uk+1‘]:k)
—— ——

) )

U, =7 U, > 73

)

Up = E(Uk+1 | Fi)



114 CHAPITRE 3. ELEMENTS DE LA THEORIE DES MARTINGALES

3.2.6 Exercices

Exercice 3.2.1 Vérifier que les fonctions constantes T(w) = k, sont des temps d’arréts par
rapport a une filtration quelconque d’algébre.

Exercice 3.2.2 Soit (Xj)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans un espace E, et défini
sur un espace probabilisé filtré (2, (Fi)o<k<n). On convient que le processus est initialisé avec
une v.a. Xg a valeurs dans une région A C E donnée. Montrer que le temps de sortie Sy de A

Sa=inf{0<k<n : X) ¢ A}
est un temps d’arrét. On note enfin Tp 'instant d’impact du processus dans une région B C E
Tp=inf{0<k<n : Xj € B}

Montrer que T est un temps d’arrét. Pour éviter des discussions inutiles, on pourra supposer
que ANB = (.

Exercice 3.2.3 Soit T un temps d’arrét par rapport & une filtration donnée (Fi)ieqh<n -
On considére une sous-martingale (My)o<k<n sur Uespace probabilisé filtré (Q, (Fi)ieqgh<n, P).
Montrer que le processus arrété (M )o<k<n est une sous-martingale. Vérifier enfin que le
processus arrété (M )o<kp<n d’une sur-martingale est @ nouveau une sur-martingale.

Exercice 3.2.4 On note (Zy)1<k<n le processus des gains et pertes du joueur
k
Vi<k<n  Zr=) X«
=1

Le processus prévisible (Xi)i<p<n Teprésente la stratégie utilisée par le joueur, les v.a. de
Bernoulli (€x)1<k<n, & valeurs dans {—1,+1}, représente les gains et pertes aléatoires, d chaque
étape du jeu. Plutot que de miser le double des pertes subies au cours du jeu, qui peut s’avérer
trop cotteuz, le joueur peut aussi envisager de ne miser qu’une plus faible proportion (1+a) > 1
de ce pertes.

1. Proposer un modéle probabiliste associ€ a cette stratégie d’arrét.

2. Montrer que l'on a
Zr lp—p =a 2+ a)f 2 10y,

3. Vérifier que

E(Zr 1rew) = % (1 n %)n_l

Exercice 3.2.5 Soit (Yi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les espaces (Ey)o<k<n,
de probabilités de transitions (My)o<k<n, et de loi initiale ng. On associe a toute fonction fy
sur By, le processus (Zy(fn))o<k<n défini par

VO<k<n Zi(fn) = E(fu(Yn) | Yi) = MgpaMyya ... M (fn)(Yr)

avec la convention My 1 Myio ... M, = Id, lorsque k = n.
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1. Montrer que (Zy(fn))o<k<n est une martingale par rapport d la filtration naturelle
(FY)o<k<n associée au processus (Yi)o<k<n-

2. On considére la suite de fonctions (Vi )o<k<n définies par la formule de récurrence inverse
Valyn) = fnlyn)
Ve(ur) = E(Virr(Yerr) | Y = ur)
Montrer que l'on a
YO<Ek<n Vie = Mgy1Myio ... My (fr)
En déduire que le processus (Vi(Yx))o<k<n coincide avec (Zk(fn))o<k<n-

Exercice 3.2.6 Soit (Zy)o<k<n une suite de nombres réels aléatoire sur un espace probabilisé
filtré (2, (Fi)o<k<n)- Soit (Ur)o<k<n 'enveloppe de Snell associée & (Zi)o<p<n définie par la
formule suivante

Uk =ast.= sup ]E(ZT | }—k) (2 Zk)
TeTy

ou Ty, désigne l’ensemble des temps d’arréts T supérieurs ou égauzx d k. On note (Tk)o<k<n les
temps d’arrét correspondent aux premiers instants de rencontre entre ces deux processus

Tk:mf{kgtgn : Zt:Ut}

1. Vérifier que l’on a
VE<Il<Ty Z, < U

2. Montrer que les processus arrétés (UlT"‘)le, avec 0 < k < n, sont des martingales.

3. Veérifier que l'on a
Wk<i<n  E(Zp | F)=0U

Exercice 3.2.7 Soit (Xi)o<k<n une chaine de Markov d valeurs dans des espaces (Ey)o<k<n,
et définie sur un espace probabilisé filtré canonique (Q, (FiX)o<k<n)- Soit (Uk)o<k<n l'enveloppe
de Snell associée a la suite de nombres aléatoires (Zy)o<i<n définie par

Zx = g1(Xk)

ot (gr)o<k<n désigne une suite de fonctions numériques sur les espaces (Ey)o<k<n-

1. On note My(xg—1,xr) les probabilités de transitions de la chaine Xy
P(Xx =% | Xp—1 = x—1) = Mp(vp—_1,21)
Montrer que lenveloppe de Snell (Uy)o<k<n peut s’écrire sous la forme suivante
Uk = U(Zk)

avec la suite de fonctions (Ux)o<k<n sur les espaces (Ex)o<k<n définies par les formules
de récurrence inverse

Ue(zr) = gr(@r) V M1 Ui1)(xr) (= ge(wr) V EUk+1 (Xe41) | Xk = 21))
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