Chapitre 2

Processus aléatoires discrets

2.1 Introduction

La notion de processus aléatoire est 1'une des notions les plus fructueuses de la théorie
de probabilités. Ces modeles apparaissent dés que l'on étudie des phénomenes évoluant
aléatoirement au fil du temps : dynamiques de populations en biologie, ou de particules
élémentaires en physique, processus de ruine dans des jeux de hasard, évolution de files
d’attentes dans des réseaux de communication, etc.

Nous avons déja rencontré de tels phénomenes dans les sections précédentes. En effet, toute
expérience aléatoire formée d’une succession d’épreuves élémentaires, peut s’interpréter comme
un processus aléatoire. Ainsi, les lancers de pieces de monnaie, ou encore les sélections de boules
dans une urne, peuvent s’interpréter séquentiellement, comme une succession d’expériences
élémentaires se déroulant dans le temps. Le résultat de telles expériences s’exprime comme un
évenement élémentaire dans un espace produit

cu:(wo,...,wn)EanEx...><E:E”Jrl
[ —

(n+1 ) —termes

ol wy représente le résultat de ’expérience initiale, et chaque composante w,, reflete le résultat
de la p-iéme épreuve. Dans le jeu de pile ou face, ces aléas w, € E = {0,1} représentent le
résultat du p-ieme lancer; w, = 0, si le résultat est pile, et w, = 1, si le résultat est face.

Nous étudierons dans ce chapitre les différents modes de réalisation d’un processus aléatoire.
La premiere section offre un exposé sur les interprétations de processus en terme d’arbres
d’épreuves. Ces modeles graphiques permettent de visualiser la réalisation d’un processus
a chaque étape de son évolution. Nous examinerons séparément les cas ou les transitions
élémentaires du processus dépendent ou non du point de départ.

La seconde section concerne 1’étude de l'information portée par un processus aléatoire
au cours de son évolution. Dans un premier temps, nous examinerons en détail deux types
de réalisations de marches aléatoires sur la droite réelle. Cette exemple nous permettra de
visualiser graphiquement I'information décrite par 1’évolution du processus. Par la suite, nous
examinerons les notions plus générales d’événements cylindriques, et de filtrations d’algebres
sur des espaces d’aléas. Ces modeles ensemblistes nous permettront de décrire de facon
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48 CHAPITRE 2. PROCESSUS ALEATOIRES DISCRETS

générale et abstraite des évolutions d’environnements aléatoires complexes. Dans le cadre
des mathématiques financieres, ces environnements aléatoires correspondent a des évolutions
de prix d’actions, des stratégies de financements de portefeuilles d’agents, des variations de
taux d’intéréts d’emprunts ou de placement, des évolutions de conjonctures économiques
ou géopolitiques nationales, ou internationales. Dans ce contexte, ces filtrations croissantes
d’algebres correspondent aux informations pergues par un observateur du marché financier, et
des conjonctures internationales.

La troisieme partie de ce chapitre concerne les décompositions canoniques de processus
aléatoires sur la base d’une filtration croissante d’algebres événementielles. Les décompositions
présentées dans cette section refletent les tendances locales, prévisibles ou non, d’un processus
aléatoire donné, par rapport aux informations regues au cours du temps.

Les quatrieme et cinquieme sections sont consacrées a 1’étude des martingales. Ces processus
représentent en quelque sorte des processus aléatoires imprévisibles par rapport a une séquence
d’observations donnée. La premiere partie offre un exposé synthétique sur les principales
propriétés de ces processus. Dans la seconde partie, nous examinerons les applications de la
théorie des martingales a la théorie des jeux aléatoires. Nous présenterons notamment des
stratégies de jeux équitables et aléatoires permettant de gagner la mise sur des événements
trées probables. Enfin, nous présenterons une technique de simulation d’une martingale a
conditions terminales fixées. Cet algorithme sera utilisé dans le chapitre suivant, concernant
les mathématiques financiéres, pour simuler une option, et décrire le portefeuille de couverture
associé.

2.2 Arbres et chaines de Markov

L’évolution temporelle de ces phénomenes aléatoires peut s’interpréter comme ’exploration
aléatoire d’'un arbre déterministe représentant toutes les réalisations possibles de ’expérience
en question.

La construction naturelle de cet arbre consiste a tracer pas a pas, et depuis un
noeud originel, tous les chemins conduisant aux résultats envisageables (deux & deux
incompatibles avec les premieres épreuves). Chaque éveénement élémentaire

w = (wo,...,wn) €L, =E"

correspond ainsi & un chemin, ou a une branche, allant du noeud initial a 'un
des noeuds terminaux. Il est important de noter que l'instant n joue ici le roéle
bien particulier d’horizon terminal du processus. En d’autres termes, le parametre
n correspond a la hauteur de l’arbre des épreuves.

On affecte ensuite a chacun des chemins élémentaires, leurs probabilités de réalisation
respectives.

La probabilité de suivre un chemin donné au cours de l’expérience, n’est autre
que le produit des probabilités élémentaires le long du chemin. La probabilité d’un
évenement aléatoire formé de plusieurs chemins est la somme des probabilités des
chemins.
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2.2.1 Feuillages de Bernoulli

Les processus aléatoires les plus élémentaires sont formés de n successions d’évenements
élémentaires indépendants, et a valeurs dans des espaces réduits a deux points. Ces phénomenes
aléatoires biphasés peuvent étre représentés mathématiquement par des séquences de v.a.
indépendantes €, de lois de Bernoulli

pr(u) = ag 11(u) + (1 — ag) 1o(u) avec ar €10,1], et 0<k<n

Le couple de symboles {0,1} peut représenter tout type de phénomeéne biophysiques, tel le jeu
du pile ou face, I'ouverture ou la fermeture d’un interrupteur électrique, ou I’échec ou le succes
d’une expérience. Ces processus s’expriment de fagcon naturelle sur 'espace produit

Qp={w : w=(wo,...,wn) € E"M = E"" avec E={0,1} (2.1)

muni de la mesure de probabilité produit

n

Pn(wo, . ,wn) = H (Oék 11(wk) + (1 — Oék) 10(wk))
k=0

Plus précisément, si ’on considere les v.a. canoniques
(€0 s €n) i wE Q= w=(wo,...,w,) € E"T
on vérifie aisément que pour toute séquence (ug, ..., u,) € E"™ on a
(€0s--ren) T {(uos ..y un)}) = {(uo, ... un)}

Par conséquent, et par définition des lois de probabilités de v.a., la séquence (eq,...,€,) est
distribuées selon la loi trajectorielle définie par la mesure produit

Plosen) (ug, . un) = Pul((€os---ren)  {(uo, ... un)}))
= Puluo,... un) = [ ] (o Li(ur) + (1 — ax) Lo(u))
k=0

La figure suivante représente I’arbre des épreuves associé a ce modele de Bernoulli lorsque n = 2.
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W"1=(0,0,0)

wA2=(0,0,1)

WA3=(0,1,0)

Wh4=(0,1,1)

W5=(1,0,0) n=2

Omega_n={w"i : i=1,...,8}

WA6=(1,0,1)

WA7=(1,1,0)

wA8=(1,1,1)

k=0 k=1 k=2

F1G. 2.1 — Arbre de Bernoulli

Exemple 2.2.1 La mesure de probabilité correspondant a une succession de n expériences
aléatoires homogénes en temps, et a valeurs dans {0,1}, est donnée par la mesure produit

P, (w) =P, ((wi,...,wn)) =p** (1 =)t x ... x p“~(1 —p)t™*" avec pe€[0,1]

Dans ce conteate, ’événement Ay, correspondant a k succés (i.e. Y . w; = k), est formé des

chemins w = (w1, ...,wy) € {0,1}" contenant exactement k fois 1. La probabilité de chacun de
ses chemins est donnée par

n ) n—SF n—
Pp(w) = Pp((i,. . wn)) = p=i=1@i(1 = p)"~ 2= = p (1 — )"

Comme il y a CF chemins possibles contenant exactement k fois le chiffre 1, la probabilité de
l’événement en question est donnée par la loi binomiale

P(Ag) = Cy p"(1 —p)" "
2.2.2 Feuillages chaotiques
Comme nous ’avons souligné dans l'introduction, une suite de v.a. indépendantes

(€0, €15 -,€n)

arbitraires, de lois respectives pug,..., , sur un espace fini E, peu s’interpréter comme un
processus aléatoire évoluant chaotiquement dans E. Ce processus élémentaire prend a chaque
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instant k, une valeur aléatoire ¢, indépendante des états passés de 1’évolution €q, ..., €x_1.
La séquence de v.a. de Bernoulli examinée précédemment est un cas particulier de tels
processus. Les trajectoires aléatoires de ce modele probabiliste peuvent a nouveau étre décrites
canoniquement sur ’espace produit

Q={w : w=(w,...,w,) € E"'} = E*t!

muni de la mesure de probabilité

P, (wo, .-y wn) = po(wo) - -« pn(wn)

Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans le cadre des v.a. de Bernoulli, on vérifie sans
trop de peine que les variables aléatoires trajectorielles canoniques

(€0y..r€n) W EQ, =" we ErT!

sont distribuées selon la mesure produit

P(EO"“’E")(UO, ey ) = po(uo) - i (up)

Ce processus élémentaire, lorsque E = {0, 1, 2}, peut se représenter schématiquement par 'arbre
des épreuves décrit dans la figure suivante. Compte tenu de I'explosion combinatoire, pour
simplifier la présentation, certaines branches ont été omises, et seule une partie des transitions
sont spécifiées.
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k=0 k=1 k=2

Fi1G. 2.2 — Arbre chaotique

2.2.3 Feuillages markoviens

Dans les sections précédentes, nous avons étudié les interprétations en terme d’arbres,
d’espace d’événements (2, définis par des espaces produits

Q={w : w=(wo,...,w,) € E"} = gt

ou F désigne un espace fini. Dans ce contexte, chaque aléa w = (wo, .. .,wy) € , correspond
a la donnée d’une branche sur I’arbre des épreuves

Wo — W1 — ... —> Wn-1 — Wn
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Les feuillages markoviens correspondent a la situation ou les probabilité de passage d’un noeud
donné w,, a un autre wyy1 ne sont pas indépendantes du noeud de départ. Pour décrire cette
situation, on se donne une famille de matrice stochastiques

My = (My(2,9))z,ycE

avec 0 < k < n.

Une matrice stochastique My, est une matrice a entrées positives, dont la somme des
termes de chaque ligne vaut 1

V(z,y) € B> Mi(z,y) >0 et > My(z,y) =1
yeE

On interprete les entrées de chaque ligne (M (z,y))ycr, comme les probabilités de passage du
point x vers 'un des états possibles y € E.

M(x,d)

F1G. 2.3 — Probabilités de transitions

On affecte ensuite a chaque chemin élémentaire (wg_1 ~> wy) de Parbre des épreuves, la
probabilité My (wg—_1, wk).

M1(wowl) M2(wlw2) M3(w2w3) M4(w3,w4) M5(w4,w5)

w0 wl w2 w3 wé w5

muO(wf

M1(vOv1) M2(v1,v2) M3(v2,v3) M4(v3,v4) M5(v4,v5)

va4

muovo) VO vl v2 v3 V5

F1G. 2.4 — Probabilités de transitions
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Comme précédemment, la probabilité de partir d’un état initial wg, choisi selon une loi pg
sur E, puis suivre un chemin donnée

Wp — W] — ... — W] — W — ... — Wy

au cours de I'expérience, est donnée par le produit des probabilités élémentaires le long de ce
chemin

]P)n(wOa cee 7(")11) - NO(WO)Ml(WOawl) ce Mn(wn—lawn)

Il est souvent utile d’étendre les modeles précédents a des processus évoluant a chaque
instants p dans des espaces E, dépendants du parametre temporel.

L’espace des évenements associés a ces situations non homogenes sont définis de la
facon suivante

Q, = {w: w=(wo,...,wn) € Eyx...x Ep}
= EyxFEyx...x E,

ou (Ep)o<p<n désigne une suite d’espaces finis. Les interprétations arborescentes de
ces espaces sont définies comme précédemment, en considérant des feuillages non
homogenes. La probabilité de suivre un chemin

Wwop—wW1 — ... — Wg—1 — W — ... — Wnp
est toujours donnée par le produit des probabilités élémentaires le long de ce chemin
Ppn(wo, ... ,wn) = pio(wo) M1(wo,w1) . .. My (wn—1,wn)

Dans ce cadre non homogene en temps, M) désigne une collection de matrices
stochastiques représentant les probabilités de transition de I’espace E_1, vers ’espace
E.

La figure suivante représente I'arbre des épreuves associé a une évolution aléatoire entre les
espaces suivants

EOZ{I}WEl 2{1,273}M—>E22{172}WE3:{1}WE4={172}
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1 wa=a112)

1 1/
o WR2E(LLL2)
1

wA3=(1,12,1,1)
wh=(1,12,1,2)

1 2 ,
1 WA5=(1,2,1,1,1)
) 1 L1 ' 2 Wh6=(1,2,1,1,2)
1 1 WA7=(1,2,2,1,1)
< 2 1 I\
2 = : 2 wh8=(1,2,1,1,2)
1 WA9=(1,3,1,1,1)
1 1
- 4 wA{10}=(1,3,1,1,2)
3<2

1 _
1 wA{11}=(1,3,2,1,1)
4 2 wN12}=(13212)

Fic. 2.5 — Evolution non homogene

N

La loi P50 %") de la v.a. trajectorielle (Xo, ..., X,) canonique
(Xo,..., Xpn) twe, = (Xow),...,Xpnw)) =(wo,...,wn) € (Ey x...x Ep)
est donnée pour toute trajectoire (zo, ..., x,) € (FoX...x E,) par la formule produit
}P’SZXO"“’X")(QCO, cey @) = po(xo)Mi(zo, 1) ... Mp(Tn—1, )

De telles séquences de v.a. (X} )o<k<n sont appelés des chaines de Markov, a valeurs
dans les espaces (Ej )o<k<n, de probabilités de transitions (M} )o<k<n, €t de loi initiale

Ho-

2.3 Processus aléatoires

Cette section a pour objectif d’introduire un certain nombre de notions abstraites, et
fondamentales, sur lesquelles est édifiée la théorie des processus aléatoires. Les notions de
filtration d’algebres, d’adaptation, et de prévisibilité, font partie du langage courant du
probabiliste. Elles permettent en quelques mots de préciser les caractéristiques d’un modele
aléatoire, sans rentrer dans la construction détaillée des espaces probabilisés sur lesquels sont
définis les processus étudiés. Enfin, ce cadre abstrait révele de nombreuses propriétés analytiques
ou algébriques universelles de phénomenes aléatoires spatio-temporels.

2.3.1 Marches aléatoires

Considérons une suite de v.a. indépendantes €, ..., €,, & valeurs dans {—1, 1}, de méme loi
de Bernoulli
p(u) =a 1i(up) + (1 —a) 1-4(up) avec « € [0,1]
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On associe a cette suite aléatoire, la séquence des v.a. (Xi)o<k<n définies par
Xpe=€1+...tex=Xp_1+¢€p k=1,....n

avec Xo = 0. La suite aléatoire ainsi construite forme clairement un processus aléatoire a
incréments indépendants

AXp =usr (X — Xp—1) = €

Ce processus est initialisé en 'origine Xy = 0, et il évolue de I'espace

k
E, = {Zw : (ula---;uk)e{_lvl}k}
=1

(W) x4+ (1) x(k—1) : 1=0,... .k} ={2k—1:1=0,....k}

vers Ej41 selon les transitions de probabilités My41(z,y) données pour tout x € Ej par la
formule

Myy1(z,y) = a lepa(y) + (1 —a) 1.-1(y)

Cette chaine de Markov est appelée une marche aléatoire sur la droite réelle. Son interprétation
dépend du domaine d’application. En physique, X représente la position d’une particule
élémentaire évoluant & chaque étape, soit d’'un pas vers avant, soit d’'un pas vers l'arriere.
En biologie, ce processus aléatoire s’interprete plutot comme un processus de naissance et mort
dans une population initialement formée de Xy individus. En théorie des jeux, X} représente
les pertes et gains successifs au cours d’un jeu de hasard. Enfin, en mathématiques financieres,
les v.a. de Bernoulli ¢; correspondent aux tendances a la hausse, ou a la baisse, du cours d’une
action.

Le processus que nous venons de définir admet deux types d’interprétations arborescentes :

1) La premieére interprétation est associée associée aux multiples choix des incréments
aléatoires AX, = ¢p, lors de I'évolution du processus depuis son origine, jusqu’au temps
terminal n. Ce modele d’arbre coincide avec I'interprétation arborescente de I'espace des aléas

Qo ={w : w=(w1,...,wn) € {-1,1}"}
muni de la mesure de probabilité produit
P (wry .oy wn) = p(wr) ... p(wn)

La figure suivante donne 'interprétation graphique de 'espace des aléas ()¢, lorsque n = 2.
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+1 WM=(+1,+1,+1)
n=3
Omega_3"{epsilon} -1 wh2=(+1,+1,-1)
41 W3=(+1-1+1)
a1,
g WM=(+1-1-1)
+1 b1 WABS(-1+1+1)
< / ( o1 wWes(-1+1-1)
_1\ <+1 WAT=(-1,-1,+1)
-1
-1 wM8=(-1,-1,-1)
FIG. 2.6 — L'espace Q5 = {w’ : i=1,...,8}
On observe que chaque séquence d’incréments
w=(w1,...,wp) €Q ={-1,1}"
conduit le processus a suivre la trajectoire
0€EF)y—>w €FE— (witw)€FE —...— (wi+...4+wy) €EE,
On définit ainsi le processus (Xp, ..., X,) sur I'espace probabilisé (Q,P¢). Plus précisément,

on réalise la chaine de Markov X en terme du processus canonique des incréments

(€1,..r€6n) : W= (w1,...,wy) €EQ, —w=(w1,...,w,) € {-1,1}"
par la donnée de I'application
(X0, Xn) :weQ, — (Xo(w),...,Xpnw)) € (Bg X...x Ey)
avec, pour chaque séquence d’incréments w = (w1, ..., wy,) € QF

(Xo(w), X1 (w), Xa(w), ..., Xn(w))

= (0,¢61(w), €1(w) + e2(w), .. ., 22:1 ep(w))

:(O,wl,wl +w2,...,ZZ:1wp) S (EQ X F1 X Ey x ... XEn)

Par construction, la loi de la trajectoire (Xo,..., X, ) est donnée par

PO X0 (g0 )

=P ({we Qs : (Xow),...,Xn(w)) = (x0,...,20)})
=P({weQ, : (0,wi,w1 +wa, .o, D00 wp) = (0,21, -, Tn) }

= 10(%0) P;({(ﬂil, Ty —L1,3 —T2y...,Lpy — Jin_l)}
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Par définition de P, on obtient

PXovXn) (g an) = 1o(xo) p(zn) p(xe — 1) ... (@ — Toe)
Lo(wo) Mi(xo,21) ... Mp(n_1,%n)

2) La seconde interprétation est associée aux chemins canoniques de ’évolution de la chaine de
Markov. Dans cette situation, le modele d’arbre coincide avec 'interprétation arborescente de

I’espace canonique
QX = (Ey x By x ... x E,)

muni de la mesure de probabilité markovienne
]P’ff(wo,wl, oy wn) = lo(wo) My (wo,w1) -« - My (wWn—1,wn)
et de la v.a. canonique
(X0, Xpn) 1w € QX = (Xo(w), .o, Xn(w)) = (wo, -+ ,wn) € (Bo X ... x Ey)
Par construction, la loi de la trajectoire (X, ..., X,,) est clairement donnée par
PXosoXn) (0 an) = 1o(xe) Mi(zo,@1) ... My(Tp_1,2n)

La figure suivante représente 'interprétation graphique de I'espace des aléas X, lorsque
n = 4, en terme d’un arbre binomial.

-4

E0={0} E_1={-1+1} E 2={-2,02] E_3={-3-1+1+3} E_4={-4,-202-4

FiG. 2.7 — L’espace Qf
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En résumé, une marche aléatoire est une chaine de Markov (X%)o<k<, définie sur
un espace de probabilités (2,P), d’origine Xy = 0 et de probabilités de transitions
homogenes

M(z,y) =4 PXp=y|Xp1=2)= ]P)Xk‘xk_l(mf)
= algi(y) + 1—a)ly_1(y) avec a€]0,1]

Pour décrire une réalisation dynamique de cette chaine, on se donne une suite de v.a.
indépendantes (ex)1<k<n distribuées sur {—1,+1} selon la méme loi de Bernoulli

Plep =41)=1—-Ple= — 1) = «
On associe a cette séquence, le systeme dynamique aléatoire donné par

{Xk = Xp_1+er

v ] (2.2)

2.3.2 Evénements cylindriques

Dans ’exemple de la marche aléatoire, nous avons exhibé deux types de réalisations d’un
méme processus aléatoire (X, ..., X, ); 'une associée a la réalisation canonique d’une suite de
v.a. indépendantes (1, ..., €,) sur un espace probabilisé (¢, P¢); la seconde correspondant &
la réalisation canonique classique de la chaine sur un espace probabilisé (QX PX).

Il existe donc en général de nombreux choix d’espaces probabilisés (€2,,P,) sur lesquels
un méme processus aléatoire (Xo, ..., X,,) peut étre réalisé. En pratique, le choix d’un espace
dépend du degré de finesse avec lequel on souhaite décrire le processus.

Afin d’éclaircir la présentation, et de préciser les interprétations graphiques des diverses
notions que nous allons introduire, nous conviendrons par la suite qu’une chaine de Markov
donnée est toujours définie sur son espace probabilisé canonique

Q, = (EogXEyx...xE,)
P, (wo,wi,...,wn) = po(wo)Mi(wo,w1) ... Mp(wn—1,wn)
avec
(X0, -y Xn) tw € Qp— (Xo(w),..., Xpn(w)) = (wo,...,wn) € (Eyg X...x Eyp)
(Xo,..

On rappelle que la loi P de la v.a. trajectorielle (Xo,..., Xp) sur (Bg X ...x Ey,) est
donnée pour toute trajectoire (zo, ..., =) € (Eo X ... X E,) par la formule produit

P,SXO’“”X")(QCO, coy @) = polxo)Mi(zo, 1) ... Mp(zn—1,2n)

Ce modele canonique nous permettra a la fois d’introduire naturellement, et d’étudier
rigoureusement, diverses notions structurelles associées a 1’évolution du processus aléatoire.
Nous reviendrons sur la non unicité du choix des espaces probabilisés, lorsque nous aborderons
la notion d’adaptation du processus a une filtration d’algebres d’évenements.
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On représente 'information associée au déroulement d’un processus
Xo—> X1 —...— X1 — X

depuis son origine jusqu’a un instant k € {0, ..., n}, par la donnée de la décomposition
DX de €y, définie ci-apres

DY =i {Al(xo,....xr), (To,...,x) € EFFL)
avec les évenements

Ap(zo,y .. zp) = (Xoy. s Xp) T {(z0,. - 21)})
= {weQ, : Xow),...,XxWw)) = (xo,...,2x)}

On notera que chaque évenement cylindrique A} (zo,...,x;) contient bien toute
I'information connue sur la trajectoire, depuis son origine jusqu’au temps p. En effet, par
construction, nous avons

Vwe AL (zo,..., %) Xo(w) = z0, X1(w) =21,..., Xi(w) = x4

On retiendra que I’événement composé Aj(zo,...,zr) est formé de tous les aléas
élémentaires w € (2,, conduisant le processus a suivre la trajectoire (x, ..., z;) depuis
son origine, jusqu’au temps k.

Il est particulierement intéressant de visualiser graphiquement ces éveénements cylindriques
sur ’arbre de épreuves. Plus précisément, sur ’espace canonique I’événement

AZ(xO’ T ,Jﬁk) = {w € Q" : (XO(("J)7 o 7Xk(w)) = (I(), .. .,ij)}
= {(xoy.. . 2k)} X Egg1 X ... X By

correspond au sous-arbre ou a la ramification, formé de la branche issue du noeud originel,
passant respectivement par les noeuds intermédiaires x1, ..., et xx, puis complété par le reste
de I'arbre issu du dernier noeud xy.
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X0 x1__ _x2 X(k-H—= xk

A_KN(X0.X_L,...xK) J \

kil K#2  ke3 ni=k+(n-K)

Fic. 2.8 — Evenements cylindriques

La trajectoire du processus, depuis 'origine jusqu’au temps k. s’exprime sur chacun
de ces évenements, par la formule synthétique suivante

(Xoy. .y Xi) = 3 (%0, - - Tk) Lag(so,.ran)
(%0,-..,xk)E(Eo X... X Ey)

Cette représentation fonctionnelle souligne le fait suivant :
Si I’évenement A} (zo, ..., xx) se réalise, la trajectoire du processus prend la valeur
(zo,...,2k), et inversement. Plus formellement, nous avons I’équivalence

w € A(zo,...,z) <= (Xo,..., Xp)(w) = (zo,...,xk) (2.3)

Lorsque k coincide avec ’horizon terminal k = n, et sur I’espace canonique, les événements
cylindriques se réduisent a des singletons trajectoriels

Ar(xos. . yxn) = {weQ, : (Xow),...,Xnw)) = (xo,...,2n)}
= {(zo,...,zn)}

Dans ce cas, la partition D™ de I’espace canonique est formée de tous les singletons trajectoriels
envisageables

OISR {{(zo,..yzn)} : (To,...yxn) € (Bp X ... X Ey)}
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Par définition des lois conditionnelles par rapport & des partitions, et avec des
notations abusives évidentes, nous avons

Pq(’LXkJrl’.wXTL)((mk-Fla s 733") | DZ,X)
_ Z Pslxk+17...,Xn)\(Xo,m,Xk)((karl’,,,,xn) | (zo,...,2k)) 1A§(Io,~~~,zk)
(zo,...

En combinant (2.3) avec les propriétés de Markov, on trouve que

]P)(XP+1x~~~7Xn)‘(X0""7XP) ((

" Tptl, - Tn) | (Toy. ., Tp))

= Mp+1(2p, Tp+1) Mpt2(Tpt1, Tpt2) - .- Mp(Tn—1,2n)

On obtient finalement la représentation fonctionnelle suivante.

X yeees X n
Pgl e )(($p+1,...,33n) | Dp’X)

= Mpt+1(Xp, Tpt1) Mp+2(Tpt1, Tpt2) - - - Mp(Tn—1,2n)

Cette formule reflete le fait que les événements passés associés a la trajectoire (Xo,
n’influencent pas le futur du processus (Xg41, - .., X, ), sinon par la valeur de I’état du
X a linstant présent. La plupart des processus que nous avons rencontré vérifient cette
propriété de Markov. C’est bien entendu le cas des marches aléatoires sur la droite réelle,
les évolutions de population biologiques, ou encore le nombre des succes et échecs dans une
répétition d’expériences biphasés.

2.3.3 Filtrations de partitions

ooy Xk)
systeme

Commengons par remarquer que I'on a les décompositions événementielles suivantes

AZ(J?(), ce

ap) = (Xo, o, X)) ({(20, - 7))
= pr+1€Ep+1AZ+1($07 <oy Ip, prrl)
= pr+17yp+2€(Ep+1><Ep+2)Az+2 (an ey Tpy Ypt1,s yp+2)

— n
- pr+1,...7yn€(Ep+1><...><En)Ap+2 (330, sy Ty Ypt1y - vyn)
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Sur Iespace canonique, ces décompositions d’évenements s’expriment sous la forme équivalente

AP (o, -+, Tp)
= pr+1€Ep+1{(xO’ i axpvyp+1)} X (EP+2 XX En)
= pr+1ayp+2€(Ep+lXEp+2){(x07 ey Tpy Ypt1, yp+2)} X (Ep+3 X ... X En)
= pr+1,...,ynE(Ep+1><...><En){(x07 <oy Loy Yp+1, Yp+25 - - - 7yn)}
Autrement dit, chaque éveénement A;}(a:o, ..., xp) représentant une information précise jusqu’au

temps p, peut étre décomposé sur toute I'information future envisageable. Néanmoins, savoir que
I'une d’entre elles pourra se produire, ne permet bien évidemment pas de prédire grand chose!
Ces représentations n’apportent donc aucune information sur 1’évolution future du processus.

En conclusion, nous avons décomposé les informations selon une filtration croissante
b
de partitions
n,X n,X n,X n,X n,X
Dy CcDy" C...CcDyy CcDyp*C...Cc Dy

En terme d’arbres, ces propriétés de monotonie expriment le fait que tout sous arbre

n n, X ~ ’ ’ . n, X
Ap (0, ...,2p) de D, , peut étre décomposé en une famille de sous-arbres de D,i5-

Exemple 2.3.1 Considérons l’espace canonique des aléas associé a des v.a. de Bernoulli décrit
en (2.1). Dans cette situation, nous avons

Dy = {{(Uo, o up) b x {0, 1}("_p) : (uo, ..., up) €40, 1}p+1}
Ainsi, sur [’événement cylindrique
{(0,1,0,1,1,1,0)} x {0,1}(»=7
la trajectoire depuis son origine jusqu’au temps 6, est parfaitement connue
(e0y-..,€6) =(0,1,0,1,1,1,0)

Néanmoins, lorsque cet évenement se réalise, nous avons aucune information sur les valeurs
des états suivants €,, avec p > 6. Par exemple, lorsque n =9, la décomposition de I’événement
cylindrique

{(07 la 07 17 1» 17 0)} X {07 1}2 = Uu,ve{O,l}{(O7 la 07 17 1» 17 07 U, v)}

exprime le fait que sur l’événement
{(0,1,0,1,1,1,0)} x {0,1}?
l'une des 4 possibilités suivantes pourra se produire

(0,1,0,1,1,1,0,u,v) avec (u,v) € {0,1}>



64 CHAPITRE 2. PROCESSUS ALEATOIRES DISCRETS

Notons pour conclure que chaque v.a. trajectorielle ((eo,...,€p)) $’exprime sur la partition
d’évenements Dy par la formule

(€0y...,€p) = Z (wos - -, up) Ipne

(w0, up)€{0,1}3PH1

2.3.4 Filtrations d’algebres

La plus petite algebre ]—';,"X contenant D;"X est donnée par la formule suivante

FrX = on(Xo,. ... Xp)
= {(Xo....X,) ' (By) avec B, C (Eyx...xE,)}

De plus, chaque éveénement de ]-";,"X peut s’écrire sous la forme

(Xo...,Xp) " HBy) = Ulwoy.sop) By Ap (0,5 - 1)

avec

Al (zo,. .. xp) = (Xo,- ., Xp) " ({(wo, .-, xp)})

Sur I'espace canonique
QX = (B x ... x E,)

on rappelle que chaque éveénement cylindrique est donné par la formule explicite suivante
(Xo...,X,) " H(By) = Bpx(Epy1 x...xEy)
= Ulzo,....,)€B, ({(zo, .. zp)} X (Epy1 X ... x Ep) )
Par conséquent, en terme graphique, chaque évenement
(Xo...,Xp) '(By) = (Bp x (Epy1 X ... x Ey)) € FX

correspond donc a la forét formée par les arbres A7 (zo,...,7;), dont les troncs (xo,...,zp)
sont dans B,.

Les trajectoires depuis l'origine jusqu’au temps p, sont bien mesurables par rapport a ces
algebres
VO<p<n (Xo,...,Xp) € Fp™
néanmoins, on a en général
Vo<g<p<n  (Xo,...,Xp) g F)o¥
Autrement dit, 'information contenue dans ]-";;)1( est insuffisante pour décrire les trajectoires
depuis leurs origines, jusqu’au temps p. Par exemple, nous avons sur ’espace canonique

X, ({ap}) = (Box...xEp_1)x{ap} x (Epp1 X ... x Ey)
¢ FX 1 ={Bp-1 X Epx (Epy1 x...xEy) : By_1 C(Egx...x Ep_1)}
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En conclusion, nous avons construit sur I'espace canonique (Q:X,PX) une filtration
croissante d’algebres représentant I’adaptation du processus lors de son évolution

FoX et crp cFrt c c X =P(Eo x ... x By)

De plus, par définition des lois conditionnelles par rapport a une algebre, nous avons
pour tout 0 < p<n

Xpi1, X, "

p{Xr+ N(@psry - n) | F2X)
Xpi1,Xn n

— pKrt "(@p1y- o) | DY)

= p+1(va xp+1)Mp+2(33p+1v xp+2) .- -Mn(mn—lv xn)

Ces proprités de Markov peuvent alternativement s’exprimer par la formule suivante
Xpi1,eXn
ot Xn) (@ y ) | on(Xo, - X))

Xpi1,eXn
— pXpi1 N(Zpsts s ) | on(Xn))

= Mp1(Xp, Tpt1) Mpr2(Tpi1, Tpt2) - .- Mn(Tn—1,25)

2.4 Décompositions canoniques

2.4.1 Information et filtrations

Dans les sections précédentes, nous avons étudié la notion de filtrations d’algebres associées
a des processus aléatoires. Ces objets ensemblistes représentent I'information que 'on peut
acquérir en observant 1’évolution d’un processus depuis son origine jusqu’au temps terminal.
D’un point de vue mathématique, cette information est modélisée par des partitions ensemblistes
de plus en plus fine de 'espace des évenements élémentaires. Chaque partition reflete tous les
évenements aléatoires que ’on peut observer au cours de ’évolution du processus.

En accord avec la discussion menée a la section 1.3.2, page 40 (voir aussi 'exercice 1.2.5),
chaque algebre d’évenements abstraite peut s’interpréter comme une algebre engendrée par une
collection de v.a. numériques. En pratique, ces v.a représentent 1’évolution d’un phénomene
aléatoire plus ou moins complexe : évolutions de cours d’actions financiéres, variations des
valeurs de portefeuilles, ou de taux d’intéréts d’emprunts. La propriété de monotonie reflete
le degré croissant de finesse, et de pertinence, de 'information que 'on acquiert au cours du
temps en observant le processus. En ce sens, une filtration croissante d’algebres d’évenements
peut s’interpréter comme l'information mesurable associée & 1’observation de 1’évolution d’un
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environnement aléatoire au cours du temps. De telles situations sont décrites par le modele
probabiliste suivant.

Définition 2.4.1 Un espace de probabilisé filtré (Q, (Fplo<p<n,P), est un espace
probabilités (Q,P) muni d’une filtration croissante d’algébres

FoCHC...CFp1CFyC...CF,

Pour poursuivre notre analyse, il convient de rappeler que chaque algebre F,, est engendrée par
une partition Dy, = (D;p)icr, de 2, formée d’évenements deux a deux incompatibles, et ayant
pu se réaliser au temps p. Pour fixer les idées, supposons que ’aléa en cours de réalisation w € €2
appartient & I'un des ensembles D; ,, C D,. Dans cette situation, nous avons trivialement

wEDi,p et Vj?él wng)p

Autrement dit, a 'instant p, nous savons que seul I’évenement D, , s’est réalisé! Néanmoins
Iensemble D; , C Q est lui méme formé d’évenements élémentaires et il nous est impossible de
discerner lequel des événements w’ € D, ,, c’est réellement produit!

A linstant suivant (p + 1), l'algébre Fj,11 est engendrée par une partition Dpyq plus fine
que D,. Par conséquent, il existe une collection d’indices I; ,41 C I, telle que

we Dip=VUjer, 11 Djps1

Les ensembles D;,,; formant une partition de D;,, I'événement en cours w appartient
nécessairement a 'un d’entre eux

w€ Dip=VUjer, , ., Djpr1=3j€Lipy1  weDjpn

A D'instant (p+ 1), nous savons que désormais que c’est I’évenement D; 11 C D;, s'est réalisé.
Cette inclusions souligne le fait que nous avons plus d’information sur I’événement élémentaire
qui s’est produit, sans toutefois discerner lequel des événements élémentaire

w' € Djpr1 C Diy

c’est réellement produit ! Néanmoins, au cours du temps, la finesse des partitions nous renseigne
de plus en plus sur cette question.
X

n

Exemple 2.4.1 L’espace canonique (X, PX), associé a une chaine de Markov (Xy)o<k<n, et

muni de la filtration d’algébres
FrX =o,(Xo,...,Xg) avec 0<k<n

décrites dans la section 2.3.4, est un espace de probabilités filtré. Cette filtration est appelée la
filtration canonique naturelle associée au processus Xp.
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Exemple 2.4.2 Considérons a nouveau une suite de v.a. indépendantes €q,. .., €,, & valeurs
dans {—1,1} C R, de méme loi de Bernoulli

pu) =a 1i(up) + (1 — ) 1-1(up) avec o€ [0,1]
On conviendra que ces v.a. sont définies sur 'espace probabilisé canonique (25, P5), avec

Qo ={-1,1}" et P, (w1,...,wn)=p(wi)...pulwn)

La filtration canonique naturelle associée d la suite €, est donnée par

FpC=onler, ..., €p)
et (Q,, (Fp)o<p<nlPy,) est clairement un espace probabilisé filtré.
Exemple 2.4.3 On associe a la suite de v.a. de Bernoulli eg,..., €, décrite dans ’exemple
précédent, le processus aléatoire initialisé en Xo = 0, et évoluant de E,_1 vers l’ensemble

E,(={2p—k, k=0,...,p}) selon la formule
AXp —déf. (Xp - prl) = Ep

Lespace (5, (Fp )o<p<nlPs) muni des sous algebres

f;“X = O'(Xo, ceey Xp) ( C P(Q:L))

est encore un espace probabilisé filtré. On notera que cette filtration d’algébre coincide avec celle
présentée dans l'exemple 2.4.2. Plus précisément, nous avons

n,X __ _ _ n,e
Fpt =0(Xo,. ., Xp) = onler, ..., 6p) = F)
A titre d’exemple, nous avons

(61762763)_1({(17 -1, 1)}) = {w €Q;, : (e1,€2,63)(w) = (1,1, 1)}
{we Q) (X1, X2, X3)(w) = (1,0, 1)}
= (X1, X2, X3) 1 ({(1,0,1)}

2.4.2 Adaptation et prévisibilité

Nous avons vu dans la section précédentes que les filtrations d’algebres (Fjp)o<p<n sur des
espaces d’évenements sont bien souvent en pratique associées & des phénomenes aléatoires trop
complexes pour étre décrits par un unique processus aléatoire simple. Ces modeles probabilistes
abstraits représentent l'information pergue par un observateur. En théorie des jeux, 'algebre
Fp représente I'information dont dispose un joueur sur le déroulement du jeu jusqu’au temps p.
Dans les modeles de mathématiques financieres, ces filtrations représentent plutot la diversité
des informations qu’un agent financier peut utiliser pour aménager son portefeuille d’action,
tout en observant I’évolution d’un certain nombre de parametres aléatoires. Dans ce contexte,
les flux des valeurs des actifs, les stratégies d’aménagements de portefeuilles, ou encore les
variations des taux d’intéréts bancaires, sont ils mesurables, et quantifiables, par rapport a
ces informations ? Peut on prévoir leurs évolutions ? En langage probabiliste, ces deux notions
correspondent aux propriétés d’adaptation et de prévisibilité définies ci-apres.
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Définition 2.4.2 Une suite de v.a. (Xp)o<p<n, & valeurs dans des espaces
(Ep)o<p<n, et définie sur un espace de probabilités filtré (0, (Fp)o<p<n,P), est dite
adaptée lorsque l'on a

YVO<p<n (Xo,...,Xp) € Fp
La suite de v.a. (Xp)o<p<n est dite prévisible lorsque l'on a

VOSPS” (X()a"'aXp)gfp—l

avec la convention F_1 = {0,Q}, lorsque p = 0.

La propriété d’adaptation souligne le fait que les v.a. trajectorielles (Xo, ..., X,) peuvent se
représenter en terme d’évenements de F,. Autrement dit les évenements

Ap(@o,. . 2p) = (Xo,- ., Xp) " ({(20, - -, 2p)})

sont dans I’algebre F,, et font partie de I'information que I’on peut observer jusqu’au temps p.
Plus précisément, nous avons la décomposition fonctionnelle

(Xo,...,Xp) = Z (xo,...,xo) 1Ap(f0,~~~7fp)
(Ig,...,IP)E(E()X...XEp)

La propriété de prévisibilité reflete une situation ou les les évenements A, (xo, ..., zp) sont
dans l'algebre F,_;. Ces évenements font désormais partie de I'information que l'on peut
observer au temps (p — 1). Dans ce cas, la valeur X, du processus au temps p est prévisible des
Iinstant (p — 1).

Exemple 2.4.4 En reprenant les exemples précédents, on vérifie aisément que les suites
(€p)o<p<n, et (Xplo<p<n sont toutes deuz adaptées a la filtration (Fp“)o<p<n. De méme, on
vérifie les processus retardés

X; =aer. Xp—1 €t €, =qer €p—1

sont prévisibles par rapport a la filtration (F}*)o<p<n-

Nous arrivons enfin a la définition abstraite tant attendue d’un processus aléatoire.

Définition 2.4.3 Un processus aléatoire & valeurs dans un ensemble (fini) E est

une suite de v.a. adaptées (Xp)o<p<n @ valeurs dans E, et définies sur un espace
probabilisé filtré (2, (Fp)o<p<n, P).
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I peut étre utile de souligner & nouveau que pour tout processus aléatoire (X, )o<p<n défini sur
un espace probabilisé filtré (€2, (Fp)o<p<n,P), nous avons les inclusions d’algebres

-7:;5( —déf. U(XOa e 7XP) - ‘7:20

La définition abstraite précédente nous permet donc d’analyser des processus aléatoires définis
sur des espace probabilisés muni de filtrations d’algebres autres que les filtrations canoniques.
Cette souplesse de modélisation est particulierement utile lorsque ’on étudie plusieurs processus
aléatoires sur le méme espace probabilisé filtré. Dans cette situation, les algébres F,
représentent 1’adaptation de tous les phénomeénes aléatoires en jeu, jusqu’au temps

p.

Exemple 2.4.5 Supposons que (Xp,Yp)o<p<n S0it une chaine de Markov a valeurs dans un
espace produit (E x F), définie sur l’espace filtré canonique

(Q2n, (Fp)o<p<n, Pn)

avec
Yo<p<n  Fp=FXY) (= 0((X0,Y0), ..., (X5, Yp)))

Dans ce cas, la séquence (Xp)o<p<n €st un processus aléatoire & valeurs dans E, & nouveau
défini sur (Qp, (Fp)o<p<n,Pn). Dans cette situation, nous avons

FX =0(Xo,....Xp) CFp

La notion abstraite de processus aléatoire que nous venons d’introduire nous permet
de définir tres simplement divers processus aléatoires a partir d’'un processus de référence
donné. Supposons que (X’ )o<,<n, Soit processus aléatoire & valeurs dans des espaces finis

p/VSP=T
E!)o<p<n, et défini sur un espace de probabilisé filtré (Q, (F},)o<p<n,P). Pour toute collection
p/USpPSny s \(L'p)0<p<n,
de transformations
. / /
It Egx...xE, — Ep

de Ejx...x EZ') dans des espaces produit, et finis, auxiliaires F,, la séquence des transformations

X, = fo(Xh,..., X))

P
est a nouveau un processus aléatoire défini sur le méme espace de probabilisé filtré
(€2, (Fp)o<p<n, P).

2.4.3 Intégration par parties discrete

On considére un processus (Xj)o<r<n & valeurs réelles, et défini sur un espace probabilisé
filtré (Q, (Fr)o<k<n,P). On notera (AXp)o<p<n la suite des accroissements définis par

VO<p<n AX, = (Xp — Xp-1)

avec la convention AXy = Xy, lorsque p = 0. La version discrete de I'intégrale stochastique
correspond a la notion suivante.
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Définition 2.4.4 On considére un processus prévisible réel (Xi)o<k<n, €t un
processus aléatoire réel (Yi)o<k<n, Sur un méme espace probabilisé filtré
(Q, (Fr)o<k<n,P). On appelle transformée de Y par X, et on note ((X.Y)r)o<k<n,
le processus décrit par

k
Vo<k<n (X.Y)r=) X AY
=0

On notera que les accroissements du processus ((X.Y)r)o<k<n sont donnés par
AX.Y), = X AY,

A chaque instant (k —1), les v.a. X et Yx_1, sont connues, seule la v.a. Y est imprévisible, en
ce sens ou Yy € F.

Définition 2.4.5 La variation quadratique entre deux processus réels (Xg)o<r<n €t
(Yi)o<k<n, définis sur un méme espace probabilisé filtré (2, (Fp)o<p<n,P), est le
processus aléatoire ([X,Y|x)o<k<n défini par

k
Vo<k<n [X,Y]p=[V,X]s =) AXAY,
=0

avec, lorsque | = 0, les conventions

X,1 :OZY,M AXQZXO, et AYOZYQ

On remarque que

A(XY)

XY — X1V
X1 (Y — Y1) + Y (X — Xi—1)Ya
= Xpo1 (Y —Yio1) + Vi (X — Xi—1)
(X — Xi—1) (Y — Yi—1)
= Xp_ 1 AY, + Y1 AXp + AX, AY,

On obtient ainsi la formule d’intégration par parties discrete

XiYe =S8 X AV + X5 Yo AX + [X, Y], (2.4)
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En terme de transformées de processus, cette formule s’écrit sous la forme

(XY ) =Y X)p = (X.Y)e + (V. X)p + [X, Y],

2.4.4 Décomposition de Doob

Dans la section 2.4.1, nous avons présenté la notion de filtration d’algebres (Fp)o<p<n sur un
espace d’aléas €). Ces algebres abstraites permettent de modéliser, sans rentrer dans le détail,
des évolutions d’environnements aléatoires observables. L’information connue a un temps p, se
résume ainsi a la donnée d’une algebre F,, sur .

Chaque incrément d’un processus réel (Xp)o<p<n sur (2, (Fp)o<p<n, P) se décompose
en une partie prévisible, et une partie imprévisible

AXP = ]E(AXP | ]:p—l) + [AX;D - E(AX;D | -7:10—1)]

partie prévisible partie imprévisible

Plus généralement, nous avons la décomposition de Doob :

k
X =) AX, =AY + M
p=0

avec le couple de processus (AkX, M;f)ogkgn donnés par

k k
Ai( = ZE(AX;D | ]:p—l) = Z [E(Xp | ]:p—l) - Xp—l]
p=0 p=0
k k
M,g( = Z [AX;D - E(AX;D | -7:10—1)] = Z [Xp - E(Xp | -7:10—1)]
p=0 p=0

Dans les formules précédentes, lorsque p = 0, nous avons a nouveau utilisé les conventions
X_1 =0 et ]E(AX() | f_l) = E(XO | f_l) = E(Xo)

En accord avec les remarques précédentes, le premier processus (AkX Jo<k<n, est formé des
tendances locales prévisibles

AAY = E(AX} | Fro1)
Par conséquent (A7 )o<p<n est prévisible par rapport a l'information portée par la filtration

(Fr)o<k<n
VO<k<n EAY| Fe) =AY
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L’évolution du second processus (M ,;X Jo<k<n, €st au contraire totalement imprévisible, en
ce sens ou l'on a

VO<k<n BME|Fe) =M,

Comme leur nom ne lindique pas, les processus vérifiant cette propriété sont appelés des
martingales.

Le processus (le)ogkgn est appelé la partie martingale de (X)o<k<n. Le
processus (Ai( Jo<k<n est parfois appelé la partie prévisible, ou encore le
compensateur de (Xi)o<k<n, €1 ce sens ol

My = X), — Ay

forme une martingale.

Du fait de leur importance en pratique, la section suivante est consacrée a ’étude de tels
processus aléatoires.

Terminons cette section par une remarque élémentaire concernant la condition initiale X
du processus (Xx)o<k<n. Dans les décompositions précédentes, nous avons inclue la moyenne
E(Xop) de X, dans la partie prévisible du processus, de sorte & avoir

AY =E(Xo) et M =X, —E(Xo)

Dans ces conditions, la partie martingale (M;X)o<k<, du processus est de moyenne nulle
E(Mg) = 0. En remplacant X; par (X; — Xg), on peut alternativement utiliser les
décompositions suivantes :

k
X =aer. (X — Xo) = ZAXZ = Zf +M2( (2.5)
=1
avec
B sy
k k
= ZE(AX;D | Fp-1) = Z [E(Xp [ Fp-1) — Xp—1]
p=1 p=0
M, = MY - MX
k= k 0
k k
= Z [AX, —E(AX) | Fp1)] = Z (Xp — E(Xp | Fp-1)]
p=1 p=1

Dans ces conditions, les parties prévisibles, et martingales, sont initialement nulles

Ay =0 et M, =0
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 En utilisant un modéle d’arbre, calculer la probabilité des événements suivants :
(B1) obtenir exactement une fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs; (Bsa) obtenir
exactement deuz fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs; (Bs) obtenir exactement
trois fois le chiffre 6 lors de 3 lancer de dés successifs.

Exercice 2.5.2 Décrire l’arbre des épreuves associé a wune suite de wv.a. indépendantes
(€i)i=1,2,3,4, de méme loi de Bernoulli

]P)(él = 1) =1 —P(Gl = 0) = 1/3
Ezxpliciter lespace des événements associé a ce modéle.

Exercice 2.5.3 Décrire larbre des épreuves associé a une suite de wv.a. indépendantes
(€i)i=1,2,3,4, de lois de Bernoulli

Ezxpliciter lespace des événements associé a ce modéle.

Exercice 2.5.4 Décrire 'arbre des épreuves associé a une évolution markovienne entre les
espaces sutvants

E():{].,Q}—>E1:{1,273}—>E2:{1,2}—>E3:{1}—>E4:{1,2}

On note ng la loi initiale de la chaine, et 'on désigne par My(xk_1,x)) la probabilité de
transition d’un état rp_1 € FEi_1, vers un état xp € FEyi. Décrire les probabilités pour que
le processus (X k)0§k§4 sutve les trajectoires suivantes

1. Xo=1—X1=2—Xo=1—X3=1— X, =2.
2X0:1—)X1:3—)X2:2—)X3:1—)X4:1
3X0:2—>X1:2—>X2:2—>X3:1—>X4:1

Exercice 2.5.5 Décrire l’arbre des épreuves associé a une évolution markovienne sur une
période, entre les espaces suivants

Ey ={zo} — Ey ={x1,1,21,2}
1. Vérifier que cette évolution élémentaire peut étre synthétisée par le tableau suwivant

Q Xo Xi

wl Zo x1,1

wQ Zo x1,2
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2. Expliciter un espace des événements, et les événements cylindriques

Ag(zo) = Xg'({zo})
Ar(mo,11) = (X0, X1) "' ({ (0, 21.1)})
Ai(mo,m12) = (X0, X1) " ({(z0,212)})

3. Décrire dans cette situation les décompositions de l’espace )

Dy
Dy

{X5'({z}) =€ Eo}
{(X0, X)) ({(=,9)}) : (2,9) € (Eo x En)}

4. Déterminer les algeébres FiX engendrées par les partitions Dy, avec k = 0, 1.

5. Vérifier les formules suivantes
XO = X0 et X1 = Z T1,i 1{wi}

6. Déterminer la quantité moyenne E(X1|F;%). Pour quelle probabilité P* sur Q a-t-on
E(X1|F5) = Xo

Exercice 2.5.6 Décrire l'arbre des épreuves associé a une évolution markovienne sur deux
périodes, entre les espaces

Ey={zo} — E1 ={z11,712} — E2 ={x21,222,%23,%24}

et synthétisée par le tableau suivant

Q X9 X1X,

w! Zo x1,1 x21
w? Zo x1,1 x2,2
w? Zo £1,2 x2,3
Wt mo w12 Tag

1. Expliciter un espace des évenements, et les événements cylindriques

Xo ' ({wo})

Xo, X1) " ({(x0,21,1)})

Xo, X1) " ({0, 21,2)})

Xo, X1, X2) " ({(z0, 1,1, 22,1

Xo, X1, X2) " ({(z0, 71,1, 72,2

Xo, X1, X2 _1({(33 x1,2,%2,3
—({(

Al(l‘o,ﬂ?l 1
Ay (o, 21,2

)

)

)
Az(zo, 21,1, 221) =

2)

3)

4)

A~ A~ A~~~

)
)
)
)

To,T1,2,T2,4
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2. Décrire dans cette situation les décompositions de ’espace )

Dy = {Xg'({z}) : =€ Eo}
DY = {(Xo, X1)'({(z9)}) :
Dé( = {(XOaXhXQ)_l({(mvva)}) :

3. Déterminer les algébres F{X engendrées par les partitions Dit, avec k =0, 1.

4. Veérifier les formules suivantes

XQZCEO

4
X1 = T1,1 1{w17w2} +331,2 1{w37w4} et XQ = Z T2,4 1wi
i=1

5. Déterminer les quantités moyennes

E(X1|F) et E(Xo|F()

6. Eziste-t-il une probabilité P* sur Q telle que

E*(Xo|F¥) = X1 et EX(X1|F5) = X,

(xuy) € (EO X El)}
(J?,y,Z) S (EO X E1 X Ez)}

0

75

Exercice 2.5.7 On considére I’évolution markovienne (Xi)r=0,1,2,3 sur trois périodes décrites

par larbre des épreuves suivant

(0).

x(1,1)

x(1,2)

x(2,1) 4

/ X(2,2)

Xx(2,3)

X(1.3)

x(2,4)

/

N

X268

FiGc. 2.9 -

x(3,1)

X(3,2)

X(3,3)

X(3,4)

X@35)

X(3,6)

x@7)

x38)

omega*l

omega’2

omega’*3

omega’*4

omega’*s

omega’*6

omega*7

omega‘8
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1. Déterminer les événements A;; pour lesquels les décompositions suivantes sont

satisfaites :
3
Xo = o0, X = Zﬂcu la,,
i=1
6 8
Xy = 2332,1' las, , et Xg= Z T34 lag,
i=1 i=1
Détermaner les décompositions (D?)k:071,273 définies par
Dy = {X;'({z}) : =€ Eo}
DY = {(Xo,X1) '{(z,m)}) : (z,y) € (Eo x E1)}
Dg( = {(X07X17X2)71({($7y72)}) : (.’E,y,Z) € (EO X El X EQ)}
Dy = {(Xo,X1,X2,X3) '({(z,y,2,1)}) : (2,y,2,t) € (Eg x Ey X By x E3)}

avec les espaces d’états

EQZ{(E()}—MEl:{fCLi i:1,273}—>E2:{(E2)i, i:17...,6}

—>E3:{.’E3ﬂ', Z=1,78}

2. Déterminer les probabilités suivantes en fonction des probabilités des évenements
élémentaires w'.

P(Xs =231|X2 =221)
P(X3 =x32| X2 =221)
P(X3s =236/ X2 = 225)
P(X3 = 237/ X2 = w25)

Xo=x21|X1 =211)
Xo=x02|X1 =2171)
Xo=x04|X1 =213)
Xo=zo5| X1 =213) , P(Xy = z96|X1 = 21,3)
et enfin
P(Xl = $1)1|X0 = 3}‘0) ]P)(Xl = 3}‘1,2|X0 = 3}‘0) P(Xl = 331,3|X0 = JI())

3. On note FX les algebres engendrées par les décompositions Di, avec la séquence d’indices
k=0,1,2,3. Déterminer les espérances conditionnelles

E(Xs|F5), E(X2|F) et E(X1|7)
4. Existe-t-il une probabilité P* sur Q) telle que
EX(X3|F5) = Xo EX(Xo|FX) = X1 et E*(X1|F) = Xo

Exercice 2.5.8 Soit (Xi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans les espaces (Ey)o<k<n,
de probabilités de transitions (Mgy)o<k<n, €t de loi initiale n9. On rappelle qu’une mesure
de probabilités uy sur Ejy est une suite de nombres (uk(zk))ser, € [0,1] telle que
kaeEk uk(zk) = 1. On associe a une telle mesure i sur Ey, la mesure (ugxMyy1) sur Eiyq
définie par

Vapir € By (meMipn)(@egn) = > pk(r) Mig (i, 2x41)
TR EEL
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1. Vérifier que l’on a
(e Mps1) Mo = pir(Myg1 Myy2)
avec la probabilité de transition (My41Myt2) de Ey vers Eyyo définie par la formule

(Mypr Miro) (@, wira) = Y Miga(@n, @en) Misa (T, Taro)

Tr+1€EK+1

= P(Xiio = T2 | Xi = )

2. Plus généralement, on note (My41 ... Myy;) la probabilité de transition de Ejy vers Eyy
définie par la formule

(Myy1 . Myy)(Tr, Trgr)
= i 1€Fninrzrir1€Bnrr 2 Mir1 (@i, Tg1) - Mipt(Tri-1, gt

=P(Xpy1 = Tppr | Xi = x1)
Vérifier que U'on a
Vry € Ey, me(xg) = wP(Xg = xk)
= no(Ml...Mk)(ka)
= (noMy)(Ms ... My)(xk)
= ((noM1)Mz)(Ms... M) (xk)

= (( . ((UoMl)Mg) ce Mkfl)Mk)(ik)
3. On associe a une fonction fri1 € RE1la fonction My(frr1) € REF définie par

Mk(fk+1)($k) = Z Mk(ﬂﬁk, $k+1) fk+1($k+1)

Trp+1€EK 41
= E(fit1(Xpt1) | Xy = z1)
Montrer que pour toute fonction fri; € REs+1 | nous avons
E(fet(Xi41) | X =) = (Mit1 - - Mitt) (fe41) (@)
En déduire que
Mot (frrt)  =ag E(ferr(Xe41))
[ (M1 -+ M) (o) = e[ (M1« - Migt) (fr1)]
= [no(Mi... Mes))|(fest) = m0l(Mi .. Mi1)(frs1)]

Exercice 2.5.9 Soit (Xi)o<k<n un processus de Markov, a valeurs dans un espace homogéne

et fini E = {x1,...,xq}, de probabilités de transitions (My)o<r<n, €t de loi initiale po. Dans
ce contexte, les probabilités de transitions sont données par les matrices
Mk(ajl, 331) ‘e Mk($1,$d)
M, — . : .

Mk(xd,xl) e Mk(ﬂid, md)
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On identifie les mesures de probabilités i, et les fonctions f sur E auz vecteurs lignes et colonnes
suivants
f(z1)

= [:U’(xl)vhu(xd)] et f: :
f(za)
1. Vérifier les formules matricielles suivantes

Vl‘i,ﬂl‘j cF P(Xk+l =T; | X = 3}1) = (Mk—i-l . Mk_,_l)(a:i,xj)

et
Vf S RE Vo, € E E(f(Xk.H) | X, = 3}1) = [Mk+1 .. Mk_,_lf](a:l)

et enfin
VEeRE  E(f(Xp)) =noMi ... Mf

Exercice 2.5.10 On considére une chaine de Markov homogéne sur un espace a deuz points

E = {1,2}, et associée a la matrice de transition M = < gl’l 21’2 ) Les entrées p; j € [0,1]
2,1 D22

sont telles que p1,1 +p12 = 1 = pa1 + p21. On conviendra que ¢ = p12 + p2,1 > 0. Montrer
(par récurrence sur le paramétre temporel) que les itérées M™ de la matrice M sont données

par la formule
1 1—¢)” —
M= = <p271 P12 >+( c) ( P12 P12 ) (2.6)
c P2,1 P12 c —P2,1 P21

Exercice 2.5.11 Soit (X )o<k<n un processus de Markov, & wvaleurs dans les espaces
(Er)o<k<n, de probabilités de transitions (M}, )o<k<n, et de loi initiale ng. On note (Xi)o<k<n
le processus historique de (X} )o<r<n défini par
X = (X5, X3)
1. Vérifier que (Xk)o<k<n est une chaine de Markov a valeurs dans les espaces produits
Ep = (Ey, ..., E})

2. Décrire les probabilités de transitions de (Xk)o<tk<n-

Exercice 2.5.12 On considére une marche aléatoire (Xy)o<k<n définie sur un espace de
probabilités (Q,P), d’origine Xg =0 et de probabilités de transitions homogénes

M(z,y) = algm(y) + 1—a) ly—1(y) avec «€[0,1]

1. Décrire arbre des épreuves associ€ au processus (Xg)o<k<n-

2. Montrer que la position moyenne de la particule au temps n est donnée par la formule

Vo<k<n E(Xp) =kx(20—1)
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3. Vérifier que les transitions de la chaine entre deux instants, | et (I+m) < n, sont données
par la formule

P(Xjym=x+[k—(m—k)]| X =2)=Ck o (1 —a)™*
pour tous les k € {0,...,m}, et

P(Xiym &€ {2k—m : k=0,....m}|X;=2)=0

4. En déduire que
2k)!
B (a1 —a))t

En utilisant la formule de Stirling (k! ~ v/27k k* e=%), montrer que

P(Xiyor, =0 | X; =0) =

(4a(l — )k
VTk

Exercice 2.5.13 Soit (Xi)o<k<n, une promenade aléatoire sur R, associée d une suite de v.a.
(€x)o<k<n indépendantes

P(Xpqor =0 | X; =0) ~ (=1/V7k sia=1/2)

k
X :Zep:kal + €
p=0

Décrire la partie prévisible, et la partie martingale de ce processus.

Exercice 2.5.14 Soit (Xi)o<k<n, une promenade aléatoire sur R, associée ¢ une suite de v.a.

(€x)o<k<n indépendantes
k

Xk:HGp:Xk—l X €L
p=0

Décrire la partie prévisible, et la partie martingale de ce processus.
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