
Chapitre 1

Représentations factorisées

1.1. Introduction

L’ensemble des solutions décrites dans le cadre des MDP (chapitre ??, volume 1),
que ce soit pour la planification ou l’apprentissage par renforcement, partagent toutes
un inconvénient commun : elles ne sont pas adaptées à la résolution de problèmes de
grande taille. En effet, l’utilisation de représentations non structurées nécessite une
énumération explicite de l’ensemble des états possibles du problème pour représenter
les fonctions nécessaires à sa résolution.

EXEMPLE.– Dans le cas de la voiture qu’il faut entretenir (voir volume 1, section ??),
on conçoit rapidement que l’ensemble des états possibles d’une voiture peut deve-
nir gigantesque. Par exemple, on peut tenir compte de l’état d’usure de chacune des
pièces de la voiture. L’idée sous-tendant ce chapitre est que la voiture est constituée
d’une collection de sous-systèmes plus ou moins indépendants. Par exemple, faire une
vidange ne devrait pas, en principe, influencer l’état des freins de la voiture. Il semble
alors possible de prendre en compte la relative indépendance de ces sous-systèmes
pour décrire plus efficacement le modèle du problème dans l’espoir que la recherche
d’une solution sera plus simple. Peut-être apprendrons-nous ainsi qu’il est toujours
optimal de remplacer des freins usés, quel que soit l’état du reste de la voiture.

Ce chapitre vise donc à décrire une extension des MDP présentée par [BOU 95,
BOU 99], appelée processus décisionnels de Markov factorisés (Factored Markov De-
cision Processes (FMDP)) et permettant de représenter les fonctions de transition et de
récompense d’un problème de façon compacte (section 1.2). Une fois le problème
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2 Processus décisionnels de Markov en IA

représenté de façon compacte, nous décrirons plusieurs méthodes de planification per-
mettant de trouver les solutions optimales ou optimales approchées (section 1.3), tout
en exploitant la structure du problème afin d’éviter une énumération explicite de l’es-
pace d’état. Nous conclurons section 1.4.

1.2. Le formalisme des FMDP

1.2.1. Représentation de l’espace d’état

Il est souvent naturel de décrire un problème par un ensemble de paramètres pou-
vant prendre différentes valeurs décrivant l’état courant du système. Ainsi, l’ensemble
des états possibles peut être caractérisé par un ensemble de variables aléatoires. En
pratique, l’ensemble des états possibles S est décrit par un ensemble de variables
aléatoires X = {X1, . . . , Xn} où chaque variable Xi peut prendre différentes va-
leurs dans son domaine DOM(Xi). Un état est donc une instanciation de X décrite
sous la forme d’un vecteur x = {x1, . . . , xn} de valeurs xi avec ∀i xi ∈ DOM(Xi).
De plus, on utilise comme raccourci d’écriture DOM(X) pour décrire l’ensemble des
instanciations possibles des variables Xi ∈ X . L’espace d’état S du MDP est donc
S = DOM(X).

L’avantage d’une telle représentation est qu’il est possible d’exploiter différentes
structures existantes dans un problème pour, d’une part, le représenter de façon com-
pacte, d’autre part le résoudre en limitant la complexité de la solution et de la méthode
utilisée pour l’obtenir. Etant donnée une telle décomposition, les principales contribu-
tions du cadre mathématique des FMDP sont de décomposer les fonctions de transition
et de récompense (respectivement de façon multiplicative et additive) afin d’exploiter
les indépendances relatives aux fonctions liées à la structure du problème. De plus,
les FMDP offrent un cadre approprié à l’utilisation, de façon complémentaire mais
pas obligatoire, de deux autres propriétés liées à la structure d’un problème : les in-
dépendances relatives aux contextes et l’approximation additive. Dans la suite, nous
parlerons d’« indépendances fonctionnelles » (respectivement « contextuelles ») pour
désigner les indépendances relative aux fonctions (respectivement aux contextes).

Afin d’illustrer le cadre des FMDP, nous utiliserons l’exemple du Coffee Robot pro-
posé par [BOU 00] bien connu dans la littérature des FMDP. Une fois l’exemple Cof-
fee Robot décrit (paragraphe 1.2.2), le paragraphe 1.2.3 décrit les décompositions des
fonctions de transition et de récompense ainsi que la formalisation des indépendances
fonctionnelles. Le paragraphe 1.2.4 propose une formalisation du concept d’indépen-
dance contextuelles. Enfin, l’approximation additive sera étudiée plus tard, dans le
contexte de son utilisation lors du paragraphe 1.3.3.5.
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1.2.2. L’exemple Coffee Robot

Un robot doit aller acheter un café pour sa propriétaire restant au bureau. Quand
il pleut, comme le robot doit sortir pour aller chercher le café, il doit se munir d’un
parapluie lorsqu’il est au bureau, sinon il sera mouillé. Pour décrire l’état du système,
six variables aléatoires binaires1 (DOM(Xi) = {0, 1} correspondant respectivement à
Faux et Vrai) sont utilisées :

HOC : la propriétaire a-t-elle un café ? (Has Owner Coffee ?)

HRC : le robot a-t-il un café ? (Has Robot Coffee ?)

W : le robot est-il mouillé ? (Wet ?)

R : est-ce qu’il pleut ? (Raining ?)

U : le robot a-t-il un parapluie ? (Umbrella ?)

O : le robot est-il au bureau ? (Office ?)

Par exemple, le vecteur [HOC=0,HRC=1,W=0,R=1,U=0,O=1] représente un état de ce
problème dans lequel la propriétaire n’a pas de café, le robot a un café, le robot n’est
pas mouillé, il pleut, le robot n’a pas de parapluie et le robot est au bureau. Ce pro-
blème étant composé de 6 variables binaires, son espace d’états contient 26 = 64 états
possibles.

Dans le problème Coffee Robot, le robot dispose de quatre actions possibles :

Go : se déplacer vers le lieu opposé ;

BuyC : acheter un café, que le robot obtient s’il est au café (Buy Coffee) ;

DelC : donner le café à sa propriétaire, qu’elle peut obtenir si le robot est au bureau
et qu’il a un café (Deliver Coffee) ;

GetU : prendre un parapluie, que le robot peut obtenir s’il est au bureau (Get Um-
brella).

1. Principalement pour des raisons de simplicité d’exposition, la plupart des exemples décrits
dans ce chapitre utilisent des variables binaires. Cependant, rien ne limite l’utilisation des mé-
thodes exposées à des problèmes contenant des variables énumérées.
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L’effet de ces actions peut être bruité afin de représenter les cas stochastiques. Par
exemple, lorsque le robot donne la tasse de café à sa propriétaire, la propriétaire
obtiendra son café avec une certaine probabilité. L’action peut mal se passer, par
exemple, lorsque le robot renverse le café. Ainsi, lorsque le robot exécute l’action
DelC dans l’état s = [HOC=0,HRC=1,W=0,R=1,U=0,O=1] (le robot a un café et est au
bureau, la propriétaire n’a pas de café), la fonction de transition définit :

– P ([HOC=1,HRC=1,W=0,R=1,U=0,O=1]|s,DelC) = 0.8,
– P ([HOC=0,HRC=1,W=0,R=1,U=0,O=1]|s,DelC) = 0.2,
– 0.0 pour les autres probabilités.

Enfin, le robot reçoit une récompense de 0.9 lorsque la propriétaire a un café (0 lors-
qu’elle n’a pas de café) ajoutée à 0.1 lorsqu’il est sec (et 0 lorsqu’il est mouillé). La
récompense obtenue lorsque la propriétaire a un café est supérieure à la récompense
obtenue par le robot lorsqu’il reste sec pour indiquer que le premier objectif est prio-
ritaire sur le deuxième. Dans cet exemple, la fonction de récompense ne dépend pas
de l’action réalisée par le robot.

1.2.3. Décomposition et indépendances relatives aux fonctions

Les indépendances relatives aux fonctions expriment le fait que certaines défini-
tions du problème ne dépendent pas systématiquement de toutes les autres variables
du problème ou de l’action réalisée par l’agent. Par exemple, dans le problème Coffee
Robot, la valeur de la variable R au prochain pas de temps – indiquant s’il pleut ou
non – ne dépend que de sa propre valeur au pas de temps courant. En effet, le fait
qu’il va pleuvoir au prochain pas de temps est indépendant des variables telles que
« le robot a-t-il un café ? » (variable HRC) ou de l’action exécutée par l’agent. Le
cadre des FMDP permet d’exploiter cette propriété principalement dans la description
des fonctions de transition et de récompense du problème et dans l’utilisation de ces
fonctions par les algorithmes de planification. Cette notion est formalisée par deux
opérateurs, PARENTS et SCOPE, qui sont définis respectivement dans le cadre de la
représentation de la fonction de transition (paragraphe 1.2.3.1) et de la fonction de
récompense (paragraphe 1.2.3.4).

1.2.3.1. Décomposition de la fonction de transition

En supposant que l’ensemble des états possibles se décompose en un ensemble
de variables aléatoires (décrit paragraphe 1.2.1), il est possible de décomposer une
probabilité P (s′|s) en un produit de probabilités, puis d’exploiter les indépendances
entre ces variables aléatoires afin de rendre plus compacte la description de la fonction
de transition.
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Par exemple, admettons qu’un espace d’état soit décrit avec trois variables binaires
X , Y et Z. Pour énumérer l’ensemble des combinaisons possibles P (s′|s), il est né-
cessaire de décrire une table contenant 22·3 = 64 entrées. En décomposant la proba-
bilité P (s′|s) en un produit de probabilités, on obtient :

P (s′|s) = P (x′, y′, z′|s)

= P (x′|s)P (y′|s, x′)P (z′|s, x′, y′)

avec x représentant la valeur de la variable X au pas de temps t et, x′ la valeur de
la variable X au pas de temps t + 1. De plus, si les relations de dépendance entre
les variables sont connues, alors P (s′|s) peut s’écrire de façon plus compacte. Par
exemple, si chacune des variables X , Y et Z ne dépend que de sa valeur dans l’état
précédent sauf la variable Y qui dépend aussi de X dans l’état précédent, alors :

P (s′|s) = P (x′|s)P (y′|s,X ′)P (z′|s, x′, y′)

= P (x′|x)P (y′|y, x)P (z′|z)

En agrégeant les états pour lesquels la fonction de transition est identique, seules 21 +
22 + 21 = 8 entrées sont nécessaires et réparties en trois tables différentes, une pour
chaque variable (correspondant respectivement à la description des distributions de
probabilité P (X ′|X), P (Y ′|Y,X) et P (Z ′|Z)).

Ainsi, les indépendances fonctionnelles liées à la structure du problème sont mises
en évidence et permettent ainsi d’agréger certaines régularités dans la description de
la fonction de transition. De plus, elles correspondent à une représentation intuitive
consistant à décrire l’effet de chaque action sur la valeur de chacune des variables du
problème. Cette représentation de la fonction de transition est formalisée en utilisant
le cadre des réseaux bayésiens dynamiques [BOU 95].

1.2.3.2. Les réseaux bayésiens dynamiques

Les réseaux bayésiens [PEA 88] sont un formalisme permettant de représenter gra-
phiquement des dépendances (ou indépendances) entre des variables. Les variables
constituent les nœuds d’un graphe orienté, les relations directes de dépendance pro-
babiliste entre deux variables sont représentées par un arc entre les deux nœuds repré-
sentant chacun des variables. Les réseaux bayésiens dynamiques [DEA 89] (Dynamic
Bayesian Networks (DBN)) sont des réseaux bayésiens permettant de représenter les
données temporelles engendrées par des processus stochastiques.

En faisant l’hypothèse que le problème observé est stationnaire (donc la fonction
de transition T du MDP ne varie pas au cours du temps), il est possible de représenter
T avec des DBN faisant seulement apparaître deux pas de temps successifs. Dans ce
cas, les DBN sont composés de deux ensembles de nœuds :
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1) l’ensemble de nœuds représentant l’ensemble des variables de l’espace d’état à
l’instant t ;

2) l’ensemble de nœuds représentant l’ensemble des variables de l’espace d’état à
l’instant t+ 1.

Les arcs indiquent alors les dépendances directes entre les variables à l’instant t et les
variables à l’instant t + 1 ou encore des dépendances entre les variables à l’instant
t + 1 (ces arcs sont appelés arcs synchrones). Dans ce cas particulier, un DBN est
quelque fois appelé 2 Time Bayesian Network. Pour une question de clarté, nous ferons
l’hypothèse que les arcs synchrones ne sont pas nécessaires pour décrire le modèle des
transitions du problème.

Il est alors possible de représenter graphiquement les dépendances de la fonction
de transition en utilisant un DBN par variable et par action. L’action exécutée par
l’agent peut aussi être considérée comme une variable à l’instant t. Dans ce cas, un
seul DBN par variable suffit [BOU 96]. Enfin, pour être complet, un DBN doit être
quantifié, comme illustré dans la section suivante pour l’exemple Coffee Robot.

1.2.3.3. Modèle factorisé de la fonction de transition

La figure 1.1 montre la représentation de l’effet de l’action DelC sur l’ensemble
des états. Le DBN (figure 1.1(a)) permet de constater facilement que, pour l’action
DelC, la variable HOC ne dépend que des variables O, HRC et HOC au pas de
temps précédent et est indépendante des autres variables du problème. On définit
PARENTSτ (X ′i) l’ensemble des parents de la variableX ′i dans ce DBN τ . Cet ensemble
peut être partitionné en deux sous-ensembles PARENTStτ (X

′
i) et PARENTSt+1

τ (X ′i) re-
présentant respectivement l’ensemble des parents au temps t et l’ensemble des parents
au temps t+1. Nous supposons l’absence d’arc synchrone, donc PARENTSt+1

τ (X ′i) =
∅ et PARENTSτ (X ′i) = PARENTStτ (X

′
i). Dans l’exemple de la figure 1.1, nous avons

PARENTSDelC(HOC′) = {O,HRC,HOC}.

Afin de quantifier l’effet d’une action sur l’espace d’états, on spécifie la probabi-
lité Pτ (X ′i|x) pour chaque instanciation possible x ∈ DOM(PARENTSτ (X ′i)). Chaque
réseau d’action DBN τ est donc quantifié par un ensemble de distributions de proba-
bilités conditionnelles2. On note Pτ (X ′i|PARENTSτ (X ′i)) une telle distribution pour
une variable X ′i . Une probabilité Pτ (s′|s) de la fonction de transition peut alors être
définie de façon compacte :

Pτ (s′|s) =
∏
i

Pτ (xs
′

i |xs) (1.1)

avec xs
′

i l’instanciation de la variable X ′i dans l’état s′ et xs l’instanciation des va-
riables appartenant à PARENTSτ (X ′i).

2. Conditional Probability Distributions.
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W

U

R

O O

R

U

W

HRC HRC

Temps t Temps t + 1

HOC HOC

(a)

HOC HRC O HOC′
1 1 1 1.0
1 1 0 1.0
1 0 1 1.0
1 0 0 1.0
0 1 1 0.8
0 1 0 0.0
0 0 1 0.0
0 0 0 0.0

(b)

Figure 1.1. Représentation (partielle) de la fonction de transition T pour le problème Cof-
fee Robot. La figure (a) représente les dépendances entre les variables pour l’action DelC
sous la forme d’un DBN. La figure (b) définit la distribution de probabilité conditionnelle
PDelC(HOC′|O,HRC,HOC) sous forme tabulaire.

La figure 1.1(b) représente sous forme tabulaire et pour l’action DelC la distri-
bution de probabilité conditionnelle PDelC(HOC′|O,HRC,HOC) dans le problème
Coffee Robot. Les colonnes O, HRC et HOC représentent la valeur de ces variables
à l’instant t, la colonne HOC′ représente la probabilité pour la variable HOC d’avoir
la valeur Vrai au temps t+ 1.

La décomposition multiplicative et l’exploitation des indépendances fonctionnelles
dans la description du modèle des transitions et dans le calcul des probabilités qui en
découlent sont les principales contributions des FMDP par rapport aux MDP. Ces deux
propriétés sont exploitées par l’ensemble des algorithmes décrits dans le cadre des
FMDP.

1.2.3.4. Modèle factorisé de la fonction de récompense

Pour spécifier complètement un MDP, il est nécessaire de décrire la fonction R de
récompense. Une représentation similaire à la description de la fonction de transition
peut être utilisée pour le cadre des FMDP. En effet, la fonction de récompense d’un
MDP peut, d’une part, être décomposée de façon additive et, d’autre part, ne dépend
pas nécessairement de toutes les variables d’état du problème.

Par exemple, dans le problème Coffee Robot, la fonction de récompense, repré-
sentée par un losange dans la figure 1.2, ne dépend que des variables HOC et W et
elle est indépendante des actions réalisées par le robot ou bien des autres variables du
problème.
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HOC

W

R

(a)

HOC W R
1 0 1.0
1 1 0.9
0 0 0.1
0 1 0.0

(b)

HOC WR0 R1

HOC R0

0 0.0
1 0.9

+
W R1

0 0.1
1 0.0

(c)

Figure 1.2. Représentation de la fonction de récompense R(s)

Le tableau de la figure 1.2(b) spécifie que le meilleur état pour le robot est lorsque
sa propriétaire a un café et que le robot est sec tandis que le pire cas est lorsque
sa propriétaire n’a pas de café et que le robot est mouillé. On observe la préférence
donnée au cas où l’utilisateur possède un café et le robot est mouillé par rapport au
cas où l’utilisateur n’a pas de café et le robot est sec.

[BOU 00] définissent la fonction de récompense du problème Coffee Robot en
faisant la somme des deux critères du problème, « la propriétaire a un café » et « le
robot est mouillé ». Pourtant, ces deux critères sont indépendants. Afin de profiter de
la décomposition additive de cette fonction de récompense, [GUE 03b] proposent de
formaliser la fonction de récompense d’un FMDP en une somme de plusieurs fonctions
de récompense localisées 3.

Pour le problème Coffee Robot, on peut définir la fonction de récompense comme
la somme de deux fonctions de récompenses localisées : la première associée à la
variableHOC et la deuxième associée à la variableW et représentant respectivement
les deux critères « la propriétaire a un café » et « le robot est mouillé ».

[GUE 03b] formalisent cette notion en définissant tout d’abord la notion de scope
d’une fonction f localisée (notée SCOPE(f)), que nous traduirons par « portée ». La
portée d’une fonction f localisée est définie telle que :

DÉFINITION 1.1.– scope
Soit une fonction f : {X1, . . . , Xn} 7→ IR. SCOPE(f) = C définit la portée de f si et
seulement si f ne dépend que des variables deC, les valeurs des autres variables étant
indifférentes. On assimilera alors f à sa projection sur DOM(C) : f : DOM(C) 7→ IR
avec C ⊆ {X1, . . . , Xn}.

Soit une fonction f telle que SCOPE(f) = C avec C ⊆ X , on utilise la notation
f(x) comme raccourci pour noter f(x[C]) avec x[C] représentant l’instanciation des

3. Localized reward functions.



Représentations factorisées 9

variables appartenant à C dans l’instanciation x. La portée d’une fonction f permet
ainsi de mettre en évidence les indépendances relatives à f4.

Il est maintenant possible de définir le concept de fonction de récompense loca-
lisée. Soit un ensemble de fonctions localisées Ra1 , . . . , R

a
r avec la portée de chaque

fonction Rai restreinte à un sous-ensemble Cai ⊆ {X1, . . . , Xn}. La récompense as-
sociée au fait d’exécuter l’action a dans un état s est alors définie telle que :

Ra(s) =
r∑
i=1

Rai (s[C
a
i ]) (1.2)

=
r∑
i=1

Rai (s). (1.3)

Ainsi, pour reprendre l’exemple de Coffee Robot, le problème est défini par deux
fonctions de récompensesR1 etR2 définies dans la figure 1.2(c) et correspondant res-
pectivement aux deux critères « la propriétaire a un café » et « le robot est mouillé ».
On a SCOPE(R1) = {HOC} et SCOPE(R2) = {W}. On utilise R1(s) comme rac-
courci pour représenter R1(s[HOC]), avec s[HOC] représentant l’instanciation de
HOC dans s.

Bien que l’ensemble des algorithmes décrits dans le cadre des FMDP exploitent les
indépendances relatives aux fonctions de récompense du problème, tous n’exploitent
pas la décomposition additive de la fonction de récompense. De plus, tous les pro-
blèmes ne présentent pas une telle décomposition.

1.2.4. Indépendances relatives aux contextes

Les indépendances relatives aux contextes concernent le fait que, pour représenter
une fonction du problème à résoudre (quelle que soit la fonction), il n’est pas obliga-
toire de tester systématiquement l’ensemble des variables nécessaires à la représenta-
tion de cette fonction. Un contexte se définit de la façon suivante :

DÉFINITION 1.2.– Contexte
Soit une fonction f : {X0, . . . , Xn} → Y . Un contexte c ∈ DOM(C) est une instan-
ciation d’un sous-ensemble de variablesC = {C0, . . . , Cj} tel queC ⊆ {X0, ..., Xn}.
Un contexte est noté (C0 = c0) ∧ . . . ∧ (Cj = cj) ou C0 = c0 ∧ . . . ∧ Cj = cj .

4. La notion de portée d’une fonction est similaire à la notion de parent utilisée pour la définition
des distributions de probabilité conditionnelles de la fonction de transition.
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Par exemple, la description de la politique optimale dans le problème Coffee Robot
nécessite l’utilisation de toutes les variables du problème. Cependant, dans le contexte
HOC = 0 ∧ HRC = 1 ∧ O = 1, c’est-à-dire lorsque la propriétaire n’a pas de café
et que le robot a un café et qu’il est au bureau, il est possible de déterminer l’action
optimale (l’action DelC dans ce cas) sans avoir à tester d’autres variables telles que
« est-ce qu’il pleut ? » ou « le robot est-il mouillé ? ».

Contrairement aux indépendances fonctionnelles, l’exploitation des indépendances
contextuelles est étroitement liée aux structures de données employées pour représen-
ter les fonctions du problème. En effet, les opérateurs, PARENTS et SCOPE, qui s’ap-
pliquent aux indépendances fonctionnelles définissent le nombre de variables dont une
fonction dépend. Comme nous l’avons constaté dans le paragraphe 1.2.3 (par exemple
dans la figure 1.1), la spécification des indépendances fonctionnelles permet de repré-
senter ces fonctions de façon plus compacte, même lorsque la structure de données
utilisée pour leur représentation n’est pas structurée, comme c’est le cas pour les re-
présentations tabulaires.

Pour un ensemble de variables donné (spécifiées par les opérateurs PARENTS et
SCOPE), les indépendances contextuelles sont exploitées pour représenter des fonc-
tions de façon plus compacte. Pour ces indépendances, la principale technique est
d’utiliser des représentations structurées permettant d’agréger des états, contrairement
à une représentation tabulaire.

Ainsi, chaque algorithme utilisant une structure de données différente, nous avons
préféré illustrer ce concept dans la section suivante, c’est-à-dire dans le cadre de l’al-
gorithme qui l’exploite et des structures de données utilisées.

1.3. Planification dans les FMDP

La section suivante présente un certain nombre de méthodes de planification dans
les FMDP. Plutôt que de décrire les algorithmes en détails, nous nous sommes atta-
chés à décrire les différentes représentations utilisées par ceux-ci, afin que le lecteur
puisse distinguer rapidement les principales différences et caractéristiques de ces algo-
rithmes. Cependant, nous donnerons l’ensemble des références nécessaires pour que
le lecteur puisse obtenir une description exhaustive de ces algorithmes s’il le désire.

1.3.1. Itérations structurées sur les valeurs et sur les politiques

Les deux algorithmes d’itération structurée sur les valeurs et sur les politiques,
Structured Value Iteration (SVI) et Structured Policy Iteration (SPI) [BOU 00] ont été
les premiers algorithmes adaptant les algorithmes de programmation dynamique au
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formalisme des FMDP, illustrant ainsi les avantages (et les inconvénients) de ce for-
malisme. En plus des indépendances spécifiques aux fonctions utilisées dans la dé-
composition des fonctions de transition et de récompense, les algorithmes SPI et SVI
utilisent une représentation structurée afin d’exploiter les indépendances contextuelles
dans la représentation des différentes fonctions du problème.

Par exemple, nous pouvons constater que, dans l’exemple Coffee Robot, lorsque
la propriétaire a déjà un café, alors il n’est pas nécessaire d’évaluer si le robot a un
café ou s’il est au bureau pour déterminer si la propriétaire aura un café au prochain
pas de temps. Ainsi, la distribution de probabilité de la variable aléatoire HOC′ dans
le contexte HOC = 1, c’est-à-dire « la propriétaire a un café », est indépendante des
variablesHRC etO au pas de temps précédent, c’est-à-dire « le robot a-t-il un café ? »
et « le robot est-il au bureau ? », bien que ces deux variables soient nécessaires pour
définir complètement la distribution de probabilité deHOC′.

Pour exploiter ce type de régularités, [BOU 00] suggèrent plusieurs notations pour
représenter les fonctions du FMDP à résoudre, telles que les règles [POO 97], les listes
de décision [RIV 87] ou les diagrammes de décision binaires [BRY 86]. SPI et SVI
sont présentés en utilisant les arbres de décision [QUI 93], principalement à cause de
leur simplicité. Nous verrons aussi deux autres méthodes de résolution dans les FMDP
utilisant d’autres représentations (paragraphes 1.3.2 et 1.3.3).

1.3.1.1. Les arbres de décision

Les arbres de décision représentent une fonction en partitionnant son espace d’en-
trée. Un arbre de décision est composé de :

– nœuds intérieurs (ou nœuds de décision) : ils représentent un test sur une variable
de l’espace d’entrée. Ils sont parents d’autres nœuds dans l’arbre et définissent la
structure de la partition de l’espace d’entrée ;

– branches : elles connectent un nœud intérieur parent à un nœud enfant en re-
streignant le domaine des valeurs de la variable en fonction d’un test installé au nœud
intérieur parent ;

– feuilles : elles représentent les nœuds terminaux de l’arbre et sont associées à
la valeur de la fonction dans la partition définie par l’ensemble des tests des nœuds
intérieurs qui sont les parents de la feuille.

Dans le cadre de SPI et SVI, les arbres de décision sont utilisés pour représenter l’en-
semble des fonctions du FMDP à résoudre. Une fonction F représentée avec un arbre
de décision est notée Tree [F ]. Graphiquement, les arbres sont représentés en utilisant
la convention suivante : pour un nœud de décision testant une variable X booléenne,
les branches de gauche et de droite sont associées respectivement à X = 1 et X = 0.
Lorsque la variable n’est pas booléenne, alors la valeur de X est indiquée sur chaque
branche.
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1.3.1.2. Représentation de la fonction de transition

Dans le problème Coffee Robot, la description sous forme tabulaire de la distri-
bution de probabilité PDelC(HOC′|O,HRC,HOC), rappelée figure 1.3(a), fait ap-
paraître plusieurs régularités pouvant être agrégées. Par exemple, on peut remarquer
que, comme décrit ci-dessus, dans le contexte HOC = 1, la probabilité que HOC′
soit vrai est égale à 1 quelle que soit la valeur des deux autres variables O et HRC
appartenant à l’ensemble PARENTSDelC(HOC′). En effet, lorsque la propriétaire a un
café, alors il est certain qu’elle aura un café au prochain pas de temps. Les arbres de
décision permettent de représenter de façon compacte ce type de régularités.

HOC HRC O HOC′
1 1 1 1.0
1 1 0 1.0
1 0 1 1.0
1 0 0 1.0
0 1 1 0.8
0 1 0 0.0
0 0 1 0.0
0 0 0 0.0

(a)

1 0

HOC

HRC

O

1.0

0.0

0.8 0.0

(b)

Figure 1.3. Représentation sous la forme tabulaire de la distribution de probabilité condition-
nelle PDelC(HOC′|O,HRC,HOC) (figure a) et sous la forme d’un arbre de décision (fi-
gure b). La feuille notée 0.8 signifie que la probabilité pour la variable HOC′ d’être vraie
est : PDelC(HOC′|O = 1,HRC = 1,HOC = 0) = 0.8. Ainsi, certaines régularités sont
agrégées, comme par exemple les probabilités PDelC(HOC′|HOC = 1) = 1.0.

Un arbre de décision Tree [Pτ (X ′|PARENTSτ (X ′))] représentant la distribution de
probabilité conditionnelle Pτ (X ′|PARENTSτ (X ′)) est composé de :

– nœuds intérieurs : représentent un test sur une variable Xj ∈ PARENTSτ (X ′) ;
– branches : représentent une valeur xj ∈ DOM(Xj) de la variable Xj testée au

nœud parent et définissant le sous-espace représenté par le nœud enfant connecté à la
branche ;

– feuilles : représentent la distribution de probabilité Pf (X ′|x[Xj ]), avec x[Xj ]
l’ensemble des instanciations des variables Xj ∈ PARENTSτ (X ′) testées dans les
nœuds parents de la feuille f dans l’arbre.

L’interprétation d’un tel arbre est directe : la distribution de probabilité d’une va-
riable X ′ pour une instanciation x est donnée par l’unique feuille que l’on atteint en
choisissant à chaque nœud de décision la branche correspondant à une valeur de test
cohérente avec x. Le chemin en question peut spécifier une instanciation partielle de
X ′.
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La figure 1.3(b) représente Tree
[
PDelC(HOC′|O,HRC,HOC)

]
: la distribution

de probabilité conditionnelle PDelC(HOC′|O,HRC,HOC) sous la forme d’un arbre
de décision. Les valeurs aux feuilles indiquent la probabilité que la variable HOC′
soit vraie. On peut alors remarquer qu’une représentation en arbre de décision, pour la
définition de PDelC(HOC′), est plus compacte qu’une représentation tabulaire puis-
qu’elle exploite les indépendances contextuelles : 4 feuilles sont nécessaires à la re-
présentation de la fonction alors que 8 entrées sont nécessaires pour décrire la même
fonction sous forme tabulaire. Nous verrons que cette factorisation est utilisée par les
algorithmes de planification SPI et SVI.

1.3.1.3. Représentation de la fonction de récompense

La représentation d’une fonction de récompense avec des arbres de décision est
très similaire à la représentation d’une distribution de probabilité. En effet, la signi-
fication des nœuds intérieurs et des branches est la même. Seule change l’étiquette
attachée aux feuilles de l’arbre puisqu’elle représente des nombres réels plutôt que
des distributions de probabilité.

HOC W R
1 0 1.0
1 1 0.9
0 0 0.1
0 1 0.0

(a)

1 0

HOC

W W

0.9 1.0 0.0 0.1

(b)

Figure 1.4. Définition de la fonction de récompense R(s) avec une représentation tabulaire
(figure a) et un arbre de décision (figure b). La feuille notée 0.9 signifie

R(HOC = 1,W = 1) = 0.9.

La figure 1.4 représente la fonction de récompense pour le problème Coffee Robot
et compare la représentation tabulaire R(s) avec l’arbre de décision Tree [R(s)]. On
constate qu’aucune indépendance contextuelle n’est utilisable puisque le nombre de
feuilles dans l’arbre est égal au nombre de lignes nécessaires à la définition de la
fonction avec une représentation tabulaire.

Les algorithmes SPI et SVI ne permettent pas d’exploiter la décomposition additive
d’une fonction de récompense telle qu’elle a été définie dans le paragraphe 1.2.3.4.

1.3.1.4. Représentation d’une politique

Une politique π(s) peut aussi être représentée sous la forme d’un arbre de décision
Tree [π(s)]. La figure 1.5 représente une politique stationnaire déterministe Tree [π(s)]
dans le problème Coffee Robot.
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1 0

DelC

DelC Go

Go GetU

Go

Go

BuyC

HOC

HRC

O O

W

R

U

Figure 1.5. Représentation d’une politique π(s) sous la forme d’un arbre de décision
Tree [π(s)]. La feuille notée BuyC signifie π(HOC = 0,HRC = 0,O = 0) = BuyC.

L’espace d’état du problème Coffee Robot est composé de 6 variables binaires.
Une description tabulaire de π aurait donc nécessité 26 = 64 entrées. L’arbre Tree [π]
ne contient que 8 feuilles (15 nœuds au total). Sur le problème Coffee Robot, l’utilisa-
tion d’arbres de décision pour représenter une politique permet donc d’exploiter des
indépendances contextuelles telles que, lorsque la propriétaire n’a pas de café, que le
robot est au bureau et qu’il a un café, il n’est pas nécessaire de connaître la valeur
des variables telles que « est-ce qu’il pleut ? » pour déterminer la meilleure action à
réaliser.

Lors de l’exécution d’une politique dans un environnement, une telle représenta-
tion se révèle avantageuse lorsque déterminer la valeur d’une variable a un coût (par
exemple en termes de temps de calcul). En effet, elle permet de n’avoir à détermi-
ner que la valeur des variables strictement nécessaires à l’exécution de la politique de
façon spécifique à l’état courant de l’agent. Une telle propriété permet ainsi d’écono-
miser l’évaluation des variables inutiles.

Enfin, l’utilisation d’un arbre de décision pour la description d’une politique per-
met d’effectuer un nombre réduit de tests pour déterminer l’action à réaliser pour
l’agent. Dans le pire cas, pour un problème décrit avec N variables, seuls N tests sont
nécessaires pour déterminer l’action retournée par la politique. Cependant, l’espace
mémoire requis pour une telle représentation reste, dans le pire cas, exponentielle en
fonction du nombre de variables décrivant l’espace d’états du problème.
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1.3.1.5. Représentation d’une fonction de valeur

Naturellement, la fonction de valeur Vπ d’une politique π peut aussi se représen-
ter sous la forme d’un arbre de décision Tree [Vπ]. La sémantique d’un tel arbre est
quasiment identique à celle d’un arbre de décision représentant une fonction de ré-
compense : un nœud de décision représente une variable, une branche représente la
valeur de la variable testée au nœud de décision parent et les feuilles représentent la
valeur de la fonction de valeur pour la partition délimitée par les tests de ses parents.
La figure 1.6 représente la fonction de valeur de la politique Tree [π] représentée fi-
gure 1.5.

1 0

10.09.0

8.4 8.3

8.5

7.5

7.5 6.8

7.6

6.6

6.1 5.5

6.3

5.3

6.8 6.2

6.9

5.9

HOC

W HRC

O

W

R

U

W

R

U

O

W

R

U

W

R

U

Figure 1.6. Représentation de la fonction de valeur Vπ(s) de la politique π sous la forme d’un
arbre de décision Tree [Vπ(s)] pour le problème Coffee Robot. La feuille notée 10.0 signifie
Vπ(HOC = 1,W = 0) = 10.0.

L’arbre Tree [Vπ] ne contient que 18 feuilles (35 nœuds au total) alors qu’une re-
présentation tabulaire aurait nécessité 64 entrées. Sur le problème Coffee Robot, une
représentation sous la forme d’un arbre de décision permet donc d’exploiter les indé-
pendances contextuelles. Par exemple, la valeur Vπ(HOC = 1,W = 0) de la politique
π, lorsque la propriétaire a un café et que le robot est sec, ne dépend pas des autres
variables du problème. Une telle propriété peut être considérée comme l’agrégation
de plusieurs états. Ainsi, lors du calcul itératif d’une fonction de valeur, il n’est néces-
saire de calculer qu’une seule fois la mise à jour de la valeur d’une feuille pour mettre
à jour la valeur de tous les états représentés par cette feuille.

Cependant, il est possible de constater sur la fonction de valeur Tree [Vπ] qu’une
telle représentation ne permet pas d’exploiter certaines régularités présentes dans la
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définition de Vπ . En effet, on peut remarquer, par exemple, que la structure des sous-
arbres composés des variables R, W , U et O est identique. Nous verrons qu’une
approximation additive de la fonction de valeur (que nous présenterons paragraphe
1.3.3.5) permet d’exploiter une telle symétrie, contrairement à une représentation telle
que les arbres de décision.

Enfin, dans le pire cas, c’est-à-dire lorsque la fonction de valeur de la politique
évaluée est différente pour tous les états possibles, la taille de la représentation aug-
mente exponentiellement avec le nombre de variables composant l’espace d’états du
problème.

1.3.1.6. Algorithmes

Le principe de base des algorithmes SPI et SVI est d’adapter les algorithmes Policy
Iteration et Value Iteration aux arbres de décision. Ainsi, plutôt que d’avoir à calculer
une mise à jour de la valeur de chaque état possible lors d’une itération, comme c’est le
cas pour Policy Iteration et Value Iteration, SVI et SPI calculent cette mise à jour pour
chaque feuille d’un arbre de décision, permettant de réduire le coût des calculs lorsque
plusieurs états sont agrégés et représentés par la même feuille. [BOU 00] propose une
description exhaustive de ces deux algorithmes, que nous ne rappelons pas ici puisque
nous nous concentrons sur les représentations.

1.3.2. L’algorithme Stochastic Planning Using Decision Diagrams

Dans certains problèmes, la fonction de valeur possède des symétries qui ne sont
pas exploitées par les arbres de décision, notamment lorsque la fonction est strictement
identique dans plusieurs contextes disjoints. L’algorithme présenté par [HOE 99], nom-
mé SPUDD5, propose d’utiliser des diagrammes de décision algébriques6 (ADD), dé-
crits par [BAH 93], pour représenter les fonctions d’un FMDP. De façon semblable à
SPI, SPUDD exploite les indépendances relatives à la fois aux fonctions et aux contextes.

L’utilisation d’ADD plutôt que d’arbres de décision présente deux avantages sup-
plémentaires. D’une part, les ADD permettent de mieux factoriser certaines fonctions
en exploitant le fait que certaines sous-parties d’une partition de l’espace sont sem-
blables les unes aux autres, alors que les contextes les caractérisant sont disjoints.
D’autre part, les variables utilisées dans un ADD sont ordonnées. Bien que trouver un
ordre optimal des variables à tester pour représenter une fonction de façon la plus com-
pacte possible est un problème difficile, [HOE 00] montrent que plusieurs heuristiques
peuvent être utilisées pour trouver un ordre permettant de représenter les fonctions de

5. Stochastic Planning Using Decision Diagrams. (Planification stochastique utilisant les dia-
grammes de décision).
6. Algebraic Decision Diagrams.
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façon suffisamment compacte pour accélérer nettement les calculs. Un tel ordonnan-
cement est utilisé pour accélérer les calculs réalisés sur les fonctions représentées. Ces
deux avantages permettent d’améliorer les algorithmes de programmation dynamique
aussi bien en termes d’espace mémoire consommé qu’en termes de temps de calcul.

1.3.2.1. Les diagrammes de décision algébriques

Les ADD sont une généralisation des diagrammes de décision binaires (BDD) ou
Binary Decision Diagrams [BRY 86]. Les BDD sont une représentation compacte de
fonctions Bn → B de n variables binaires vers une valeur binaire. Les ADD généra-
lisent les BDD pour représenter des fonctions réelles Bn → IR de n variables binaires
vers une valeur réelle. Un ADD est composé de :

– nœuds intérieurs (ou nœuds de décision) : ils représentent un test sur une va-
riable binaire de l’espace d’entrée. Ils sont le parent de deux branches correspondant
respectivement au fait que la variable testée est égale à Vrai ou Faux ;

– branches : elles connectent un nœud intérieur parent à un nœud enfant en fonc-
tion de la valeur Vrai ou Faux du test installé au nœud intérieur ;

– feuilles : elles représentent les nœuds terminaux du diagramme et sont associées
à la valeur de la fonction dans l’un des sous-espaces définis par l’ensemble des tests
des nœuds intérieurs parents de la feuille.

Contrairement à un arbre de décision, les nœuds intérieurs et les feuilles d’un ADD
peuvent avoir plusieurs parents. Une fonction F représentée avec un ADD est notée
ADD [F ]. La convention suivante est utilisée pour représenter un ADD graphiquement :
pour un nœud de décision testant une variable X , les branches dessinées en trait plein
et pointillé sont associées respectivement à X = 1 et X = 0.

Les ADD possèdent plusieurs propriétés intéressantes. D’une part, pour un ordre
de variables donné, chaque fonction distincte n’a qu’une seule représentation. D’autre
part, la taille de la représentation de nombreuses fonctions peut être réduite grâce à la
réutilisation de sous-graphes identiques au sein de la description. Enfin, il existe des
algorithmes optimisés pour la plupart des opérations de base, notamment la multipli-
cation, l’addition ou bien la maximisation.

La figure 1.7 montre l’exemple d’une même fonction F représentée par un arbre
de décision et par un ADD. Elle illustre le fait que les arbres de décision, contrairement
aux ADD, ne sont pas adaptés pour la représentation de certaines fonctions, notamment
les fonctions disjonctives. Ainsi, alors que la représentation Tree [F ] contient 5 feuilles
différentes (et 4 nœuds intérieurs), la représentation ADD [F ] n’en contient que 2 (plus
3 nœuds intérieurs). La mise à jour de cette fonction dans le cas de SPI nécessitera donc
5 calculs de mise à jour différents alors que SPUDD ne réalisera que 2 calculs.

Cependant, l’utilisation des ADD impose principalement deux contraintes sur le
FMDP à résoudre. Premièrement, il est nécessaire que les variables du FMDP soient
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toutes binaires, les ADD ne représentant que des fonctions Bn → IR. Pour les pro-
blèmes contenant des variables à plus de deux valeurs, il est toujours possible de
décomposer ces variables avec de nouvelles variables (binaires). Deuxièmement, les
algorithmes basés sur les ADD supposent que, au sein de la structure de données, les
tests sur les variables sont ordonnés. Lorsque ces deux contraintes sont satisfaites, il
est possible de représenter l’ensemble des fonctions du FMDP à résoudre en utilisant
des ADD.

1 0

V0

V1

V2

V2

0.0

0.0 1.0

0.0 1.0

(a)

1

0

V0

V1

V2

0.0 1.0

(b)

Figure 1.7. Comparaison des représentations d’une fonction F sous la forme d’un arbre de
décision Tree [F ] (figure a) et d’un diagramme de décision algébrique ADD [F ] (figure b).

De la même façon que pour SPI et SVI, la plupart des opérateurs sur les fonctions
sont redéfinis et optimisés pour manipuler des ADD. L’algorithme SPUDD reprend le
principe de l’algorithme Value Iteration pour l’adapter aux ADD en supposant que
toutes les variables du FMDP à résoudre sont binaires et que les variables sont préala-
blement ordonnées.

Les travaux sur SPUDD ont été prolongés avec APRICODD [STA 01] qui est une im-
plémentation de SPUDD avec plusieurs améliorations. Premièrement, plusieurs étapes
du calcul de l’équation de Bellman sont optimisées afin de permettre à l’utilisateur de
pouvoir paramétrer un compromis entre temps de calcul et espace mémoire nécessaire.
De plus, il est possible de calculer des fonctions de valeur approchées en spécifiant soit
une taille maximale de l’ADD représentant la fonction de valeur, soit une erreur maxi-
male de la représentation [HOE 00]. Enfin, APRICODD propose plusieurs méthodes
de réorganisation automatique des variables afin d’éviter à l’utilisateur d’avoir à les
spécifier manuellement. La dernière version d’APRICODD est disponible sur Internet7.
Les résultats présentés dans [HOE 99, STA 01] suggèrent qu’une telle approche est
plus efficace que celle utilisée par les algorithmes SPI ou SVI.

7. http://www.cs.toronto.edu/~jhoey/spudd
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1.3.3. Programmation linéaire approchée dans un FMDP

Une alternative à la programmation dynamique pour résoudre un MDP est l’utilisa-
tion de la programmation linéaire (paragraphe ??, volume 1). L’utilisation de cette
technique pour la résolution d’un FMDP est l’aboutissement de nombreux travaux
commencés par [KOL 99, KOL 00] puis menés principalement par Guestrin [GUE 01,
GUE 03a, GUE 03b].

La fonction de valeur optimale d’un MDP peut être calculée en formulant celui-ci
sous la forme d’un programme linéaire [MAN 60] :

Pour les variables : V (s), ∀s ∈ S ;
Minimiser :

∑
s α(s)V (s) ;

Avec les contraintes : V (s) ≥ R(s, a) + γ
∑
s′ P (s′|s, a)V (s′)

∀s ∈ S, ∀a ∈ A.

(LP 1)

où α(s) > 0 est la pondération d’intérêt de l’état s. La résolution de ce programme
linéaire se heurte à un problème de complexité à la fois dans la fonction à optimiser,
les variables à déterminer et le nombre de contraintes, ce qui impose d’avoir recours à
une méthode approchée pour traiter des problèmes de grande taille.

Ces problèmes sont résolus en exploitant deux idées principales reposant prin-
cipalement sur les indépendances fonctionnelles et la décomposition additive de la
fonction de récompense.

La première idée exploite une représentation approchée de la fonction de valeur,
plus précisément une combinaison linéaire de fonctions de base [SCH 85], pour, d’une
part, diminuer la complexité de la définition de la fonction à optimiser et du nombre
de variables à déterminer et pour, d’autre part, accélérer le calcul de la génération
des contraintes. La deuxième idée propose d’utiliser un algorithme de décomposition
des contraintes afin de pouvoir représenter l’ensemble des contraintes du programme
linéaire de façon compacte.

Ces deux idées sont exploitées par deux algorithmes différents proposés par
[GUE 03b]. Le premier algorithme est une reformulation de l’algorithme Policy Ite-
ration utilisant la programmation linéaire pour la phase d’évaluation de la politique.
Le deuxième algorithme part directement du programme linéaire LP 1 et propose la
construction directe d’un programme linéaire afin d’évaluer la fonction de valeur op-
timale du FMDP à résoudre. La section suivante présente les représentations utilisées
par ces deux algorithmes.

1.3.3.1. Représentations

Principalement deux représentations sont utilisées dans l’utilisation de la program-
mation linéaire telle qu’elle est proposée par Guestrin. La première représentation est
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une représentation tabulaire classique et permet d’exploiter uniquement les propriétés
d’indépendance fonctionnelle et de décomposition additive du problème. La deuxième
représentation est une représentation structurée basée sur des règles [ZHA 99] permet-
tant en plus d’utiliser les indépendances contextuelles au sein d’une fonction. Bien
que [GUE 03b] montrent que, pour certains problèmes, une représentation tabulaire
est plus rapide qu’une représentation structurée, nous pensons que les représentations
structurées sont mieux adaptées pour représenter des problèmes réels, justement parce
qu’elles exploitent les indépendances contextuelles. De plus, le pire des cas des repré-
sentations structurées est souvent moins mauvais que le pire des cas des représenta-
tions tabulaires en termes de temps de calcul [STA 01, GUE 03a].

Deux avantages sont avancés par [GUE 03b] pour justifier l’utilisation des règles
plutôt qu’une autre représentation telle que les arbres de décision ou les ADD. Pre-
mièrement, cette représentation est bien adaptée à leur technique de décomposition
des contraintes du programme linéaire. Deuxièmement, contrairement aux arbres de
décision ou aux ADD, les règles utilisées pour décrire une fonction peuvent ne pas être
exclusives. Deux types de règles sont distinguées : les règles de probabilité (probabi-
lity rules) et les règles de valeur (value rules). Les règles de probabilité sont utilisées
pour représenter la fonction de transition alors que les règles de valeur sont utilisées
pour définir les fonctions de récompense ainsi que les fonctions de valeur. Ces deux
types de règles et leurs utilisations dans le cadre de la programmation linéaire appro-
chée dans un FMDP sont décrits dans la suite de cette section, d’après [GUE 03b]. Une
fonction F (x) représentée avec un ensemble de règles est notée Rule [F ].

1.3.3.2. Représentation de la fonction de transition

Le premier type de règles est utilisé pour représenter la fonction de transition,
plus précisément les distributions de probabilité conditionnelles quantifiant les DBN.
Une règle correspond à un ou plusieurs contextes dans la distribution ayant la même
probabilité. Nous commençons par définir la cohérence entre deux contextes :

DÉFINITION 1.3.– Cohérence entre deux contextes
Soit C ⊆ {X,X ′}, c ∈ DOM(C), B ⊆ {X,X ′} et b ∈ DOM(B). On dit que les deux
contextes b et c sont cohérents s’ils ont tous les deux les mêmes valeurs pour toutes
les variables appartenant à l’intersection C ∩B.

Ainsi, des contextes possédant des variables avec des valeurs identiques sont dé-
finis comme étant cohérents. Les probabilités ayant la même valeur et des contextes
cohérents sont représentées avec des règles de probabilité :

DÉFINITION 1.4.– Règle de probabilité
Une règle de probabilité η = |c : p| est une fonction η : {X,X ′} 7→ [0, 1] avec
le contexte c ∈ DOM(C), C ⊆ {X,X ′} et p ∈ [0, 1] et tel que η(s, x′) = p si les
instanciations s et x′ sont cohérentes avec c, ou sinon est égal à 1.
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Deux règles sont dites cohérentes si leurs contextes respectifs sont cohérents. On
définit maintenant un ensemble de règles de probabilité pour définir complètement
une distribution de probabilité conditionnelle :

DÉFINITION 1.5.– Ensemble de règles de probabilité
Un ensemble de règles Pa d’une distribution de probabilité conditionnelle est une
fonction Pa : ({X ′i} ∪X) 7→ [0, 1] composée des règles de probabilité {η1, . . . , ηm}
dont les contextes sont mutuellement exclusifs et exhaustifs. On définit : Pa(x′i|x) =
ηj(x, x′i) avec ηj l’unique règle appartenant à Pa dont le contexte cj est cohérent
avec (x′i, x). De plus, on a nécessairement : ∀s ∈ S :

∑
x′i
Pa(x′i|s) = 1.

Il est possible de définir PARENTSa(X ′i) comme l’union des variables appartenant
aux contextes des règles appartenant à Pa(X ′i).

A l’instar des arbres de décision, les ensembles de règles de probabilité permettent
d’exploiter les indépendances contextuelles. De plus, les arbres de décision forment
une partition complète d’un espace. Il est donc facile de définir un ensemble de règles
mutuellement exclusives et exhaustives à partir d’un arbre de décision, comme le
montre la figure 1.8 pour définir PDelC(HOC′).

1 0

HOC

HRC

O

1.0

0.0

0.8 0.0

(a)

HOC = 1 ∧HOC′ = 1 : 1.0
HOC = 0 ∧ O = 0 ∧HOC′ = 0 : 1.0
HOC = 0 ∧ O = 1 ∧HRC = 1 ∧HOC′ = 0 : 0.2
HOC = 0 ∧ O = 1 ∧HRC = 1 ∧HOC′ = 1 : 0.8
HOC = 0 ∧ O = 1 ∧HRC = 0 ∧HOC′ = 0 : 1.0

(b)

Figure 1.8. Représentation de la distribution de probabilité conditionnelle PDelC(HOC′) sous
la forme d’un arbre de décision et d’un ensemble de règles. La règle |HOC = 0 ∧ O = 1 ∧
HRC = 1∧HOC′ = 1 : 0.8| définitPDelC(HOC′ = 1|HOC = 0,O = 1,HRC = 1) = 0.8.

La probabilité PDelC(HOC′ = 1|HOC = 0,O = 1,HRC = 1) = 0.8 est
représentée par la règle correspondante |HOC = 0 ∧ O = 1 ∧ HRC = 1 ∧ HOC′ =
1 : 0.8|. On peut remarquer que, pour les tests concernant les variables X au temps t,
le contexte de cette règle correspond aux tests réalisés dans l’arbre de décision pour
atteindre la feuille 0.8. De plus, la variable X ′i au temps t + 1 appartiennent aussi au
contexte de la règle. Une distribution de probabilité conditionnelle F (x) représentée
avec un ensemble de règles de probabilité est notée Rulep [F ].
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1.3.3.3. Représentation de la fonction de récompense

Pour représenter la fonction de récompense d’un FMDP, on définit les règles de
valeur :

DÉFINITION 1.6.– Règle de valeur
Une règle de valeur ρ = |c : v| est une fonction ρ : X → IR telle que ρ(x) = v
lorsque x est cohérent avec le contexte c et 0 sinon.

On note que la portée d’une règle de valeur est SCOPE(ρ) = C avec C l’ensemble
des variables instanciées dans le contexte c de la règle ρ = |c : v|.

Il est maintenant possible de définir une fonction comme un ensemble de règles de
valeur :

DÉFINITION 1.7.– Ensemble de règles de valeur
Un ensemble de règles de valeur représentant une fonction f : X 7→ IR est composé
de l’ensemble des règles de valeur {ρ1, . . . , ρn} telles que f(x) =

∑n
i=1 ρi(x) avec

∀i : SCOPE(ρi) ⊆ X .

Une fonctionF représentée avec un ensemble de règles de valeur est notée Rulev [F ].
De plus, on suppose qu’une récompense R(s, a) peut s’écrire sous la forme d’une
somme de fonctions de récompense dont la portée est limitée :

R(s, a) =
∑
j

raj (s). (1.4)

Cette représentation permet de représenter de façon naturelle des fonctions en
exploitant à la fois des indépendances contextuelles et une décomposition additive,
comme le montre la figure 1.9.

Représentation tabulaire : Arbres de décision :

R(s) =
HOC R0

0 0.0
1 0.9

+
W R1

0 0.1
1 0.0

R(s) = 1 0

HOC

0.9 0.0
+ 1 0

W

0.0 0.1

Ensembles de règles de valeur :

R(s) = HOC = 1 : 0.9
W = 0 : 0.1 = HOC = 1 : 0.9 + W = 0 : 0.1

Figure 1.9. Représentation de la fonction de récompense R décomposée en une somme de
fonction de récompense dont la portée est restreinte à une seule variable du problème.

Comme nous l’avons décrit dans le paragraphe 1.2.3.4, la fonction de récompense
du problème Coffee Robot peut être décomposée en une somme de deux fonctions
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dont la portée n’est restreinte qu’à une seule variable du problème. Plusieurs représen-
tations peuvent être utilisées pour représenter les fonctions composant la fonction de
récompense, notamment une forme tabulaire, d’arbres de décision ou d’un ensemble
de règles de valeur.

La figure 1.9 montre que deux configurations sont possibles, soit en regroupant les
règles au sein d’un même ensemble pour ne définir qu’une seule fonction, soit en sépa-
rant les règles dans deux ensembles différents pour définir deux fonctions différentes.
Enfin, on remarque que, même sur cet exemple simple, les règles de valeur permettent
d’exploiter les indépendances contextuelles pour décrire la fonction de récompense
du problème Coffee Robot, contrairement aux arbres de décision. En effet, les arbres
de décision requièrent la représentation des feuilles contenant la valeur 0, ce qui n’est
pas le cas des règles.

1.3.3.4. Représentation d’une politique

Pour représenter une politique π de façon compacte, [GUE 03b] reprennent une
technique présentée par [KOL 00]. Plutôt que d’utiliser un arbre de décision Tree [π]
ou un ADD ADD [π] pour représenter une définition structurée de π, une action par dé-
faut est choisie a priori dans le FMDP et la politique est représentée comme une liste
de décision ordonnée. Chaque élément de la liste est composé de trois informations
différentes : un contexte indiquant si la décision peut être prise étant donné un état s,
l’action à exécuter si la décision est prise et enfin le bonus indiquant la récompense
espérée supplémentaire pour cette décision comparée à la récompense espérée de l’ac-
tion par défaut. Le dernier élément de la liste est toujours l’action par défaut, associée
à un contexte vide (pour que ce dernier élément représente la décision par défaut à
prendre si aucun autre n’est cohérent avec l’état) et un bonus de 0. Une politique π re-
présentée sous la forme d’une liste de décision est notée List [π]. Le tableau 1.1 montre
l’exemple d’une politique dans le problème Coffee Robot dont l’action par défaut est
Go.

On peut remarquer que la politique représentée tableau 1.1 n’est pas simplifiée.
En effet, par exemple, la règle 3 peut être agrégée avec la règle 1 puisque ces deux
règles ont le même contexte (la règle 3 ne sera jamais utilisée puisque la règle 1 sera
nécessairement utilisée avant). De plus, contrairement aux arbres de décision ou aux
ADD, le nombre de tests réalisés pour déterminer l’action à exécuter peut être supérieur
au nombre de variables décrivant le problème.

Enfin, pour certains problèmes de grande taille, quelle que soit la méthode de pla-
nification utilisée, une représentation explicite de la politique optimale, même fac-
torisée, est impossible puisqu’il est nécessaire pour chaque état d’évaluer toutes les
variables du problème afin de déterminer la meilleure action à réaliser par l’agent.
C’est la raison pour laquelle [GUE 03b] propose des algorithmes ne nécessitant pas
une représentation explicite de la politique du problème.
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Contexte Action Bonus
0 HOC = 0 ∧HRC = 1 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 0 ∧ O = 1 DelC 2.28
1 HOC = 0 ∧HRC = 0 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 0 ∧ O = 0 BuyC 1.87
2 HOC = 0 ∧HRC = 1 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 1 ∧ O = 1 DelC 1.60
3 HOC = 0 ∧HRC = 1 ∧W = 1 ∧ O = 1 DelC 1.45
4 HOC = 0 ∧HRC = 1 ∧W = 0 ∧R = 0 ∧ O = 1 DelC 1.44
5 HOC = 0 ∧HRC = 0 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 1 ∧ O = 0 BuyC 1.27
6 HOC = 0 ∧HRC = 0 ∧W = 1 ∧ O = 0 BuyC 1.18
7 HOC = 0 ∧HRC = 0 ∧W = 0 ∧R = 0 ∧ O = 0 BuyC 1.18
8 HOC = 1 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 0 DelC 0.84
9 HOC = 0 ∧HRC = 0 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 0 ∧ O = 1 GetU 0.18

10 HOC = 1 ∧W = 0 ∧R = 1 ∧ U = 1 DelC 0.09
11 ∅ Go 0.00

Tableau 1.1. Représentation d’une politique π(s) sous la forme d’une liste de décision
List [π] (avec Go l’action par défaut)

1.3.3.5. Représentation de la fonction de valeur

Nous avons vu qu’un MDP pouvait s’écrire sous la forme d’un programme linéaire
de la façon suivante (paragraphe ?? du volume 1, LP 1) :

Pour les variables : V (s), ∀s ∈ S ;
Minimiser :

∑
s α(s)V (s) ;

Avec les contraintes : V (s) ≥ R(s, a) + γ
∑
s′ P (s′|s, a)V (s′)

∀s ∈ S, ∀a ∈ A.

(LP 2)

Cependant, une telle représentation pose un problème de complexité, aussi bien en
le nombre de variables à déterminer, qu’en le nombre de termes de la somme de la
fonction objectif, ou en le nombre de contraintes.

Une solution pour éviter l’explosion combinatoire concernant le nombre de va-
riables à déterminer et le nombre de termes dans la fonction à minimiser est l’approxi-
mation de la fonction de valeur par une combinaison linéaire proposée par [BEL 63]
(voir le chapitre ??, volume 2). L’espace des fonctions de valeur approchées Ṽ ∈ H ⊆
IRn est défini via un ensemble de fonctions de base, ou basis functions, dont la portée
est limitée à un petit nombre de variables :

DÉFINITION 1.8.– Fonction de valeur linéaire
Une fonction de valeur linéaire Ṽ sur un ensemble H = {h0, . . . , hk} de fonctions de
base est une fonction telle que Ṽ (s) =

∑k
j=1 wjhj(s) avec w ∈ IRk.

Cette approximation peut être utilisée pour redéfinir le programme linéaire sim-
plement en remplaçant la fonction de valeur à déterminer par son approximation
[SCH 85] :
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Pour les variables : w1, . . . , wk ;
Minimiser :

∑
s α(s)

∑k
i=1 wihi(s) ;

Avec les contraintes :
∑k
i=1 wihi(s) ≥ R(s, a)+

γ
∑
s′ P (s′|s, a)

∑k
i=1 wihi(s

′)
∀s ∈ S, ∀a ∈ A.

(LP 3)

Ainsi, plutôt que de déterminer la fonction de valeur dans l’espace complet des
fonctions de valeur, l’espace de recherche est réduit à l’espace des valeurs pour l’en-
semble des coefficients utilisés dans la combinaison linéaire. De plus, le fait de limiter
la portée des fonctions de base permet d’exploiter les indépendances relatives aux
fonctions de base.

On peut donc remarquer que le nombre de variables à déterminer du programme
linéaire n’est plus le nombre d’états possibles mais le nombre de coefficients dans
l’approximation linéaire. Cependant, le nombre de termes dans la fonction à minimiser
et le nombre de contraintes sont toujours égaux aux nombres d’états dans le problème.

Pour un tel programme, une solution existe si une fonction de base constante est
incluse dans l’ensemble des fonctions de base [SCH 85]. Nous supposons donc qu’une
telle fonction h0, telle que h0(s) = 1,∀s ∈ S, est systématiquement incluse à l’en-
semble des fonctions de base. De plus, il est important de noter que le choix des
pondérations d’intérêt α(s) influe sur la qualité de l’approximation [FAR 01].

En plus de la diminution de la complexité du programme linéaire, une telle ap-
proximation de la fonction de valeur permet d’exploiter à la fois les indépendances
fonctionnelles et certaines régularités de la structure de la fonction de valeur. Dans
le problème Coffee Robot, la figure 1.10 montre un exemple de décomposition addi-
tive de la fonction de valeur approchée permettant d’exploiter une régularité que des
représentations telles que les arbres de décision et les ADD ne pouvaient pas utiliser.

La définition d’une fonction de valeur Tree [V ] du problème est décomposée en
deux fonctions de base Tree [h1] et Tree [h2]8 et permet une approximation de Tree [Vπ]
dont l’erreur est inférieure à 1. La propriété de décomposition additive est exploi-
tée puisque, plutôt que de contenir 18 feuilles, cette représentation ne nécessite que
11 feuilles pour les deux arbres (soit 20 nœuds au total, au lieu de 35 nœuds pour
Tree [Vπ]). Cette décomposition contient deux fonctions de base (trois en comptant la
fonction constante h0), donc trois coefficients, w0, w1 et w2, sont à déterminer dans
le programme linéaire 2.

8. Ces deux fonctions Tree [h1] et Tree [h2] ont été obtenues à partir de l’arbre de décision
représentant la fonction de valeur Tree [Vπ] dans le problème Coffee Robot, figure 1.6.
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Figure 1.10. Exemple de décomposition de la fonction de valeur du problème Coffee Robot
sous la forme de deux arbres de décision représentant deux fonctions de base permettant
de calculer la politique π(s) (tableau 1.1). La fonction de valeur optimale approchée est :
Ṽ ∗(s) = 0.63 · Tree [h0] + 0.94 · Tree [h1] + 0.96 · Tree [h2]. L’arbre Tree [h0] n’est pas
illustré puisqu’il définit une fonction constante et ne contient donc qu’une seule feuille égale à
1.

Enfin, lorsque la fonction de récompense possède une décomposition additive,
comme c’est le cas dans le problème Coffee Robot, il semble naturel que la fonc-
tion de valeur du problème possède également cette propriété. Cependant, ces deux
propriétés ne sont pas nécessairement corrélées. En effet, bien qu’une fonction de
récompense puisse ne présenter aucune décomposition additive, une combinaison li-
néaire de fonctions de base peut quand même permettre de déterminer avec une faible
erreur d’approximation les fonctions de valeur du problème. Une telle représenta-
tion est donc plus générale que les représentations sous forme d’arbre de décision ou
d’ADD proposées par SPI ou SPUDD [GUE 03b]. Réciproquement, des représentations
compactes des fonctions de transition et de récompense n’impliquent pas non plus une
représentation compacte de la fonction de valeur [KOL 99, MUN 00, LIB 02].

1.3.3.6. Algorithmes

Les algorithmes [GUE 03b] permettent ainsi, à partir de la définition d’un pro-
blème sous la forme d’un FMDP, de générer le programme linéaire associé afin de
calculer une approximation de la fonction de valeur du problème. De plus, des al-
gorithmes sont aussi proposés afin d’obtenir une représentation de la politique (sous
la forme exposée dans la section 1.3.3.4). Cependant, une telle représentation peut
s’avérer trop coûteuse, c’est la raison pour laquelle les auteurs proposent une autre
alternative : une fois la fonction de valeur calculée, pour un état donné, il est facile de
calculer la valeur d’action pour chaque action, permettant ainsi de trouver la meilleure
action à exécuter pour cet état. Ainsi, une représentation explicite de la politique est
évitée. Le lecteur pourra consulter [GUE 03b] pour obtenir une description exhaustive
de ces algorithmes.
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1.4. Conclusion et perspectives

La résolution efficace de problèmes décisionnels de Markov de grande taille dans
un cadre factorisé est un domaine de recherche très actif. Plusieurs extensions de ce
cadre ont été proposées, notamment dans le cadre partiellement observable [POU 05]
et dans celui de l’apprentissage par renforcement. Cette seconde extension se justifie
par le fait que définir complètement la fonction de transition et de récompense d’un
FMDP peut s’avérer fastidieux, voir impossible dans certains cas.

Dans ce cadre, la première famille d’algorithmes est l’adaptation directe des algo-
rithmes d’apprentissage par renforcement présentés dans le paragraphe ??, volume 1,
nommément DBN-E3 [KEA 99], factored R-MAX [STR 07] et factored I.E. [STR 07].
Ces algorithmes supposent que la structure des DBN du FMDP est connue, mais pas
quantifiée. Les algorithmes proposent alors un apprentissage permettant d’obtenir une
politique proche d’une politique optimale du FMDP en un temps fini.

La deuxième famille d’algorithmes ne fait aucune hypothèse sur la structure de la
fonction de transition et de récompense du FMDP. En s’inspirant de l’apprentissage
par renforcement indirect (voir volume 1, section ??), de récents travaux proposés par
[DEG 07] proposent d’apprendre la structure des problèmes à partir de l’expérience
d’un agent et en utilisant l’induction d’arbres de décisions. Bien que les résultats ex-
périmentaux soient intéressants, une preuve mathématique de cette approche n’existe
pas encore. Nous renvoyons le lecteur à [DEG 07] pour un exposé plus précis de ces
dernières méthodes.

Des recherches destinées à combler le fossé entre les approches disposant d’une
preuve de convergence et celles qui en sont dépourvues sont elles aussi très actives.
L’approche suivie par l’équipe de Littman dans ce cadre consiste à proposer des
preuves de convergence pour des algorithmes présupposant de moins en moins de
connaissances a priori sur la structure du FMDP qu’il s’agit de résoudre. On consul-
tera en particulier [STR 07] sur ce point.

Enfin, une dernière extension du cadre des FMDP consiste à combiner la factorisa-
tion et une approche hiérarchique. Les travaux de thèse de Teichteil [TEI 05] se sont
intéressés à ce cadre. On peut aussi citer l’algorithme VISA [JON 06] qui présente des
performances comparables à celles des algorithmes de Guestrin avec des méthodes de
programmation dynamique.
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