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Une introduction au filtrage stochastique

@ 2 processus aléatoires : X Signal @ Y Observation.

@ Objectif ~» Calculer les lois conditionnelles de X sachant Y

Loi(X | Y)

Vocabulaire " équivalent” :

@ Assimilation de données (météo).

@ Chaines de Markov cachées
(statistique fréquentiste).

e Calcul de lois a posteriori (a priori=Loi(X))
(statistique baysienne).

o Filtrage (proba. appliquées).




Une introduction au filtrage stochastique

Modeles de Filtrage de processus stochastiques

@ Signal=Processus stochastique

’ ingénierie/physique/biologique/économique : ‘

o Cibles non coopérative (militaire : missile, char, avion,...).

o Physiques (fluides : tornades, cyclones, modéles océano,
pression/température/coeff de diffusivité,...).

e Financiers (actifs boursiers, portefeuilles, volatilités,...).

e Signaux (parole, codages/transmission informations,...)

Dynamiques et aléas : ‘

o Equations d'évolution physiques (Ex. >, F,-:Z )
o Perturbations et aléas :

o Erreurs de modeéles @ Perturbations extérieures.
°

~> lois a priori @ (inconnues= réalisation de v.a.)




Une introduction au filtrage stochastique

Modeles stochastiques de signaux

@ Equation d'évolution : (€ espace d'états E)
Xn = F,,()(n_]_7 Wn) ou dXt = At(Xt) dt == Bt(Xt) th
@ Interprétations et exemples :

2 a o .
E = R, R R” ,espaces de trajectoires, excursions

W, = Erreurs de modeles, perturbations extérieures

E ~ E,) — mod. traject. X, = (XJ,...,X}) non exclus
0 n




Une introduction au filtrage stochastique

Modeles de Filtrage de processus stochastiques

@ Observations =Processus stochastique :

’ ingénierie/physique/biologique/économique : ‘

o Ingénierie : Radar, Sonar, GPS, ...

o Physiques (capteurs de pression/température/...).

o Financiers (actifs boursiers, portefeuilles, volatilités,...).

o Statistique (données réelles : médecine, pharmaceutiques,
politique, éco-finances,...).

Dynamiques et aléas : ‘

o Observations partielles : mélanges, coordonnées partielles.
o Perturbations et aléas :

o erreurs de mesures (bruits thermiques).

@ perturbations extérieures.

o erreurs de modele.




Une introduction au filtrage stochastique

Modeles stoch. de capteurs/observations

e Equation d'observation: (€ espace d'états E’)

Yn = Hn(Xn, Vn) ou dyt = Ht(Xt) dt aF Jt(Xt) th
@ Interprétations et exemples :

2 a B .
E = R, RY R” espaces de trajectoires, excursions

V, = Erreurs de mesures/modeles/extérieures




Une introduction au filtrage stochastique

@ Prédiction : m < n~» Loi(X, | (Yo,-.., Ym))-
e Filtrage:  m=n~>Loi(X, | (Yo,---, Yn))
@ Lissage : m < n~» Loi(Xm | (Yo,---, Ya))-

Remarques

o Filtrage trajectoriel :

~» Loi((Xo, -+, Xn) | (Yo,--+, Ya))

Xp= (X, Xa) €En  ~  Loi(Xy | (Yor-..,Yn))




Les équations du filtrage non linéaire

Les équations du filtrage

2 Etapes d’apprentissage/d’adpatation naturelles :

' prédiction ]
Loi(Xh | (Yo,-.., Yn)) —— Loi(Xp+1 | (Yo,---, Ya))

) correction )
LOI(Xn_H | (Yo, ey Yn)) _— LOl(Xn_H | ((Yo, ey Yn), Yn+1))

QQ interprétations utiles :

@ Prédiction = Examen de la stat. d'évol. X, ~» X,11 (L Y)

@ Correction = Mise a jour des lois ~ novel obs. Y, 1

~ Potentiel de vraisemblance sur chaque site x :

Gn+1(x) = "Proba de voir Y41 si X,11 était en x




L'heuristique du filtrage particulaire

L’ heuristique du filtrage particulaire

Dynamique de population de N "individus” /particules” t.q.

&.-.-.&) e E) ~ lim NZ = Loi(X, | (Yo, -+, Yn))

2 Etapes d’apprentissage/d’adpatation naturelles :

exploration

(grlnvgr’;\l) € Erlrv - (5}1+17- '-a§II7V+1) € En+1

adaptation
1 N N
(€n+17"-a§n+1) € E n+1 (£n+1a-'-7§n+1) € En+1




L'heuristique du filtrage particulaire

L’ heuristique du filtrage particulaire

(prédiction,correction) = (propositions,accept./rejet)

(mutation,selection)

= (exploration,adaptation/branchements/Idots)

Méthode de simulation effective

@ Prédiction ~» simulation de N transitions locales du signal
o Correction~ processus de naissance et mort (taille fixe )

@ On tue les individus sur des sites peu vraisemblables.
e On multiplie les individus sur des sites plus vraisemblables.




L'heuristique du filtrage particulaire

exploration 1 T ~l
é\,l,EE E— n+1€E £n+1€E
; adaptation ,\
& _ n+1 5;114-1
: N 5
§,I1V S §"+1 ] £II1V+1

@ Exploration (~ simu. des aléas des transitions locales)

(Signal D X1 = F(X,,, Wn+1)) ~ Vi g;;—l—l = F(g},, :£+1)
@ Correction ~ Exemple : branchements multinomiaux

A Gn+1(€;'7+1)

(E’nﬂ)lg,-g,\, "iid" de loi discrete : Z = . (55,-
i 2je1 Gni1(&ha) T




L'heuristique du filtrage particulaire

Remarques importantes

@ 1 particule=1 ligne ancestrale

f;y = (f(lJ,na gi,na 550 a§1,17n)

pe{0,....,n} — E;,m ancétre au niveau p de l'individu ?M

@ les mesures d'occupation des arbres généalogiques :

1 .
N > ba oo Loi((Xos-- -, Xn) [ (Yo, Ya))
1<i<N

1 .
N 1) =NToo LOI(XO | (Yo, vy Yn))

1<i<N

ci
€O,n




L'heuristique du filtrage particulaire

Remarques importantes (suite)

Filtrage des bruits ~~ Régulation optimale

1 .
N Z 6(W0f,an1i,nw~xW,f,n) =NToo LOI((W()7 ey W,-,) | (Yo, ey Y,,))

1<i<N

Algorithmes stoch.” équivalents” :

@ Algorithmes génétiques, processus de branchements.
@ Algorithmes de "population Monte Carlo”, DMC, QMC, ...
@ Processus d'adaptation :

selection, pruning, reconfiguration, go with the winner, spawning,
condensation, grouping, rejuvenations, harmony searches, ...

En un certain sens :

La plupart des algorithmes stochastiques d'adaptation/d'apprentissage
évolutionnaire sont des filtres optimaux (a population o)




Modeles stoch

Flot de mesures conditionnelles

@ Flot de mesures de probabilités aléatoires : (ex.: prédicteurs)

n €N n,:=Loi(X, | (Yo,..., Yn-1))

@ Systéme dynamique non linéaire : ‘77,, = CD,,(n,,_l)‘

Correction _ Prédiction .
Nh ——————— 1ln = wn(nn) —————— Nlnh+1 = nnMn—i-l

o Transformation (non linéaire) de Boltzmann-Gibbs :

Y, (nn)(dx) := ; (1G ] Gn(x) na(dx) ("formule de Bayes”)

e Transport linéaire markovien :

(o Masn) (dy) = / () Mg (x, dy)



Modeles stoch

Chaines de Markov non linéaires

@ Chaines de Markov non linéaires :
3 Markov K, ,(x, dy) t.q.

cbn(nnfl) = nnflKn,n,,_lzLOi (yn) ="

i.e. :
P(Yn € dx, | Y,,_l) = K"J]n—l(y"—la dX,,)

Interpretation particulaire de type champ moyen :

@ Chaine Markov &, = (&,...,&N) € EN t.q.

1
17,',\’ ::N Z 65; ~Nico Tn
1<i<N

@ Transitions locales "approchées” (V1 < i < N)

51,:1—1 ~ §:1 ~ Kn,n,’:’il(é.;;—la dX")




Modeles stoch

Systemes de particules en interaction

Diagramme schématique : &, € EN ~ £,41 € E,ﬁVH

K N
1, 1
€r11 % n+1
5;’ _ gllﬂrl
N
G

Idée intuitive :

N ~ ~
M ~=Nioo M = Kppigv =nNtco Kntim,

== Ef, copies iid de X,



Modeles stoch

QQ Avantages

@ Modele de champ moyen=linéarisation /perturbation stoch. :
1
VN

avec WN ~ W, Champs gaussiens centrés et L.

N N N
Nn = ¢n(77n—1) + Wn
@ 7, = ®p(ns—1) stable = non propagation des erreurs locales
= control uniforme des erreurs globales / temps

"Pas besoin” d'étudier la cv a I'équilibre de modeles MCMC.
Grille/Maillage stochastique adaptatif.

Non linéarité du syst. ~» interactions bénéfiques.

Algo. naturel et facile a simuler, etc.




Modeles stoch

Modeles de Feynman-Kac

(Correction,Prédiction)=(Selection,Exploration)=(G,, )

77,I1V =Nioco NIn = q)n(77n—1) =V (nn—l)Mn

Solution : X, Markov ~ transitions M,,

mif) = 28 with ,(6) = ( 06) [T 6(%)
n 0<p<n

Formule multiplicative ~» est. non biaisé des Cts. de normalisation

El I] GX) | = I %(G) =nise ] 5 (Gp)

0<p<n 0<p<n 0<p<n




Modeles stoch

71T Domaines d’application

QQ exemples :

@ Modeles trajectoriels X, = (X, ..., X})
o Gp(Xn) =1a(X7)
n=Loi((Xg,...,X;) [VO<p<n X €A
o Gn(Xn) = Lggxs,..xr_ 1 (X7)
Nn = Loi((Xg, ..., X3) [Vp<g<n X, #X,)

7(dx2) K (x2,dx1)
7(dx1)M(x1,dx2)

e Transitions X, = (X}, A X 11) ® G(x1,x2) =
no = 0x = 1)n = LOiﬂ,K((Xrﬁerlvfl e vX(;) | Xr,1 = x)
@ X, MCMC mesure inv. instantannées e PV d\

Gn(X) e e_(ﬁn—ﬁn—l)v(x) _— Nn O e—ﬁnV d\




Modeles stoch

Theorie "asymptotique” TCL,PGD, PDM,...(n,N). QQ exemples :

@ Cv de processus empiriques :

sup sup VN E([|ny — %) < oo
N>1n>0

@ Inégalités de concentration uniformes :

Ne2
sup P(|np (fa) — ma(fa)| > €) < ¢ exp -7
n>0 g

o Propagations du chaos : P}, := Loi( LN ,f,(,q’N))
PN~ p®a 4 1 otp +.. 4+ L okp + ok t+ipl
ng =" N mq e TNk ma T k1 nq

avec supys1 0B, [lo < 00, 9B ngll < c g2
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