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Objectifs du cours

La théorie des probabilités et des processus stochastiques est sans aucun doute l’un
des plus important outils mathématiques des sciences modernes. Comme le soulignais
James Clerk Maxwell dès 1850 :

”The actual science of logic is conversant at present only with things either certain,
impossible or entirely doubtful, none of which fortunately we have to reason on.
Therefore the true logic for this world is the calculus of Probabilities, which takes
account of the magnitude of the probability which is, or ought to be, in a reasonable
man’s mind.”

Le but de ce cours est de parcourir les principaux éléments de la modélisation
stochastique, et de la simulation numérique. Ce voyage ne nécessite aucun bagage
spécifique sur la théorie des processus stochastiques. Quelques éléments sur la théorie
de systèmes dynamiques déterministes permettrons d’apprécier la beauté de certains
paysages. En effet, d’un point de vue purement mathématique, la théorie des processus
stochastiques est une extension naturelle de la théorie de systèmes dynamiques à des
phénomènes aléatoires se déroulant dans le temps. Néanmoins, comme le souligne
Ian Stewart dans son ouvrage [23], le mot grec stochastikos signifie “habile a viser”,
et “transmet ainsi l’idée de l’utilisation contemporaine des lois du hasard en vue
d’avantages personnels”. L’un des objectif de ces notes est de préciser ces idées sous
des angles de vues mathématiques et pratiques.

Il est important de noter que la nature aléatoire ajoutée de ces systèmes dynamiques
stochastiques provient de trois sources naturelles et distinctes :

Tout d’abord, les fluctuations aléatoires de certaines grandeurs physiques,
biologiques, ou économiques telles la répartition de la chaleur, l’évolution de populations
génétiques, l’évolution des prix des actions financières sont souvent le reflet d’un
processus chaotique.

D’autre part, la plupart des processus aléatoires formalisés sont des modèles
simplifiés ne rendant compte que d’une partie du phénomène étudié. Dans ce contexte,
les erreurs de modèles, ou tout autre quantité influant sur son évolution (paramètres
de contrôles, perturbations de mesures) peuvent être représentées par des variables
aléatoires. Leur nature probabiliste est souvent dictée par une connaissance a priori du
système.

Enfin, dans le cadre des algorithmes stochastiques, les composantes aléatoires du

1



système permettent d’augmenter les capacités d’exploration et d’adaptation du modèle.
À la différence de leurs homologues déterministes, ces méthodes de recherche aléatoire
permettent d’explorer des espaces de grandes dimensions, tout en évitant certains
pièges, tels des puits de minima locaux en optimisation globale.

Ces trois aspects sont développés sous des angles théoriques et pratiques, en insistant
sur les fondations mathématiques, tout en illustrant chaque modèle par une variété
d’applications issues de domaines scientifiques connexes. Nous soulignerons dès que
possible les différentes expressions de ces modèles en physique, en biologie, ainsi
que dans les sciences sociales, en mathématiques financières, et dans les sciences de
l’ingénieur.

L’ingénierie stochastique est essentiellement consacrée à l’analyse de deux
classes de modèles probabilistes :
– Les processus stochastiques formalisés représentant des évolutions

dynamiques et aléatoires de systèmes techniques, physiques, biologiques,
ou économiques.

– Les algorithmes d’exploration stochastique d’espaces de solutions
complexes pour résoudre des problèmes d’estimation, d’optimisation et
d’apprentissage.

Ces deux notions sont loin d’être sans rapport. En effet, la plupart des algorithmes
stochastiques modernes sont fondés sur des mécanismes de recherche mimant des
processus d’exploration et d’adaptation biologiques ou physiques. . En d’autres termes,
ces algorithmes miment des processus d’évolution ou d’apprentissage dictés par des
régles physiques ou issues de l’évolution naturelle :

– Les fonctions itérées aléatoires simulent l’élaboration naturelle et chaotique de
formes symétriques complexes, telles les flocons de neige ou d’autres paysages
fractals.

– L’algorithme de Robbins-Monro simule un processus d’apprentissage humain de
recherche d’un dosage optimal, en observant les différents effets et réactions au
produit.

– Le recuit simulé mime le refroidissement d’un métal vers un état solide stable et
optimal.

– L’échantilloneur de Gibbs simule pas à pas les transitions locales de chaque
composante d’un système physique conditionnelles aux autres composantes.

– Les algorithmes génétiques, et les arbres généalogiques correspondants, simulent
l’évolution d’une population d’individus en adaptation dans un environnement
suivant des mécanismes de mutation et de sélection.

Comme nous l’avons dit plus haut, les modèles stochastiques décrits dans
cet ouvrage admettent des interprétations distinctes et variées, selon le domaine
d’application considéré. Par exemple, les techniques d’exploration génétiques d’espaces



complexes décrites plus haut font actuellement partie des techniques de résolution
les plus avancées en statistique bayesienne, en traitement du signal, en analyse
d’évènements rares, en combinatoire énumérative, en optimisation combinatoire, en
mathématiques financières, ainsi qu’en physique et chimie quantique. Nous avons
ici choisi de souligner leurs expressions biologiques ou physiques originelles, tout en
illustrant leurs applications dans la résolution de problèmes d’estimation classiques
des sciences de l’ingénieur. Ce catalogue d’application est loin d’être exhaustif, il
reflète simplement certaines expressions classiques de ces modèles, ou certain goûts
des auteurs.

Ces modèles probabilistes se formalisent mathématiquement par la donnée d’une
châıne de Markov. Leur convergence vers la solution du problème étudié s’exprime
alors le plus souvent par des phénomènes de moyennisation asymptotique en temps
long, ou par des principes de moyennes spatiales pour les algorithmes fondées sur
des dynamiques de population. Ces deux propriétés probabilistes sont le fruit de lois
des grands nombres, ou de propriétés ergodiques des systèmes. Ces deux notions
seront examinées brièvement dans ce cours. Le lecteur désireux d’approfondir ces
aspects théoriques peut consulter les deux ouvrages complémentaires consacrés à ces
questions [4, 6], ainsi que les articles référencés dans ces deux livres.
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