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© Calcul des Cte de normalisation

@ Quelques références
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0 Introduction, motivations
@ Evaluation d’événements rares
@ Modéles stochastiques formalisés
@ L'heuristique des estimations particulaires
@ Les 3 types de mesures d'occupation
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Analyse d'événements rares

@ Processus stochastique formalisé X @ Evt rare A :
Proba(X € A) & Loi((Xp,...,X:) | X € A)

D ingénierie/physique/biologique /économique :

o Ingénierie : surcharges de réseaux, pannes, durées de fonctionnement,...

e Physique : polymeres dirigés, particules € milieux absorbants, états
fondamentaux d'opérateurs de Schrodinger.

e Finance : probabilités de défauts, ruines,...

e Statistique : queues de distributions, valeurs extrémes,...

e Combinatoire : Calcul de cardinaux d’ensembles complexes.

@ Stratégies du processus € Evt rare = Prédiction et contrdle.

Xt = Ft(Xt—la Wt) — LOiS((WO, ey Wt) | X € A)

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest 4 /31



Modéles stochastique
2 Ingrédients

@ 1 Processus Physique/biologique/economique : files d'attentes, réseau
télécom, portefeuille, volatilité d'actifs, température, mouvements de
fluides, ...

@ 1 fonction potentiel (type énergie ou indicatrice/restriction): dépassements
de niveaux critiques, saturation, niveaux de propagations d’'épidémies,
dispersion de radioactivité, ruines,...

Objectifs
@ Calcul des probabilités d'événements rares.

@ Calculer les lois des trajectoires compleétes du processus évoluant en régime
critique ~~ prédiction @ controle.
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L’heuristique des estimations particulaires

Flot de mesures a complexité croissante

@ |'événement rare = cascade d'événements intermédiaires (moins) rares
(énergies ou niveaux 1, passerelles physiques).

@ Flot de lois conditionnelles

n — 1, = Loi(processus|une série de n évts intermédiaires |)

@ Les probabilités d'événements rares= Cts de normalisation.

v

Méthode particulaire heuristique

Simulation arbre de défauts de type généalogique @ % réussites
( ype g g

@ Explorations/Propositions locales des espaces d'états.

@ Branchements-Selection des individus € régimes critiques T.

A\
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5 Exemples de flots de mesures " cibles”

Q 7, =Loi((Xo,...,Xn) |YO<p<n X,€A)
Q 77,(dx) o e V) X\(dx) avec 3, 1

© 7n(dx) x 14, (x) A(dx) avec A, |

Q 7, = Loi¥((Xo, ..., X0) | Xo = xn).

© 7, = Loi( X atteint B, | X atteint B, avant A)

v

© M,-transitions locales @ Selection des individus € A, i.e. ~ G, = 14,

@ Trans. MCMC 7, = n,M, @ Selection des individus x G, = e~ (Fr1=0n)V

© Trans. MCMC 5, = n,M, @ Selection individus oc G, = 14

7(dx1)M(x1,dx2)

n+1

@ M-transitions locales @ Selection G(xi,x2) =

© M, -transitions locales & Selection-branchement aux sous niveaux B, |.
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Processus interaction/branch. < 3 types de mesures d'occupation

(N = 3) o —> o e —> e=o
e —— >0 — > o=
*« ——> o e —> o =0
N
(] Population courante < N g 6§L<—i-iéme individu au temps n
i=1
N

S — s n)<—i—iéme ligne ancestrale

1
Arbre généalogi — )
@ Arbre généalogique — NZI (

P a 1 N
@ Arbre généalogique complet — > ", (5(567517--~ )

N
1 .
@ Potentiels empiriques moyens [% de succés (G, = 14)] — N E Gn(&)
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Algorithmes stochastiques " équivalents” :

@ Algorithmes génétiques.

@ Processus de branchements spatio-temporel.

Méthodes de Monte Carlo séquentielles.

Algorithmes de " population Monte Carlo”.
Diffusion Monte Carlo (DMC), Quantum Monte Carlo (QMC), ...

Botanique des processus d'adaptation ~ ## domaines d’applications :

bootsrapping, selection, pruning-enrichment, reconfiguration, cloning, go
with the winner, spawning, condensation, grouping, rejuvenations, harmony
searches, biomimetics, ...

)

1950 < [Méthodes de simulation heuristiques] < 1996
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e Interprétations particulaires de mesures de Feynman-Kac
@ Quelques notations
@ Analyse asymptotique
@ Chafnes de Markov non linéaires
@ Interprétations champ moyen
@ QQ résultats de convergence
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Quelques notations

E espace mesurable, P(E) proba. sur E, B(E) fonctions meas. bornées.
o (1,f) e P(E)x B(E) — u(f)= /u (dx) £(x)
@ M(x,dy) opérateur intégral sur E
M) = [ M)

[uM](dy) = /u(dX)M(X, dy) (= [pM](f) = p[M(F)])

@ Transformation de Bayes-Boltzmann-Gibbs : G : E — [0, oo avec

u(G) >0
W () (dx) = ﬁ G(x) (k)
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Population infinie N T oo "=" Modeéles de Feynman-Kac ~ (

(f N ’Z; f gn —Nfoo nn(f) = 'Yn(l)

avec les mesures de Feynman-Kac non normalisées :

’Yn(f) =E fn(Xn) H GP(XP)

0<p<n

[Fonction potentiel G,] & [X,, chaine de Markov ~ transitions M,]

’
1
N
N
| N\

Modeles de Feynman-Kac D les heuristiques précédentes

° G,=1a, G, = e (F=F-1)V oy plus généralement G, = e(Vr1=V4),

@ potentiel de Metropolis, détection passage de niveaux.

@ Lois d'importance oc e*VX0) P(X, € .) ~ Gp(Xn_1, X,) = MV =V(Xo-1)]

@ X,-particule absorbée au taux G, ~~» Proba de survie tps n = ~,(1)
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Un premier example " détaillé"

Mesures de Boltzmann-Gibbs :
1
Nn(dx) = 7e—ﬁnv(x) A(dx)

Representation trajectorielle de Feynman-Kac :

o(f
nn(f) = i ( ) avec 'Vn(f) =E fn(Xn) H e—(6p+1—ﬁp)V(Xp)
’Yn(]-) 0<p<n

et
P (X, € dx, | Xo—1 = Xp—1) = Mp(x0—1,dx,) avec 1, =n,M,
Remarque :
Z, = M\ (efﬁ"v)
A (e~ BBV g=BraV)

- (5=0) ~(Bor1—Bp)V
= = X Zp1 = n (e p+1—Pp )
)\(e ﬂn—lv) OSQH P

M_1(e™Pr=Pr-DV )
”
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Un second example " détaillé”

Mesures restreintes : A, | (Exemple A, = [a,, 0o ~ queues de distributions)

m(d) = 5 1a,() M)

Representation trajectorielle de Feynman-Kac :

Na(f) := zn(f) avec  Yn(f) :=E | f(X,) H 1a,..(Xp)

”(1) 0<p<n
et
P (X, € dx, | Xne1 = Xp—1) = Mp(x5-1,dx,) avec n,=n,M,
Remarque :
Z, = XA
A(1a, 1a,_,) (A=E)
= 2 0 X Z,1 = 1y (1a,.:)
)\ (1An71) OS];[<’7 .
anl(]-An)

v
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Modeles trajectoriels = Mémes modéles mathématiques

Processus historique : X, := (X{,...,X}) € E, = (E{ x ... x E})

I
Particules trajectorielles : &) := (& ,,&1 .- &0 ,) € En=(E) x ... x E})
I
N
1 i Vn(fn)
N i
ny (f) = — (&) — na(fh) =
()= 2 A6) —mnee (6 = 21

avec les mesures de Feynman-Kac non normalisées trajectorielles :
W) = E[6H0OG.... %) [ G (X, Xp)
0<p<n
Exemple — 7, = Loi(Xj, ..., X], | sans intersections)

X' = Marche aléatoire € Z9 & G, (Xg,...,X;) = 1xr,..x 3 (X))

v
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Flots de mesures de Feynman-Kac

Correction/mise & jour Prédiction /exploration

N ——————————1h = wG,,(nn) Nnh+1 = ﬁnMn—H

v

Formule de transport non linéaire

\UGn (,’7/7) = nnsny'r]n

avec

Snny (X +) 1= €nGn(x) 0x 4 (1 = €2 Gn(x)) W, (11n)

(2
Nn+1 = Tn (Sn,nn Mn+1) = NnKnt1,m,
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Chaines de Markov non linéaire 1, = Loi(X,)

@ Equation de transport non linéaire :

Tin+1 = Tin Kn+1,77n

avec la collection de proba de transition :
Knt1,m, = SnnaMny1
@ Transitions locales :
P(X, € dx, | X,_1) = Kn/’]nfl(yn*lv dx,) avec 7, 1 = Loi(X,_1)

@ Mesure de McKean (processus canonique) :

Pn(d(xo, - -, %n)) = no(dxo) Kime(x0,dX1) ... Knn, i (Xn—1, dxn)
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Pb de simulation Interprétation particulaire de type champ moyen

@ Chaine Markov &, = (&%,...,¢N) € EN tq.

1
Iy =N > e Nt M
1<i<N

@ Transitions locales "approchées” (V1 < i < N)

5271 Rt 5,'; ~ Kn,n,’,"_l(g;;fh dxy)
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Figure schématique : &, € EN ~~ &,01 € EN4

K R N 1
6’17 L €n+1

5;’1 - €A+1

N
gN - fn+1
Idée intuitive :

N | . .. N7
Ny ZNioo T = Kn+17,,7,/7v ~Nico Kntim, = &' ~ copiesiid. de X

I

Mesure McKean particulaire

N
1 S
N Z 5(5&»5,’1) ~ ’Nioo LOI(X07 sy Xn)
=il
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Feynman-Kac < Algorithme stochastique de type génétique

S N :
i " ~ i
fn 51'1 —_— n+1
N ' N
én @V [ n+1
L Sn

Acceptation/Rejet-Selection : [horloges géométriques]

5n nN (5:17 dX)

= enGn(&}) des (dx) + (1 — enGa(8h)) T, W(S ; (dx)
x. 1 Gy =14~ Gu(&}) = 1a(&})
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QQ Avantages
@ Modele de champ moyen=linéarisation/perturbation stoch. :
N _ N K 1 WN
Mn = Tln—1 nnlN + ﬁ n

avec WN ~ W, Champs gaussiens centrés et 1.

@ 7 = Nn—1Kny,_, stable = non propagation des erreurs locales
= control uniforme des erreurs globales / temps
@ "Pas besoin” d'étudier la cv a I'équilibre de modeles MCMC.
o Grille/Maillage stochastique adaptatif.
@ Non linéarité du syst. ~~ interactions bénéfiques.
@ Algo. naturel et facile a simuler, etc.
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Théorie " asymptotique” TCL,PGD, PDM,...(n,N). QQ exemples :

@ Processus empiriques :

sup sup VN E(||n — n,|
n>0 N>1

F) <o

@ Inégalités de concentration uniformes :
e (11 (f2) = ma(fa)] > €) < ¢ exp —(Ne?)/(2 0?)
n

En coll. : A. Guionnet sup,,~., (IHP 2001) et M. Ledoux supz, (JTP 2000)

@ Propagations du chaos (en coll. avec Patras,Rubenthaler (AAP 08-09)

N ._ il
]Pn,q T LOl(gm e 752)
1

1 1
neI + N OPpg+...+ WK ak]pn,q + Nk+L 3k+1pflxq

1

v

avec supysg [0 TP [ltv < 00 et sup,ol|0' P gllev < € g%

22 /31
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© Calcul des Cte de normalisation
@ Formule multiplicative
@ Quelques exemples
@ Analyse de la convergence
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Probléeme : Calcul des mesures non normalisées

W(f) :=E | f2(Xa) H Go(Xp) | ~ntoo 0 (F) =722

0<p<n

Remarque clé :

Nn(Gn) Vn(1) = ¥n(Gn) = Ynt1(1)

—> Formule multiplicative ~~ estimation particulaire

w1 = I (G —nieo W) = ] 75(G)
0<p<n 0<p<n

o(F) = (1) X ma(F) —ntoe Y0 (F) =AY (1) x 0} (F)

Rmgq. : Si G, s'annule en certain points (ex. G, = 14) alors I'algo peut d'arréter

= convention = estimation par Q.
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2 Exemples : formules de Feynman-Kac

@ Confinement dans un tube:

G,=1
(1) 7= P (Nogp<nXp € A) 2npoo 1 (1) = H 77’/)\/ (A)
0<p<n
@ Marches sans intersection :
1
Yr1(1) =P(Vp<qg<n X, #Xy) = Qd)y Card {Marches A de lg=n}

=N{oo
7,’,V+1(1) = H potentiel empirique moyen au temps p
0<p<n
Avec différentes stratégies :

© Transitions trajectorielles et G-détection d'intersections
@ Trans. locales sans intersections et G-proba d'intersections futures.

Q ..
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+2 Exemples : Mesures de Boltzmann-Gibbs statiques

o Fct de partition : (G,

(~ Remarque :

A (e‘ﬁ"v)

=7n(1) =ntoo T (

= ef(ﬂnJrl*,Bn)V)

A(e™Y) =X (Gyx e 1Y) =1, (Gy) A (e 1Y)

¢

H ) ( (Bps1— ﬁp>V)

0<p<n

@ Volumes et cardinaux :

(G =1a,,) et (.M, =nn) = nn(dx) oc 1a,,, A(dx)
J
A(An) = (1) N1 T ( H 77p Ap+1)

0<p<n

et (n,M, =n,) = dn, cc e PV d\
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Analyse de la convergence

@ Théorie asymptotique : fluctuations et déviations
En coll. : A. Guionnet (AAP 99, SPA 98) et L. Miclo (SP 2000)
@ Théorie non asymptotique : calcul de biais et estimations de variance

© Dév. polynomial (en coll. avec Patras & Rubenthaler (AAP 09)

E(()%(F) = Qe(FA) =1(F) + Y 2 9*QuglF)

1<k<(g—1)(n+1)
[Hyp.~ Algo. génétique simple ¢, = 0 & potentiel > 0]
@ Est. des variances (coll. avec Cerou & Guyader Hal-INRIA nov.08) :

. ([’Y'y(fn) _'Yn(fn)]2) s ¢ % X 'Vn(l)z

Hyp. + souples D :

o Champ moyen qq avec taux acceptation Ve, > 0.
e Fonction potentiel > 0 (D fonctions indicatrices).
o Cas trajectoriel X, = (Xg,...,X;), avec X;" assez mélangeant”.
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@ Quelques références

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest




qq références + pointeurs http

Méthodes particulaires
& Méthodes de Monte Carlo "séquentielles"

@ Feynman-Kac formulae. Genealogical and interacting particle
systems, Springer (2004) @ Refs.

@ (avec L. Miclo) Branching and Interacting Particle Systems
Approximations of Feynman-Kac Formulae. Séminaire de Probabilités
XXXIV, Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag Berlin, Vol. 1729,
1-145 (2000).

@ (avec Doucet A. et Jasra A.) Sequential Monte Carlo Samplers. JRSS
B (2006).

@ (avec A. Doucet) On a class of genealogical and interacting
Metropolis models. Sém. de Proba. 37 (2003).

@ (avec F. Patras et S. Rubenthaler) Coalescent tree based functional
representations for some Feynman-Kac particle models, a paraitre
dans : Annals of Applied Probability (2009)

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest 29 /31


http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/asympth.html
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/asympth.html
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/asympth.html
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/gips.html
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/gips.html
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/seminaire.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/seminaire.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/smc_samplers_try.pdf
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/doucet.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/doucet.ps
http://arxiv.org/0607453v1.pdf
http://arxiv.org/0607453v1.pdf

Analyse d’événements rares

@ Simulation particulaire de lois d’'importance

o (avec J. Garnier) Genealogical Particle Analysis of Rare
events. Annals of Applied Probab., 15-4 (2005).

o (avec J. Garnier) Simulations of rare events in fiber optics by
interacting particle systems. Optics Communications, Vol. 267 (2006).

@ Processus de branchements

o (avec P. Lezaud) Branching and interacting particle
interpretation of rare event proba.. Stochastic Hybrid
Systems : Theory and Safety Critical Applications, eds. H. Blom and J.
Lygeros. Springer (2006).

o (avec F. Cerou, Le Gland F., Lezaud P.) Genealogical Models in
Entrance Times Rare Event Analysis, Alea, Vol. |, (2006).

@ Proceedings Conf. RESIM 2006

o (avec A. M. Johansen et A. Doucet) Sequential Monte Carlo

Samplers for Rare Events
o (avec F. Cerou, A. Guyader, F. LeGland, P. Lezaud et H. Topart) Some
recent improvements to importance splitting

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest 30 /31


http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/asympth.html
http ://www-math.unice.fr/publis/garnier.pdf
http ://www-math.unice.fr/publis/garnier.pdf
http ://www-math.unice.fr/publis/delmoral_lezaud.ps
http ://www-math.unice.fr/publis/delmoral_lezaud.ps
http://alea.impa.br/articles/v1/01-08.pdf
http://alea.impa.br/articles/v1/01-08.pdf
http ://www-math.unice.fr/publis/resim_paper.pdf
http ://www-math.unice.fr/publis/resim_paper.pdf
http ://www-math.unice.fr/publis/resim.pdf
http ://www-math.unice.fr/publis/resim.pdf

Modéles d’absorption

@ (avec L. Miclo) Particle Approximations of Lyapunov Exponents
Connected to Schrodinger Operators and Feynman-Kac
Semigroups. ESAIM Probability & Statistics, vol. 7, pp. 169-207 (2003).

@ (avec A. Doucet) Particle Motions in Absorbing Medium with Hard
and Soft Obstacles. Stochastic Analysis and Applications, vol. 22
(2004).

| A\

+ récents preprints

@ (avec F. Cerou et A. Guyader) A non asymptotic variance theorem
for unnormalized Feynman-Kac particle models (HAL-INRIA 2008).

@ (avec A. Doucet et A. Jasra) On Adaptive Resampling Procedures for
Sequential Monte Carlo Methods (HAL-INRIA 2008).

P. Del Moral (INRIA) INRIA Bordeaux-Sud Ouest 31/31


http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/asympth.html
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/exponent.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/exponent.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/exponent.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/obstacles.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/obstacles.ps
http://www.math.u-bordeaux.fr/~delmoral/preprints.html
http://hal.inria.fr/inria-00337392/fr/
http://hal.inria.fr/inria-00337392/fr/
http://hal.inria.fr/inria-00332436/fr/
http://hal.inria.fr/inria-00332436/fr/

	Introduction, motivations
	Évaluation d'événements rares
	Modéles stochastiques formalisés
	L'heuristique des estimations particulaires
	Les 3 types de mesures d'occupation

	Interprétations particulaires de mesures de Feynman-Kac
	Quelques notations
	Analyse asymptotique
	Chaînes de Markov non linéaires
	Interprétations champ moyen
	QQ résultats de convergence

	Calcul des Cte de normalisation
	Formule multiplicative
	Quelques exemples
	Analyse de la convergence

	Quelques références

