Chapitre 5

Corrections

Exercice 2.6.1 :

1. Par construction, nous avons

ﬁn A P . . . Prtl . ﬁn .
DTHX) =D gh (X)) F(XD et D f(Xi) =D f(Xi)
=1 =1 =1 =1

2. On commence par noter que

Dn
§(Xny1) = 15,50 E 5;?;-1
i=1
Par conséquent, nous avons

E(s(X)(fa) | Xa) = () (G f2)

et
E(s(Xi1)(fur1) | Xn) = () Myir (frsr)

[l en découle que

E(S(‘Xn-l-l)(fn-i-l) | Xn) = E(E(S(Xn+l)(fn+l) | an)?n) | Xn)
= E(E(s(Xni1) (fasr) | L) | o)

E(s( &) Maga (Frsn) | X)

= (X)) (GrMps1(frs1))
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3. D'apres les formules précédentes, nous avons

E(s(Xn1)(f) = E(s(X)(GaMpsa(f)))
= E (S(Xn—1>(Gn—an(GnMn+1(f>>>

= Go(wo) M (G Mi(. .. (G M (G My 1 (F))))

= Eq (f(Xn+1) HGk(Xk)>

k=0

Exercice 3.3.1 :

1. Le schéma d’évolution associé a la matrice de transition

M = P11 P12
P21 D22

est clairement donné par

p(Ll) /\
- Sk

On remarque que

l—c = (1=pi2) = P21 =p11— P21
= (1 _p2,1) —P12=D22 — P12 € [—1,1]

D’autre part, lorsque p;; > 0, on a

(P22 >p11>0etpia> p21>0)= 1—c < pi1Apao
= (I—pi2) A(L—p21)
= (1 _p1,2) <1



De méme, on Vvérifie que
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(P22 >prietpra> po1>0)= 1—c > (—p1a)V (=p21) = —pio

D’apres nos hypothese, lorsque p; 1 > 0, on a bien
P22 > pia>0et pro> pa1 >0
De plus, nous avons dans cette situation
pPr2=1—-pi1<l=(1 —c) = —p12 > —1

On Vérifie la formule

M" = 1 ( P21 P12 ) I (1—o" DPi2  —P12
c P21 P12 c —P21 D21

par récurrence sur n. Pour n =1 on a
% P21 P12 + (% —1) P12 —P12
P21 P12 —P21 P21

_ L=pi2 D12 _( b1 P12 ) _
P21 I —pay P21 P22

Supposons la formule (5.1) vraie au rang n. Dans ce cas, nous avons
Mrtl — 1 P21 P2 D11 P12
¢\ P21 P12 D21 P22
+(1—c)" P12 —P12 P11 P12
¢ —DP21 D21 D21 P22
_1 [ P21 P12
¢\ P21 P12

+(1—c)” p1,2(p1,1 - P271) —p172(p2,2 - P172)
—P271(p1,1 - P271) p2,1(p2,2 - P172)

[l reste a remarquer que

(1 - C) = (1 — P12 — pz,l) = (p1,1 - p2,1) = (p2,2 - p1,2)

La fin de la preuve par récurrence est désormais claire.

(5.1)
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2. Lorsque |1 —¢| < 1, on a la convergence entrées par entrées

. 1 P21 P12 ) ( Noo(1)  Noo(1) )
lim M"™ = — ’ ’ =
n—o0 c < P21 P12 Noo(2)  Moo(2)
Enfin, on observe que

NooM = X [p2,1,P12] ( P Piz )

P21 D22

S N

= P [p2.1(p11 + P1.2), P1,2(P21 + P22)]
1
= E[p2,lap1,2] = Moo

Pour vérifier la derniere assertion, on remarque que

E(f(Xn)) = noM"f = mlx) M™(,y) f(y) = neef lorsquen T oo

z,yel

Exercice 3.3.2.

1. On vérifie la croissance de la suite a I'aide de la formule M™ = MM" !,
Plus précisément, nous avons

M"(z,y) = ZszM”l(zy > an_1(y ZMxZ—anl()

zelE zeE

En prenant l'infimum sur les z € E, on en conclut que a,(y) > a,—1(y).
De méme, on a

M"™(x, ZszM”l(zy<bn1 ZMQ?Z —1(y)

zeE z€E

En prenant le supremum sur les x € E, on en conclut que b, (y) < b,_1(y).
2. On a clairement la premiere formule

M ™z, y) = Z[Mm(x, z)—e M"(y,z)] M"(z,y)

zeE

+Z€M”(y, z) M"(z,y)

zeE

— Z[Mm(x, 2) —e M"(y,2)] M™(z,y) +e M*(y,y)

zelE
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En utilisant I'encadrement a,,(y) < M"(z,y) < b,(y), et aprés avoir noter
que
M™(z,z) >e>e M"(y, 2)

on obtient
(1—¢) an(y) +€ M*(y,y) < M™™(z,y) < (1—¢€) ba(y) +€ M*"(y,y)

En prenant les infimum et supremum sur les x € FE, on en déduit les
majoration

(1—€) anly) + € M*"(y,y)
(1—€) buly) + € M*(y,y)

Ant+m (y)

>
btm (y> <

Une simple soustraction montre alors que

0 < [bnim(y) = anpm(y)] < (1 =€) [ba(y) — an(y)]
. D’apres ce qui précede, on a
0 < [bum(y) = anm(y)] < (1 —€)" =0

lorsque n T oo. La suite (b,(y) — an(y))n>1 étant décroissante, on en
conclut que lim, [b,(y) — a,(y)] = 0. D'autre part, en utilisant la
croissance de a,, et les estimées précédentes, nous avons la majoration

[ M" (2, y) = 1o (y)] < bu(y) = Him ay(y) < (ba(y) —an(y)) < (1—)"™

p—0o0

On en conclut que

oM™ (y) = nee(y) = D _mo(x) (M™(,9) = 1 (y)) = 0

zel

De méme, en utilisant le fait que nyM" = (UOM”_l)M, on obtient
I'équation du point fixe recherchée, c'est a dire 7,c = 7Moo M. On vérifie
la derniere assertion en utilisant la méme démarche que celle utilisée a la
fin de I'exercice 3.3.1.
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Exercice 3.3.3. On a

n M-reversible = n(x)M(z,y) = n(y)M(y, v)

= > n@)M(z,y) =n(y) > M(y,z) =n(y)

zelR zeFE

& nM(y) =n(y)

Autrement dit, si i est M-réversible, alors elle est nécessairement M-invariante.
Le contraire est en général faux.

1. On se place sous les hypothéses du théoreme ergodique. Supposons qu'il
existe deux mesures invariantes 7, et 75. Dans ce cas, on a

Vi=1,2  ni=nM" = e

ol 7). est la mesure de probabilité décrite dans le théoreme ergodique. On
en conclut que 71 = 12 = Noo-

2. La mesure uniforme 1. (x) = 1/|E| est toujours réversible par rapport a
une matrice symétrique. Autrement dit, on a

1 1
noo(af)M(x7y)—|E| (z,y) = 3 My, x) = neo(y) M(y, z)

Par conséquent, on obtient 1., = 1 M.

3. Les chanes de Markov décrites dans les deux schémas suivants, sont
symétriques.

Qm
1

PRE o

Q\_/Q

F1G. 5.2 — Chaines symétriques
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Les mesures invariantes sont respectivement données par les mesures
uniformes 7, = [1/3,1/3,1/3] dans I'exemple a trois points, et 7., =
[1/2,1/2] dans I'exemple a deux points.

Dans I'exemple a deux points, I'hypotheése d'accessibilité (3.2) du théoreme
ergodique est satisfaite pour m = 1, et € = 1/4. Pour 'exemple a trois
point, I'hypothése d'accessibilité (3.2) du théoréme ergodique est satisfaite
pourm =1, ete=1/8(=M(2,3) = M(3,2)).

Dans les deux exemples suivants, les chaines sont réversibles par rapport a

la mesure |
o = 1/4,1/3,1/3
T = g s AL/
dans I'exemple a trois points, et
1
o = ————[1/4,1/3
o = gy g3 /4
dans I'exemple a deux points.
D w
14 3
1 /1/4\ 2 Q2/3 B
Q=0
3 3 4

F1G. 5.3 — Chalnes réversibles

Dans I'exemple a deux points, I'hypothése d'accessibilité (3.2) du théoreme
ergodique est satisfaite pour m = 1, et ¢ = 1/4(= M(2,1)). Pour
I'exemple a trois point, I'hypothése d'accessibilité (3.2) du théoreme
ergodique est satisfaite pour m =1, et e = 1/4(= M(3,3) = M(3,1) =
M(2,2) = M(2,1)).

Exercice 3.3.4. On remarque simplement que I'on peut passer de tout point
x a tout point y, en modifiant ou non x, “coordonnée par coordonnée”. Par
exemple, pour d =4, x = (0,0,0,0), et y = (1,1,1,1), on a

r—x=(1,0,0,0) - 25 =(1,1,0,0) —» 23 = (1,1,1,0) — y



134 CHAPITRE 5. CORRECTIONS

Chaque transition élémentaire se produit avec une probabilité 1/(d + 1). Par
conséquent, nous avons la minoration suivante

M (x,y) = Z M(z,z)M(x1,22) ... M(24-1,7y)

> 1/(d+1)x...x1/(d+1)=1/(d+ 1)

D’aprés le théoreme ergodique, il existe une unique mesure invariante. Comme
la mesure uniforme 7,.(z) = 27 est M-réversible, on en conclut qu'elle est
I'unique mesure invariante de M. [

Exercice 3.3.5.
1. Le graphe étant symétrique, on a

reV(y) e (rv,y) e V() & (y,x) e V(I) & y € V(x)

Par conséquent, on obtient

V(D) = Y lvw(z.y)

(z,y)el
= D ) Lyl =>_ V()
zel yel zel

On en déduit que

D ZQW

zel zel

2. Le fait que M(x,y) est une transition de probabilités est immédiat. La
marche aléatoire associée peut étre décrite par le schéma suivant

T
Z(\/@Q
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En utilisant la symétrie du graphe, on trouve que

Noo(T) M (1,y) = ;K}E})J‘ﬁ Ly (y)

1 1
W 1V(z)(y) = W 1V(y)($)
= Ne(y)M(y,2)

On a donc montré que la mesure 7)., est M-réversible. Il en découle que

D Neo(@)M(2,9) = 10o(¥) D M(y, %) = Noo(y) € oo = MM

zel zel

Exercice 3.3.6 : On a clairement

Xn = a (CL Xn—2 + Wn—l) + Wn
= > X, ot+a W, +a° W,

= a" Xo+d" " Wi+a" 2 Wot ... +a* Wy o+a' W1 +d° W,
Lorsque Xy = 0, les états de la chaine
Xp=a""Wi4+a" 2 Wot...+a®> Wy o+a W1 +a° W,

forment des variables gaussiennes centrées, et de variances

1— a2n—l

o2 =B(X2) =a® Y 4+ ¥ 4 a1 = —
—Q

n

On note M la transition de probabilité de la chaine

1

2

3 ar? g

M (z,dy) =

5

En utilisant la formule élémentaire

1—a®) 2>+ (y—azx)? = 2°+y*— 2axy

= (x—ay)’+(1-a)y’
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on vérifie que

p(d) M(z, dy)

CHAPITRE 5. CORRECTIONS

Exercice 3.4.2 : Pour toute fonction test f sur E nous avons

M) = [ Qe dn s+ (1 [ hew) Qo)) x 5o

On en conclut que

i) = |
/

n(dx) M(x,dz) f(z)

n(da) () — / n(dx)h(z, v)Q(z, dy)f ()

4 / n(dx)h(z, ) Q(, dy) f (dy).

Pour vérifier le résultat demandé, il suffit de montrer que

/ n(de)h(z, 9)Q(x, dy) f(dy) = / n(de)h(z, 9)Q(e, dy) f (2)

Si on pose

D = {(z,y) € E?

:g(e,y) <1},

alors on a les implications logiques suivantes

(r,y) €D <= (y,x) € D°(= E* — D)

= h(y,z) =1.
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Ainsi,aprés avoir noté que

g(z,y) =
et

n(dz)g(x,y)Q(z, dy)

Il
—~
3

X
O
~—
—_
—

S
—~

8
<
S~—
~—

I
3
—~

U
<
—= =
S
=
ISH
5]
~—

on obtient

[ nldohia, Q. dy)s (o)

— [ @)@ ) @)+ [ ado)he)Qe. )
zfn(dx)g(x,y)Q(I, dy)f(l‘)+/;n(dflf)h(:r,y)Q(fady)f(w)
zfn(dy)Q(y, dz)f(z)+ [ n(dx)Q(z,dy)f(z)

D De

On montre de méme que

[ a0tz Q. )

= [ atdo)hlep)Qdy)sw) + [
Z/?n(dﬂf)g(:v,y)Q(:v, dy)f(y)+/ch(dﬂf)Q(:v,dy)f(y)
zfn(dy)Q(y, dx) f(y)+ [ n(dz)Q(z,dy)f(y)

DC

- /: (d0)Q(, dy) f () + / n(dy)Q(y, dz) f (x).

D

En comparant nos deux résultats, on en conclut que

[ @tz @ dnse) = [ adob Q. d) e
[l en découle que pour toute fonction bornée f, nous avons

(nM)(f) = n(f)
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et donc la mesure 7 est bien M-invariante. [

Exercice 3.5.1 :

1. On commence par noter que

(1) = E(Hl{x&...,xg_l}(X;))
p=1

= Z M’(xo,xl)...]\/[’(xn_l,xn)
(20,e-yxn)EAR

-y L LA
B 2d "7 2d  (2d)”

(-'EO,---,wn)eAn

On observe ensuite que

. Yn(Gn) _ Yn(1)
wCn) =20 T 50

D’apres ce qui précéde, on obtient

Al @)1 |A,
n Gn == = 35
M (Gn) 2d AL 2d [An

2. En utilisant le fait qu'une marche aléatoire sans intersection de longueur
(p+q) est nécessairement la concaténation d'une marche sans intersection
de longueur p, et d'une de longueur g, on montre que

[Aptal < [Ap] Ay

Pour vérifier le second encadrement, on note qu'une marche ne choisissant
que des vecteurs unitaires de la forme

u=(0,...,0,+1,0,...,0)
et ignorant les vecteurs unitaires opposés

v=1(0,...,0,-1,0,...,0)
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ne peut s'intersecter. On montre ainsi la minoration recherchée

d* < |An]

Enfin, une marche sans intersection est une chemin évitant nécessairement
a chaque étape le dernier point visité. Par exemple, si la marche choisit a
un temps donné un vecteur unitaire

On a donc la majoration suivante

IS, <2d (2d —1)"
3. D’apres le théoreme de limite sous-additive, nous avons

c = lim [S,|
n—oo

Y= inf[S,['" € [d, (2d — 1)]

En utilisant les premiéres formules, on en déduit que

1 A,
Ji g ou ) = Jin g (< g /20
et

3=

~ 1
V(1) = H mp(Gp) = nh_{lgo n Z log n,(Gp) = log (c/2d)
p=1 p=1
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