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EXERCICE 1 - Cet exercice propose une version stochastique du Théoréme VII.2.4. Soit
(X+t)t>0 la solution de 'EDS sur R:

dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)th, Xo =z

avec b,0 : R — R coefficients globalement Lipschitz. Soit (F;);>0 la filtration engendrée par
(X¢)e>0 et fixons dans la suite 7' > 0 et £ une v.a. bornée et mesurable par rapport a Fr. Le
but de cet exercise est d’étudier ’equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

T T
Yo = f(Xr) + /t 9(X, Ya)ds — /t Z.dW, (1)

ott (Y2, Zt)iefo,7) sont des processus adaptés et de carré intégrable et g : R x R — IR une fonction
Lipschitz et bornée dans les deux variables:

l9(z,y) — 9", y) < L(lz = 2’|+ ly = y']),  lg(z,y)| < B.
On supposera aussi par simplicité que f € C? a dérivées bornées.

1. Montrer que la solution a (1) (si elle existe) est unique. Indication: soit (Y3, Z;)i>0 un autre
couple qui satisfait la méme EDSR, calculer

T
(¥ — Vi) + / (Zs — Z2) AW, 12(s)
t

de deux facons différentes pour montrer que ||Y; — Y| z2 < L ftT |Ys — Yi||2ds et conclure.

2. Montrer que si u(t,z) est une solution C12([0,7] x R;R) bornée et avec dérivées premiéres
et dérivée deuxiéme en espace bornées de ’EDP non-linéaire

u(T,z) = f(x)

alors le couple YV; = u(t, Xy) et Zy = o(t, Xy)Ou(t, X;)/0z est solution de 'EDSR (1) avec
§ = f(X7).
3. Soient (B¢)iefo,r) et (#t)ico,r) des processus bornées et adaptés et { une variable aléatoire

bornée et Fpr-mesurable. On suppose I'existence d’une solution adaptée et de carré intégrable
(Y4, Zt)tejo,1) & Véquation rétrograde linéaire

u xT u xT g 1'2 2’LL xT
{ Oulta) | s ) Qulta) 4 olte) Pulta) | oo ot 7)) = 0

—dY; = (¢ + B Yr)dt — Z,dWy, Yr=¢

Montrer que Y; satisfait la formule
T
Iy, =E [QTT +/ Fstpsd8|ft]
t

ou I's = exp (f; Brdr) pour s € [0,T].



4. En déduire que si g(x,0) = 0 pour tout z et si £ > 0, alors
0<Yi<Y;

ot Y est solution de 'EDSR avec générateur g(z,y) = Ly.

Indication: soient (Y'!, Z1) et (Y2, Z2), deux EDSR avec données (£, g1), (€2, g°) satisfaisant
€ -E20 et g=g" (XY - A (X ) 2 0;

écrire (AY,AZ) = (Y! —Y? Z! — Z?) comme une EDSR linéaire dont on étudiera le signe.

: . - : 2(X4, Y, X,
Solution: montrons le résultat général de comparaison. Posons 3; = £ (Xe ;,) Y( ! )1y17éyz
t t

qui est adapté borné par hypothése sur g2, alors
—dAY; = pudt + B;AY,dt — AZ AWy, AYp =€ —€2>0

Par la représentation en espérance de la question 3 et parce que ' — &2 > 0 et ¢; > 0, on
déduit I''AY; > 0, soit Y1 > Y2

La conclusion reste encore vraie si ¢y := g'(X;,Y}?) — ¢?(X, Y;2) > 0 en posant cette fois
1 -
By =1 (X"’Yyl) YQ( LYy )1yl#y2 (adapté borné).

> lére application: on prend (Y1, Z1) = (Y, Z) et (Y2, Z?) = (0,0) qui satisfait "EDSR avec
(0,0). On a bien ¢! — €2 := ¢ > 0 et ¢y := g1 (X, V) — ¢2(X1, V) = g(X4,0) =0 > 0. A
noter que 'autre version de la comparaison ne donne rien car on ne sait rien sur le signe de
pr = g' (X, Vi) — g*(Xe, V1) = g(X4, V).

> 2éme application: on prend (Y2, 22) = (Y, Z) et (Y!,Z') = (Y, Z) qui satisfait 'EDSR
avec (£, Ly). Par le lére résultat, Y > 0. On déduit ensuite €8 — €2 = 0 > 0 et ¢; =
g (X, V) — g2(X,, Y1) = LY, — g(X,Y;) = LY, — L|Y;| = 0 > 0; le premier résultat de
comparaison permet de conclure.

Avec la question 3, on obtient ey, = E [geLT\}}].

Intérét: obtenir des controles de solutions sans les EDP (ce qui ne serait pas possible ici car
& n’est pas de la forme f(X7))

5. Un schéma d’Euler pour 'EDSR. On considére une variante du schéma de discrétisation
VIL.3.3. Soit h > 0 tel que N = T/h € N (par simplicité). Supposons qu’il existe une

couple de processus (Yt[[h], Zz[[h]])te[o,T} adaptés et de carré intégrable qui satisfait 1’équation
rétrograde

74 (t) 74 (t)
U [ e Vi as= [T Z1aw, @)

avec T4 (s) = (k + 1)h si s € [kh, (k + 1)h[ et qu’on a sup,cp 7| HZgh]]HLz < K uniformement
en h > 0. Montrer que (Ykﬂgﬂ)kzow,, N satisfait

h h
Yk[[h]] - [YHM + hg(X(kH)h?Y(un ) Fich]

et donc que c’est la solution d’un schéma d’Euler pour I’équation rétrograde. Montrer que la
solution de l'eq. (2) est unique, que

iy vy, < Ba

T+(t)



et que si (Y, Z;) est la solution de I’équation rétrograde alors

T
h
1y, — "2 < L / (1Xs = X, (9)llz2 + Bh+ [ Vs — Y 2)ds.

En déduire que

sup ||V — Y2 < O(R2).
t€[0,T]

6. Ici on suppose qu’une suite des processus (}Q[[h"]], Zt[[hnﬂ)te[oj]’nw avec h, = T /n existe. Mon-
trer quelle converge dans L2([0, 7] x Q) vers une couple (Y, Zt)tefo,r] qui satisfait 'équation
rétrograde (1).

EXERCICE 2 - Soit a € R, f : [0,7] — R un processus adapté et de carré intégrable et
(th )telo,r) la solution de 'EDS controlée

X! = —aXx/ds — fids+aw;,, X, =0.

On considere le probleme de controle associé a la fonctionnel de cotit quadratique

T
5 =58 [+ (slas + oxh

On suppose qu’il existe une solution (Xt, }A’t, ZAt)te[()ﬂ de carré intégrable et adaptée du systéme
progressif-rétrograde sur [0, 7] suivant

dX; = —aXydt — Vidt +dW,,  Xp=0
dY; = aYydt — X, dt + Z,dW,, Y= Xr

1. Ecrire 1 ] 1
5 (X1)? = 5 (X1)” = Xr(X7 — Xr) + 5 (X7 — Xp)”

et calculer ?T(X% — X7) alaide de la formule d’Ité pour montrer que J(f) > J(Y) pour tout

f et donc que Y est un controle optimal.

2. Considérons maintenant un probléme progressif-rétrograde linéaire similaire

dX; = Yidt + dW;, Xo==z 3)
dY; = —X,dt + Z,dW,, Yr = —Xr

Soient x; = E[X;] et y; = E[Y;]. Déterminer I’équation différentielle satisfaite par (x¢,y;) et
montrer que 'eq. (3) n’admet pas des solutions sur des intervalles [0, 7] arbitraires.



