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EXERCICE 1 -Mouvement brownien changé de temps

On dit que deux processus (X;) et (Y;) ont la méme loi si pour tout n € Net tout 0 <3 <--- <
tn, les deux vecteurs aléatoires (X, -+, Xy, ) et (Yy, -+, Y, ) ont la méme loi. On considére
un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X¢):>0, solution de 'équation

dX; = —aXidt + odWs, Xo=0,

avec o > 0. Déterminer deux fonctions a(t) et 5(¢) telles que le processus (X¢)i>0 a la méme loi
que le processus (Y)i>0 avec Y = a(t)Wpyy).
En déduire un procédé de simulation du processus—d’Ornstein Uhlenbeck.

EXERCICE 2 -Une intégrale stochastique non martingale.

On définit
1

g(t,x) = ﬂeXp <—2(1xit)) ;

et on considére Ly = g(t,W;) pour 0 <t < 1.
1. Montrer que la décomposition d’It6 de L; pour ¢ < 1 est une intégrale stochastique.
2. Montrer que L est une martingale sur [0,1). Calculer E(L;) et E(L:|W;) pour s <t < 1.

3. Montrer que L; tend p.s. pour ¢ — 1 vers une variable aléatoire L; & préciser. Est (L¢)i<1
ainsi définit une martingale sur I'intervalle fermé [0, 1]?

EXERCICE 3 -: Moments exponentiels du temps de sortie d’un domaine
On considére la solution forte (X}) de I’équation différentielle stochastique

d
dXP = b(XP)dt+ Y oj(XP)dW],  X§ =z eR",
j=1

ou W = (W;) est un mouvement Brownien d-dimensionnel, et les champs de vecteur b,o; : R" —
R"™ sont supposés localement Lipschitz et & croissance sous-linéaire. Soit D un ouvert connexe
dans R™; on denote

THh =inf{t > 0: X} ¢ D}

le temps de sortie du domaine D.
On suppose dans un premier moment que sup,cp E[7f;] < ¢, pour une constante ¢ > 0.

1. Montrer que E[(75)*] < k!c* pour tout k € N (on utilisera I'idéntité +7% = fOT(T—t)kfldt
et la propriété de Markov). En déduire que sup,.p E[e*D] < oo pour tout A < ¢ L.

2. On denote y(t) = sup,cp P(7h > t). Montrer, a I'aide de la propriété de Markov, que
v(t+s) < ~(t)y(s) pour tout ¢,s > 0. En déduire que la fonction ¢ — In~v(t) € [—o0, 0] est
sous-additive, Iny(t + s) < In~(t) + In~y(s).



3. Il suit du lemme de FEKETE que pour une telle fonction la limite

1 1

lim —In~v(¢) = inf —Invy(t) = —

A g = ey (0 = —an

existe dans [—o0, 0] (le montrer comme exercice!). Déduire de la question précédente que
-1

ap > c .

4. On suppose maintenant D borné. On denote L le générateur infinitesimal associé au
processus

Lf(z) = b(x)Vf(z) + %Tr[a(fv)Hf(fv)], feC*R)

ol Hf est la matrice hessienne de f, et a la matrice de coefficients a® = Zizl o,’;aij.

(a) On suppose qu'il existe une fonction f € C%(R") telle que f(x) > 0 et Lf(x) < —1
pour z € D. Montrer que sup,cp E[75] < ¢ =:sup,ep f(y).

(b) On suppose maintenant qu’il existe i € {1,...,n} et —oo < 19 < Ry < 00 tels que
DcC{zeR":rg <z; < Ro} et a(x) > a >0 pour tout x € D. Montrer que toute
fonction f € C?(R") telle que

e*)ﬂ"o

f(.’L‘) = T(e)\RO - e/\xi)a T0 S X S R07

ot A= 2BH) ot B = sup,ep | ()], satisfait f(x) > 0 et Lf(z) < —1 pour z € D.

En déduire que dans ce cas, sup,cp E[7f] < oo.




