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EXERCICE 1 -Mouvement brownien changé de temps
On dit que deux processus (Xt) et (Yt) ont la même loi si pour tout n ∈ N et tout 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤
tn, les deux vecteurs aléatoires (Xt1 , · · · , Xtn) et (Yt1 , · · · , Ytn) ont la même loi. On considère
un processus d’Ornstein–Uhlenbeck (Xt)t≥0, solution de l’équation

dXt = −aXtdt+ σdWt, X0 = 0,

avec σ > 0. Déterminer deux fonctions α(t) et β(t) telles que le processus (Xt)t≥0 a la même loi
que le processus (Yt)t≥0 avec Yt = α(t)Wβ(t).
En déduire un procédé de simulation du processus–d’Ornstein Uhlenbeck.

EXERCICE 2 -Une intégrale stochastique non martingale.
On définit

g(t, x) =
1√

(1− t)
exp

(
− x2

2(1− t)

)
,

et on considère Lt = g(t,Wt) pour 0 ≤ t < 1.

1. Montrer que la décomposition d’Itô de Lt pour t < 1 est une intégrale stochastique.

2. Montrer que L est une martingale sur [0, 1). Calculer E(Lt) et E(Lt|Ws) pour s ≤ t < 1.

3. Montrer que Lt tend p.s. pour t→ 1 vers une variable aléatoire L1 à préciser. Est (Lt)t≤1
ainsi définit une martingale sur l’intervalle fermé [0, 1]?

EXERCICE 3 -: Moments exponentiels du temps de sortie d’un domaine
On considère la solution forte (Xx

t ) de l’équation différentielle stochastique

dXx
t = b(Xx

t )dt+
d∑
j=1

σj(X
x
t )dW

j
t , Xx

0 = x ∈ Rn,

oùW = (Wt) est un mouvement Brownien d-dimensionnel, et les champs de vecteur b, σj : Rn →
Rn sont supposés localement Lipschitz et à croissance sous-linéaire. Soit D un ouvert connexe
dans Rn; on denote

τxD = inf{t ≥ 0 : Xx
t /∈ D}

le temps de sortie du domaine D.
On suppose dans un premier moment que supx∈D E[τxD] ≤ c, pour une constante c > 0.

1. Montrer que E[(τxD)k] ≤ k!ck pour tout k ∈ N (on utilisera l’idéntité 1
kT

k =
∫ T
0 (T − t)k−1dt

et la propriété de Markov). En déduire que supx∈D E[eλτxD ] <∞ pour tout λ < c−1.

2. On denote γ(t) = supx∈D P(τxD > t). Montrer, à l’aide de la propriété de Markov, que
γ(t+ s) ≤ γ(t)γ(s) pour tout t, s ≥ 0. En déduire que la fonction t 7→ ln γ(t) ∈ [−∞, 0] est
sous-additive, ln γ(t+ s) ≤ ln γ(t) + ln γ(s).
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3. Il suit du lemme de Fekete que pour une telle fonction la limite

lim
t→∞

1

t
ln γ(t) = inf

t>0

1

t
ln γ(t) = −αD

existe dans [−∞, 0] (le montrer comme exercice!). Déduire de la question précédente que
αD ≥ c−1.

4. On suppose maintenant D borné. On denote L le générateur infinitesimal associé au
processus

Lf(x) = b(x)∇f(x) + 1

2
Tr[a(x)Hf(x)], f ∈ C2(Rn)

où Hf est la matrice hessienne de f , et a la matrice de coefficients aij =
∑d

k=1 σ
i
kσ

j
k.

(a) On suppose qu’il existe une fonction f ∈ C2(Rn) telle que f(x) ≥ 0 et Lf(x) ≤ −1
pour x ∈ D. Montrer que supx∈D E[τxD] ≤ c =: supy∈D f(y).

(b) On suppose maintenant qu’il existe i ∈ {1, . . . , n} et −∞ < r0 < R0 < ∞ tels que
D ⊂ {x ∈ Rn : r0 ≤ xi ≤ R0} et aii(x) ≥ a > 0 pour tout x ∈ D. Montrer que toute
fonction f ∈ C2(Rn) telle que

f(x) =
e−λr0

λ
(eλR0 − eλxi), r0 ≤ xi ≤ R0,

où λ = 2(B+1)
a et B = supx∈D |bi(x)|, satisfait f(x) ≥ 0 et Lf(x) ≤ −1 pour x ∈ D.

En déduire que dans ce cas, supx∈D E[τxD] <∞.
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