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Exercice 1.
Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires entieres i.i.d. et N une variable aléatoire
entiere indépendante. On pose

o SN XisiN>1
0si N=0.

1. Comment s’exprime la fonction génératrice Gg a partir de Gy et Gx, 7
2. Exprimer I'espérance et la variance de S en fonction de celles de X et de N.

3. Quelle est la loi de .S lorsque les X; sont géométriques de parametre p et N géométrique
de parametre ¢ ?

Exercice 2.
Soit (U;)i>1 une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur [0,1] et o > 0.

1. Montrer que la suite X,, = (U3 X ... X Un)% converge presque sirement et donner
sa limite.
Indication : on pourra s’intéresser a In(X,,).
2. On pose Yy, = eV (Uy x ... x Uy,)*/V™,
Quel est le comportement de la suite éln(Yn) pour n — +oo ?
En déduire que la suite Y,, converge en loi et déterminer la loi de sa limite.

Exercice 3.

On considere une molécule d’ADN dont la longueur L supposée aléatoire possede une
densité p sur R;. La molécule se casse en un point supposé uniformément réparti sur sa
longueur. Les longueurs des deux morceaux obtenus sont

X=LU etY=L(1-U),

ou U est une variable uniforme sur [0, 1] indépendante de L.
1. Quelle est la loi de (X,Y)?

2. a quelle condition sur la densité p, supposée continue sur R’ , les variables X et Y
sont-elles indépendantes 7

Exercice 4.
On modélise les deux premiers instants de remplacement d’une ampoule électrique par un
vecteur aléatoire (X,Y) de densité e Y1195y

1. Donner les lois des variables X et Y. Sont-elles indépendantes ? Calculer E(X), E(Y)
et Cov(X,Y).

2. Soit W =Y — X. Donner la loi du couple (X, W).

3. Soit Z = X /Y. Donner la loi du couple (Z, W).

Exercice 5.

Soit A > 0 et pour n > 1/, X,, une variable géométrique de parametre \/n. On pose
X

Y, = 5. Calculer la fonction caractéristique @y, et en déduire que la suite (Y},),, converge

en loi vers une limite a préciser.



Exercice 6.
Pour « > 0, soient U de loi uniforme sur [0, 1], & de loi de Bernoulli de paramétre H% et
X de densité 37 1(,~1) indépendantes.

1. Calculer la fonction de répartition de X. En déduire que X a méme loi que U~1/2,
2. Déterminer la loi de Y = XU.

3. Vérifier que Z = X + (1 — €)U a méme loi que Y.
Exercice 7.

Soient U et V deux variables aléatoires uniformes sur [0, 1] indépendantes et Y =U — V.
Donner la loi conditionnelle de U sachant Y =y et calculer E(U|Y).



