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On souhaite calculer la solution de I’équation aux dérivées partielles
Ge(t,x) + b(x).Vou(t,z) + q(2) [pa(u(t,y) — ult, z)(z, dy)
+c(a ) (t,x)+f<w> =0, (t,z) € [0,T] x R?
u(T,z) = g(x), v € R?
ot b : RY — R? est une fonction Lipschitzienne, ¢ : R? — R, est une fonction bornée,

¢ : R — R est majorée, f,g : R — R sont régulieres et bornées et  — II(z,.) est
une application mesurable de R? dans lespace des probabilités sur R? t.q. Yz € RY,

II(z,{z}) = 0.

Approche Kolmogorov rétrograde : Soit X; le processus de Markov qui évolue sui-

vant 1’équation différentielle ordinaire %X St = b(X¢) entre des sauts qui se produisent

suivant le taux ¢(X;) et conduisent & un nouvel état distribué suivant I1( Xy, dy)
1. Donner le générateur du processus X;.

2. Soit v(t,z) =E <u(t, Xt)efot e(Xs)ds| X = x) Vérifier que pour € > 0,
ot + 0) = olt ) = Bl O |42, ) = e Xiv)

T Pt )(X,) — ult, Xtﬂ ‘Xo _ x)
ot Pou(t fRd U (z,dy) avec P.(x,dy) =P(X. € dy| Xy = z).

3. En déduire que % (t ;U) =-E (efo o(Xs)ds £(X,)| Xo = m) et conclure que

T T t
u(0,z) = E<efo el Xa)ds g (Xp) + / eJo e(Xs)ds f(Xt)dt’XO = x) (1)
0

—).

5. Comment peut-on calculer numériquement wu(s,z) pour un couple (s,z) €
[0, 7] x R? donné ?

6. Pour h:R? — R* une fonction réguliere, on pose w(t, z) = () - On suppose

4. En déduire que pour (s,z) € [0,T] x R?,

s T—s
u(s,x) = E<ef0T Xndrg (X ) + / elo (Xr)dr £(X,)dt| X,
0

que Yz € RY, Jpa h(y)(x,dy) < +oc. Vérifier que si f(z) = %, q(z) =
)

T h(2)II(z,dz) = T — z).Vg ~
) Jd ((x)) ( ) (z, dy) = h(y)1(z,dy) ,8(z) = c(z)+ %x)()_i_q(x —q(x)

et g(z) = h%z; on a

Jrd h(2)T(2,dz)’

9w (t,2) + b(z).Vew(t,z) + q(x) [ga(w(t,y) — w(t,z))I(z, dy)
+ ¢(z)w (t, x)+ f(x) =0, (t,z) € [0,T] x R?
w(T,z) = g(x), v € R



7. Lorsque ¢ est bornée, en déduire une nouvelle méthode pour calculer u(s, )
pour (s,z) € [0,T] x R4

Approche Fokker-Planck 8. On suppose que la fonction b est C' et que pour tout

r € RY Il(x,dy) possede une densité m(z,y) telle que Vy € R? §(y) def

Jga a(z)m(x, y)dz < +00. On pose T(y,x) = %, é(x) = c(x) — Vg.b(x) +
G(x) — q(x). Montrer que v(t,z) = u(T — t,x) est solution de

Gt x) = Vo (b(x)o(t,2) + fpa v(t,9)d(y)7(y, 2)dy — G(z)v(t, z)
+ é(z)v(t,z) + f(z), (t,x) €[0,T] x R?
v(0,z) = g(z), = € R?

Soit X, le processus de Markov qui évolue suivant 1’équation différentielle ordinaire

djgt = —b(X;) entre des sauts qui se produisent suivant le taux §(X;) et conduisent

4 un nouvel état distribué suivant 7(X;, y)dy.
9. Pour ¢ : R? — R réguliere, déduire de la question 4 l’équation aux dérivées

partielles satisfaite par w(t,z) = E ( (Xr_ t)efo s)ds| X = x) et vérifier

que & [, vt z)w(t, z)dr = [pq f(z)w(t,z)dz. Conclure que

[ ewnto.aae = [ B (o(Enesd e XO:x) o

// ( (X7) el eXo)ds|
Rd

10. On suppose que f et g sont deux fonctions positives intégrables non toutes
deux nulles et on note C' = [pu T'f(x) 4+ g(z)dx €]0,+o0[. Soit (7,Y") un couple
a valeurs dans [0,7] x R? de loi & (6o(dt) ® g(x)dx + Ljg<i<rydt @ f(a)dx).

Vérifier que si (X;’x)szt désigne le processus de Markov issu de = a Uinstant ¢,

/Rd #(2)u(0, fﬂ)dx—CE( (X )eld E(Xl’y)ds)‘

X, = :c) f(a)dadt.

En déduire comment approcher numériquement la mesure (0, x)dz.

Ajout d’un terme de diffusion : On s’intéresse maintenant a ’équation aux dérivées
partielles

Gt (t,2) +b(z). VIU(t z) + 5 2005 @i (2) gog (8, )

() Jra(ult,y) — u(t,2)(z,dy) + c(z)u(t,z) + f(z) =0, (t,z) € [0,T] x R?
uw(T,z) = g(z), * € R?

ot a(x) = o(z)ot(z) avec o : R? — R¥*™ une application lispschitzienne.

11. Comment faut-il modifier la définition du processus X; pour que la formule (1)
reste vraie (on pourra introduire un mouvement brownien (W) a valeurs R™)?

12. Pourquoi ’approche Fokker-Planck ne fonctionne-t-elle plus lorsque la fonction
o est non nulle ?



