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Dans toute la suite, par fonction régulière, on entend une fonction dérivable autant de fois
que nécessaire avec des dérivées bornées et ϕ désigne une fonction régulière de Rn dans R.

Soit T > 0, y ∈ Rn, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn deux fonctions régulières. Sur un es-
pace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne également (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien ?

valeurs Rd. On s’intéresse ? l’Equation Différentielle Stochastique{
X0 = y,

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt.
(1)

On note L l’opérateur différentiel du second ordre défini par

Lϕ(x) =
1

2

n∑
i,l=1

ail(x)∂2xixl
ϕ(x) +

n∑
i=1

bi(x)∂xiϕ(x) où ail(x) =
d∑

j=1

σij(x)σlj(x).

Pour j ∈ {1, . . . , d}, on note également σj(x) = (σij(x))1≤i≤n ∈ Rn la j-ème colonne de la
matrice σ et ∂σj(x) = (∂xiσlj(x))1≤l,i≤n ∈ Rn×n.

1. Pour f : Rn → R une fonction régulière, on introduit la solution u, supposée
régulière, de l’Equation aux Dérivées Partielles{

∂u
∂t (t, x) + Lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rn

u(T, x) = f(x), x ∈ Rn
. (2)

On note également (X̄tk)0≤k≤N le vecteur obtenu sur la grille temporelle tk = kT
N

par discrétisation de l’EDS (1) par un schéma approprié tel que X̄0 = y.

(a) Vérifier que

E(f(X̄T ))− E(f(XT )) =
N−1∑
k=0

Ek où Ek = E
(
u(tk+1, X̄tk+1

)− u(tk, X̄tk)
)
.

(b) Vérifier que ∂2u
∂t2

(t, x) = L2u(t, x) où L2u = L(Lu). En déduire que

u(tk+1, X̄tk) +
T

N
Lu(tk+1, X̄tk) +

T 2

2N2
L2u(tk+1, X̄tk) = u(tk, X̄tk) +O

(
1

N3

)
.

(c) Conclure que si pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1},

E(u(tk+1, X̄tk+1
)|X̄tk) =u(tk+1, X̄tk) +

T

N
Lu(tk+1, X̄tk)

+
T 2

2N2
L2u(tk+1, X̄tk) +O

(
1

N3

)
(3)

alors Ek = O
(

1
N3

)
et l’ordre faible du schéma est 1/N2.



2. Pour j ∈ {1, . . . , d}, on note Vj l’opérateur différentiel du premier ordre défini
par Vjϕ(x) = σj(x).∇ϕ(x) =

∑n
i=1 σij(x)∂xiϕ(x). Pour V et W deux opérateurs

différentiels, VW désigne l’opérateur différentiel (en général différent de WV ) défini
par VWϕ(x) = V (Wϕ)(x). Pour m ∈ N∗, V m désigne l’opérateur V . . . V︸ ︷︷ ︸

m fois

.

Enfin, on pose V0 = L− 1
2

∑d
j=1 V

2
j .

(a) Exprimer L2 ? l’aide des Vi, i ∈ {0, . . . , d}.
(b) Montrer que pour j ∈ {1, . . . , d},

V 2
j ϕ(x) =

n∑
i,l=1

σij(x)σlj(x)∂2xixl
ϕ(x) +

n∑
l=1

(
n∑

i=1

∂xiσlj(x)σij(x)

)
∂xl
ϕ(x)

et en déduire que V0ϕ(x) = σ0(x).∇ϕ(x) où σ0(x) = b(x)− 1
2

∑d
j=1 ∂σjσj(x).

3. Pour η : Rn → Rn une fonction régulière on note V l’opérateur différentiel du premier
ordre défini par V ϕ(x) = η(x).∇ϕ(x) et (etV (x))t∈R l’unique solution de l’équation
Différentielle ordinaire

d

dt
y(t) = η(y(t)), y(0) = x.

(a) Calculer dϕ(etV (x))
dt et en déduire que ∀t ∈ R, ϕ(etV (x)) = ϕ(x)+

∫ t
0 V ϕ(esV (x))ds.

(b) En déduire que pour tout l ∈ N,

ϕ(etV (x)) =
l∑

m=0

tmV mϕ(x)

m!
+

∫ t

0

∫ s1

0
. . .

∫ sl

0
V l+1ϕ(esl+1V (x))dsl+1 . . . ds1.

Indication : écrire l’égalité de la question précédente en remplaçant ϕ par V mϕ
où m ≥ 1.
Justifier la notation etV (x) et vérifier que ϕ(etV (x)) =

∑l
m=0

tmV mϕ(x)
m! +O(|t|l+1).

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé ? une fonction
régulière de Rn dans Rn. Montrer que pour s, t ∈ R,

ϕ(esW etV (x)) =
∑

m1,m2≥0

m1+m2≤l

sm1tm2V m2Wm1ϕ(x)

m1!m2!
+O((|s| ∨ |t|)l+1).

Indication : écrire le développement ? l’ordre l de ϕ(esW (y)) en une valeur bien
choisie de y ∈ Rn.

4. Soit t > 0, G1, . . . , Gd des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour j ∈
{1, . . . , d}, Zj =

√
tGj .

(a) Pour m = (m0, . . . ,md+1) ∈ Nd+2 on note ‖m‖ = 2(m0 + md+1) +
∑d

j=1mj .
Expliquer comment obtenir l’égalité

E
[
ϕ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x))

]
=

∑
m:‖m‖≤5

t
‖m‖
2

2m0+md+1

V
md+1

0 V md
d . . . V m1

1 V m0
0 ϕ(x)

m0!m1! . . .md!md+1!
E[Gm1

1 × . . .×G
md
d ] +O(t3).

2



(b) Remarquer que s’il existe j ∈ {1, . . . , d} tel que mj est impair, alors E[Gm1
1 ×

. . .×Gmd
d ] = 0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d+2)-

uplets m tels que ‖m‖ ∈ {0, 2, 4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0, . . . , 0),
les seuls termes non nuls de cette somme correspondent aux cas suivants où on
ne précise que les mi non nuls :

(1) m0 +md+1 = 1,

(2) mi = 2 pour un indice i ∈ {1, . . . , d},
(3) mi = 4 pour un indice i ∈ {1, . . . , d},
(4) mi = mj = 2 pour un couple d’indices i < j ∈ {1, . . . , d},
(5) mi = 2 pour un indice i ∈ {1, . . . , d} et m0 +md+1 = 1,

(6) m0 +md+1 = 2.

(c) Conclure que

E
[
ϕ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x))

]
= ϕ(x) + tLϕ(x)

+
t2

2

(
1

4

d∑
i=1

V 4
i +

1

2

∑
1≤i<j≤d

V 2
j V

2
i +

1

2

{
V0

d∑
i=1

V 2
i +

d∑
i=1

V 2
i V0

}
+ V 2

0

)
ϕ(x) +O(t3).

(d) En déduire que

E
[

1

2
ϕ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x)) +

1

2
ϕ(e

t
2
V0eZdVd . . . eZ1V1e

t
2
V0(x))

]
= ϕ(x) + tLϕ(x) +

t2

2
L2ϕ(x) +O(t3).

5. Le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uk)1≤k≤N de
variables uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W 1, . . . ,W d). Pour
passer de X̄tk ? X̄tk+1

, il consiste ?

(i) Intégrer sur la durée T
2N l’EDO d

dty(t) = σ0(y(t)),

(ii) Si Uk+1 ≤ 1
2 , intégrer successivement pour j croissant de 1 ? d l’EDO d

dty(t) =

σj(y(t)) sur la durée aléatoire W j
tk+1
−W j

tk
. Si Uk+1 >

1
2 , effectuer la m ?me

opération mais pour j décroissant de d ? 1.

(iii) Reprendre l’étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

E(ϕ(X̄t1)) = ϕ(y) +
T

N
Lϕ(y) +

T 2

2N2
L2ϕ(y) +O

(
1

N3

)
,

propriété qui se généralise facilement en (3).
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