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Dans toute la suite, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois
que nécessaire avec des dérivées bornées et ¢ désigne une fonction réguliere de R™ dans R.

Soit T'> 0, y € R?, 0 : R® — R™? et b : R — R” deux fonctions régulieres. Sur un es-
pace de probabilité (€2, F,P), on se donne également (W3),¢(o,r) un mouvement brownien ?
valeurs R?. On s’intéresse ? ’Equation Différentielle Stochastique

o o
dX; = o(Xe)dW; + b(X;)dL.

On note L l'opérateur différentiel du second ordre défini par

n

1
Lo(z) = 5 Z a;(z)0s, xl(p )+ Zb ) ot ag(x an x)oy;(x
il=1
Pour j € {1,...,d}, on note également o;(z) = (0;())i1<i<n € R™ la j-éme colonne de la
matrice o et doj(x) = (0x,015(x))1<1,i<n € R™*™.
1. Pour f : R — R une fonction réguliere, on introduit la solution u, supposée
réguliere, de ’'Equation aux Dérivées Partielles

{g?(t,x) + Lu(t,z) = 0, (t,z) € [0,T] x R" (2)

u(T,z) = f(x), x € R"

On note également (th)ogkg N le vecteur obtenu sur la grille temporelle t;, = %

par discrétisation de 'EDS (1) par un schéma approprié tel que Xg = y.
(a) Vérifier que

N-1
E(f(X7)) —E(f(X7)) =) & ot & =E (ultpr, Xe,,) — ulte, Xt,)) -

k=0
(b) Vérifier que atQ Y(t,x) = L*u(t,r) on L?u = L(Lu). En déduire que
2

_ T _ 1
ulthr, Xo) + o Lultier, X)) + WL u(tpi, Xo,) = ulty, Xp,) + O <N3>

(¢) Conclure que si pour tout k € {0,...,N — 1},

_ _ _ T _
E(u(tern, Xoo )| Xe) =ulterr, Xo) + 1w Lultier, Xo, )
2

T 1
+ WL u(tisr, Xey,) + O <N3> (3)

alors &, = O (N—) et 'ordre faible du schéma est 1/N2.



2. Pour j € {1,...,d}, on note V; Topérateur différentiel du premier ordre défini
par Vip(x) = 0j(z).Veo(z) = Y 0ij(2)0s,p(x). Pour V et W deux opérateurs
différentiels, VW désigne 1'opérateur différentiel (en général différent de W'V') défini

— * m J4ad ) z
par VWe(z) = V(Wy)(x). Pour m € N*, V™ désigne 'opérateur V... V.
d m fois
Enfin, on pose Vj = L — %ijl V]?.
(a) Exprimer L?? l'aide des V;, i € {0,...,d}.
(b) Montrer que pour j € {1,...,d},

n

Vie() =) 0ij(x)or(@)d 4, 0 +§:<§:%ﬂm %a)>%wuﬁ

il=1

et en déduire que Vop(z) = oo(x).Ve(z) ot og(z) = b(x) — %2?21 dojoj(z).
3. Pour n : R® — R" une fonction réguliere on note V' 'opérateur différentiel du premier
ordre défini par Vip(z) = n(z).Ve(x) et (et (z))ier I'unique solution de I’équation
Différentielle ordinaire

%y(t) =n(y(t)), y(0) ==

(a) Calculer %‘;(@) et en déduire que V¢ € R, p(efV (z)) = go(a:)—i—fot V(e (z))ds.
(b) En déduire que pour tout [ € N,

e (@) = Y LV e) [ [ s s,

m=0

Indication : écrire l’égalité de la question précédente en remplacant ¢ par V'™
oum > 1.
Justifier la notation e!V (z) et vérifier que p(e!V (z)) = 3 M—i—(’)ﬂﬂl“)

m=0
(¢) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé ? une fonction
réguliere de R™ dans R™. Montrer que pour s,t € R,

sMEM2 Y2 P (1) .
PV = 3 A L o)y )
e

Indication : écrire le développement ? l'ordre | de p(e*"V (y)) en une valeur bien
choisie de y € R™.

4. Soit t > 0, G1,...,Gy des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour j €
{1,...,d}, Z; = VtG,.
(a) Pour m = (mg,...,mgr1) € N2 on note ||m|| = 2(mo + mgy1) + Z;l:l m;.

Expliquer comment obtenir ’égalité

E [go(eévoezlvl ... eZaVagsVo (x))
Ll

t3 deHde...leVmogo(x) . .
= D Shermn L0 E[GT x ... x G™] + O(t).
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(b) Remarquer que s'il existe j € {1,...,d} tel que m; est impair, alors E[G]"" x
... X G = 0 et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d+2)-
uplets m tels que [|m]| € {0,2,4}. Vérifier qu'en dehors du cas m = (0,...,0),
les seuls termes non nuls de cette somme correspondent aux cas suivants ot on
ne précise que les m; non nuls :

(1) mo +map1 =1,

(2) m; =2 pour un indice i € {1,...,d},

(3) m; =4 pour un indice i € {1,...,d},

(4) m; = m; = 2 pour un couple d’indices i < j € {1,...,d},
(5) m; =2 pour un indice i € {1,...,d} et mg +mgy1 = 1,
(6) mo+ mgyr1 = 2.

(c) Conclure que

E [gp(eév‘)ezlvl ... eZaVaesVo (l‘))} = ¢(z) +tLyo(x)

2 /1 d 4 1 2c0 1 d 2 d 2 2 3
+2(4;m SRR D SEED A 1 )ola) + O

1<i<j<d i=1
(d) En déduire que

B [ Jolehbochte L At iNoa)) + ol hocile. AVt

2
= @(x) + tLo(x) + %L2g0(x) +O(t3).

5. Le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy)i<p<n de
variables uniformes sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W, ..., W?). Pour
passer de Xy, 7 X3, ., il consiste ?

(i) Intégrer sur la durée o 'EDO Ly(t) = o (y(t)),
(ii) Si Up,1 < 3, intégrer successivement pour j croissant de 1? d 'EDO %y(t) =

oj(y(t)) sur la durée aléatoire Wt{cﬂ - Wt]k Si Ugy1 > 1, effectuer la m ?me

opération mais pour j décroissant de d? 1.
(iii) Reprendre I'étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

2
E(p(Xy,)) = e(y) + %W(y) + QTWL%(?J) +0 <J\173> :

propriété qui se généralise facilement en (3).



