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Estimation d’une densité

Objectif

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles iid, de
densité inconnue f. Soit K une fonction positive, bornée,
appelée noyau, telle que

/RK(x)dx=1, /RXK(x)dx=0,

/Wmm:&
R

Obijectif. Estimer la densité f via un estimateur a noyau. N
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Estimation d’une densité

Choix du noyau

@ Noyau Uniforme

@ Noyau d’Epanechnikov

2
3 (1—X) si |x| < b,

Ko(x) = { 4b b?
0 sinon.
@ Noyau Gaussien
1 X2
K = expl—=—=).
C(X) c 27T p < 202 > y)\\‘
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Estimation d’une densité

Parzen-Rosenblatt

Soit (hp) une suite > 0 et décroissante vers 0, appelée fenétre.
On peut estimer f par I'estimateur de Parzen-Rosenblatt

- 1 2 Xi— x
f,,(x):nhhi=1K( e )

La fonction de répartition empirique associée a (X,) est

1 n
Fn(x) =~ > Tixicxn-
i=1
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Estimation d’une densité

Parzen-Rosenblatt, Justification

La dérivée par différentiation de F, est donnée par
1 hn hn
h(x) = - (Fn(x+ 5) — Fa(x - 2))

1 n
=t (X7

1 n
hn, =,,7,hZI1 Xi — x
_ — _ <
X+2} ’1{ S Thn

|

N —

< Xi < <

ou K est le noyau uniforme avec a = 1/2. N
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Estimation d’une densité

Parzen-Rosenblatt, Justification

La dérivée par différentiation de F, est donnée par

=g (Ao 3) -l 3)

1 n 1 n
- I = —ZI :
nhhz _i . < @ nhh, 1<)(’_X<1
i=1 {X ) \)(I\X+ D) i=1 2\ hn \2
_ 12”:K<Xf—X)
ou K est le noyau uniforme avec a = 1/2. N
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Estimation d’une densité

Robbins-Monro

Soit (v5) une suite > 0 et décroissante vers 0, appelée pas de
I'agorithme. On peut estimer f par I'estimateur récursif de type
Robbins-Monro

Fa(x) = Fa-1(X) + ¥ (Zn(x) = Fo—1(0))

avec

1 Xn— X
Z,,(x):hnK< ”hn >

Remarque. Il s’agit de trouver le zéro de L(y) = y — f(x). N
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Wolverton-Wagner et Deheuvels

Si v, = 1/n, on retrouve I'estimateur de Wolverton-Wagner

- 11 /X—x
f, = — —K({—— ).
n(X) nzhi < h; >

i=1

De plus, si

h n
Y= 2 avec Sn=>_hi,
p

Sn

on retrouve I'estimateur de Deheuvels

~ 1 2 X,-—x>
fa(x)=—> K(—/—=).
n(x) sn; < h;
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Estimation d’une densité

Wolverton-Wagner

Théoreme

Si f est dérivable a dérivée bornée et si la fenétre h, = 1/n“
avec0<a<1,0ona

(LGN) nli_)moo?,,(x) =f(x) p.s.

De plus, si1/5 < a < 1,0na

(TLC)  v/nhn(f(x) — (%)) L N (o, ”2f(x)> .
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Estimation d’une densité

Loi ponctuelle des grands nombres pour I'estimateur & noyau
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Régression linéaire controlée

Controle adaptatif Wolverton-Wagner en controle adaptatif

On considére le processus controlé

Xn+1 =00,+ Uy + €n+1

@ X, — Lobservation,

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément

n
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Controle adaptatif Wolverton-Wagner en controle adaptatif

On considére le processus controlé

Xn+1 =00,+ Uy + €n+1
@ X, — Lobservation,

@ U, — Le contrble donton a le choix,
@ 5 — Lebruit.

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément

n
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Controle adaptatif Wolverton-Wagner en controle adaptatif

On considére le processus controlé

Xn+1 =00,+ Uy + €n+1

@ X, — Lobservation,
@ U, — Le contrble donton a le choix,
@ g5, — Le bruit.

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément

@ Estimer le parameétre inconnu 6,

n
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Régression linéaire controlée

Controle adaptatif Wolverton-Wagner en controle adaptatif

On considére le processus controlé

Xn+1 =00,+ Uy + €n+1

@ X, — Lobservation,
@ U, — Le contrble donton a le choix,
@ g5, — Le bruit.

On se fixe deux objectifs a atteindre simultanément

@ Estimer le parametre inconnu 6,
@ Estimer la densité f du bruit.

n
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Simulation autorégressif stable 0| < 1
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Régression linéaire controlée
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Simulation autorégressif explosif |0| > 1
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Applications Industrielles

@ Aéronautique —— Controle de trajectoires d’aéronefs,
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Applications Industrielles

@ Aéronautique —— Contr6le de trajectoires d’aéronefs,
@ Biochimie —— Contrdle de fermenteurs,
@ Biostatistique — Contrdle de dynamique de populations.
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Estimation et contrble

On estime 6 par I'estimateur des moindres carrés

~ M,
0p—0= "
Spn—1

n
avec My = &k ek
k=1

On utilise le contréle adaptatif de poursuite

Un = Xn+1 - é\n(bn.
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Simulation autorégressif contrélé
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Régression linéaire controlée

Controle adaptatif Wolverton-Wagner en controle adaptatif

Si (en) était observable, on pourrait estimer f par

11 gi— X
f = — —K .
n(X) nzhi < h; )

i=1

Comme (g,) n’est pas observable, on peut prédire ¢, 1 par
Ent1 = Xnp1 — 0n®n — Up = Xpi1 — Xny1-

On estime alors f par I'estimateur de Wolverton-Wagner

-~ 1N 1 Xi—xi—Xx
fa(x) = — —K|{—|.
n(x) nzhi < hi >

i=1
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Wolverton-Wagner

Théoreme

Si f est dérivable a dérivée bornée, si K est Lipschitzien, et si
la fenétre h, = 1/n* avec0 < a < 1,0na

(LGNU) Jim_sup |fa(x) — F(X)| =0 ps.
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Wolverton-Wagner

Théoréeme

Si1/5<a<1,0na

Gn(x) = v/ nhy, (7,,(x) — f(x)) LN (0’ ‘:t_(’;)) = G(x).

Pour p points distincts x4, ..., Xp de R, on a

(TLCM)  (Galor), -+, Galxp)) == (Glxa), - , Glxp))

ou G(x1), ..., G(xp) sont des gaussiennes indépendantes.

Application. Test d’adéquation sur la densité f. N
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