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Objectif

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles iid, de
densité inconnue f . Soit K une fonction positive, bornée,
appelée noyau, telle que

∫
R

K (x) dx = 1,

∫
R

xK (x) dx = 0,

∫
R

K 2(x) dx = σ2.

Objectif. Estimer la densité f via un estimateur à noyau.
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Choix du noyau

Noyau Uniforme

Ka(x) =


1

2a
si |x | 6 a,

0 sinon.

Noyau d’Epanechnikov

Kb(x) =


3

4b

(
1− x2

b2

)
si |x | 6 b,

0 sinon.

Noyau Gaussien

Kc(x) =
1

c
√

2π
exp
(
− x2

2c2

)
.
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Parzen-Rosenblatt

Soit (hn) une suite > 0 et décroissante vers 0, appelée fenêtre.
On peut estimer f par l’estimateur de Parzen-Rosenblatt

f̂n(x) =
1

nhh

n∑
i=1

K
(Xi − x

hn

)
.

La fonction de répartition empirique associée à (Xn) est

Fn(x) =
1
n

n∑
i=1

I{Xi6x}.
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Parzen-Rosenblatt, Justification

La dérivée par différentiation de Fn est donnée par

fn(x) =
1
hn

(
Fn

(
x +

hn

2

)
− Fn

(
x − hn

2

))

=
1

nhh

n∑
i=1

I(
x − hn

2
6 Xi 6 x +

hn

2

) =
1

nhh

n∑
i=1

I(1
2

6
Xi − x

hn
6

1
2

)

=
1

nhh

n∑
i=1

K
(Xi − x

hn

)
où K est le noyau uniforme avec a = 1/2.
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Robbins-Monro

Soit (γn) une suite > 0 et décroissante vers 0, appelée pas de
l’agorithme. On peut estimer f par l’estimateur récursif de type
Robbins-Monro

f̂n(x) = f̂n−1(x) + γn

(
Zn(x) − f̂n−1(x)

)
avec

Zn(x) =
1
hn

K
(

Xn − x
hn

)
.

Remarque. Il s’agit de trouver le zéro de L(y) = y − f (x).
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Wolverton-Wagner et Deheuvels

Si γn = 1/n, on retrouve l’estimateur de Wolverton-Wagner

f̂n(x) =
1
n

n∑
i=1

1
hi

K
(

Xi − x
hi

)
.

De plus, si

γn =
hn

sn
avec sn =

n∑
i=1

hi ,

on retrouve l’estimateur de Deheuvels

f̃n(x) =
1
sn

n∑
i=1

K
(

Xi − x
hi

)
.
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Wolverton-Wagner

Théorème
Si f est dérivable à dérivée bornée et si la fenêtre hn = 1/nα

avec 0 < α < 1, on a

(LGN) lim
n→∞

f̂n(x) = f (x) p.s.

De plus, si 1/5 < α < 1, on a

(TLC)
√

nhn

(
f̂n(x) − f (x)

) L−→ N
(

0,
σ2f (x)

1 + α

)
.
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On considère le processus contrôlé

Xn+1 = θΦn + Un + εn+1

Xn −→ L’observation,
Un −→ Le contrôle dont on a le choix,
εn −→ Le bruit.

On se fixe deux objectifs à atteindre simultanément

Estimer le paramètre inconnu θ,
Estimer la densité f du bruit.
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Simulation autorégressif stable |θ| < 1

Xn+1 = θXn + εn+1
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Simulation autorégressif explosif |θ| > 1

Xn+1 = θXn + εn+1
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Applications Industrielles

Aéronautique −→ Contrôle de trajectoires d’aéronefs,
Biochimie −→ Contrôle de fermenteurs,
Biostatistique−→ Contrôle de dynamique de populations.
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Estimation et contrôle

On estime θ par l’estimateur des moindres carrés

θ̂n − θ =
Mn

sn−1
avec Mn =

n∑
k=1

Φk−1εk .

On utilise le contrôle adaptatif de poursuite

Un = xn+1 − θ̂nΦn.
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Simulation autorégressif contrôlé

Xn+1 = θXn + Un + εn+1
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Simulation autorégressif contrôlé

Xn+1 = θX 2
n + Un + εn+1
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Si (εn) était observable, on pourrait estimer f par

fn(x) =
1
n

n∑
i=1

1
hi

K
(

εi − x
hi

)
.

Comme (εn) n’est pas observable, on peut prédire εn+1 par

ε̂n+1 = Xn+1 − θ̂nΦn − Un = Xn+1 − xn+1.

On estime alors f par l’estimateur de Wolverton-Wagner

f̂n(x) =
1
n

n∑
i=1

1
hi

K
(

Xi − xi − x
hi

)
.
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Wolverton-Wagner

Théorème
Si f est dérivable à dérivée bornée, si K est Lipschitzien, et si
la fenêtre hn = 1/nα avec 0 < α < 1, on a

(LGNU) lim
n→∞

sup
x∈R

|f̂n(x) − f (x)| = 0 p.s.
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Wolverton-Wagner

Théorème
Si 1/5 < α < 1, on a

Gn(x) =
√

nhn

(
f̂n(x) − f (x)

) L−→ N
(

0,
σ2f (x)

1 + α

)
= G(x).

Pour p points distincts x1, . . . , xp de R, on a

(TLCM)
(

Gn(x1), · · · , Gn(xp)
) L−→

(
G(x1), · · · , G(xp)

)
où G(x1), . . . , G(xp) sont des gaussiennes indépendantes.

Application. Test d’adéquation sur la densité f .
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