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Notations : P(E) proba, B(E) fonctions bornées sur E.

o« (1) ePE)xBE) — u(f)= / () £(x)

e Q(x,dy) opérateur intégral sur E
N = [ Q)

[1Q](dy) = /u(dX)Q(X, dy) (= [nQI(f) = p[Q(F)] )

o £={1,...,d} ~ opérations matricielles
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Formules de Feynman-Kac
e Chafne de Markov X, sur E,, transitions M, :
P, (d(x0,- .-, %)) = no(dxo)M1(x0, dx1) ... Mp(xn—1, dXs)

e Fonctions potentiel G,(x,) € [0, 1]

1
dQy = < II G(Xo) ¢ P,

n 0<p<n

Flot des n-marginales

1(F) = 9(F)/ (1) avec (f) :=E [ F(X2) ] Go(Xp)
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2 exemples " élémentaires”

e Confinements :
Marche aléatoire simple X, sur Z9, Xo =0 & G, := Ly L>0.

Qn =Loi((Xp,...,Xn) | Xp € [-L, L], YO < p < n)

et
Z, =vn(1) = Proba(X, € [-L, L], VO < p < n)

e Marches auto-évitantes
Xn = (X07 cee 7Xn) et Gn(Xn) = 1X,7€{X0,...,Xn,1}

Q= Loi ((Xo,- .., Xn) | X, # Xg, YO< p< q < n)

et
Z, =vn(1) = Proba(X, # X4, VO < p < g < n)
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D temps continu

thi1
Xn = X[/tn,tn+1[ & Gup(Xn) = exp/t Ve(X;)ds
I3
tn
H Gp(Xp) = exp {/ Vs(Xs/)ds}
0<p<n o

ou encore un simple "schéma d'Euler” Xt’p =X,

. n [Ve(X!)ds+We(X!)dB:] ~ H Ve (Xp) At+ Wi, (X,)VAE Np(0,1)

0<p<n
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Les 3 formules clés

e Mesures marginales :

Yn(fa) = E [ £2(Xn) H Gp(xp)

0<p<n

[ Xn = (X0, Xn) & Gn(Xn) = Ga(Xn)] = 1= Qs

e Constantes de normalisation :

Z,=E H Gp(Xp) | = H 1p(Gp)

0<p<n 0<p<n
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Les 3 formules clés (suite)

Qn(d(x0, - -y %n)) x no(dxo) Q1(x0, dx1) ... Qn(xn—1, dx,)

avec

Qn(Xn—la an) = Gn—l(Xn—l)Mn(Xn—la an)
%P Hn(Xn—lyxn) Vn(an)

= Na(dxn) X a1 (Ha(., %n)) va(dx,)
= Formules de Feynman-Kac a rebours :
Qn(d(x0; - -3 xn)) = Ma(dXn) My s, (Xn, dXn—1) ... Mg (X1, dxo)
avec les transitions de Markov duales a rebours :

IM[nJrl,n,, (Xn+17 an) X nn(dxn) Hn+1(Xn; Xn+1)
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Objectifs

Simuler des trajectoires i.i.d. selon les lois Q,.

Calculer le flot des n-marginales 7, & les normalisées 7,

Calculer les constantes de normalisation Z,

Lorsque (G,, M,) = (G¢, M?) dépendent d'un parametre 6 € RY

0— QY & 0+ 2°
Calculer des gradients :

0 — Vieg2? & VQUf,)
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Derivation = Intégration de fonctionnelle additives

Exemple d = 1 et (G?, M%) = (G, M.,)

0 0 _ mo(ro 0 0 NP 0 0o
079 lOan - Qn(rn) & %@n(fﬂ) - Qn(fn [rn - Qn(rn)])

avec la fonctionnelle additive

0
M0y ..y Xn) = Z % log Glf(xp)
0<p<n
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Une trés mauvaise tentation = i.i.d. X! pondérées

N
2= I 600 | =2l =53 TI 60X

0<p<n i=1 0<p<n

Exemple :
X, marche simple sur Z9, G, = 1_19,10) = In=n(w) : Z¥ =0

zZv 17\ 1-2z,
/\/E([ "1})2 ~ Proba(X, € A, VO < p < n)*
Z, Z,

Objectif :
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Solution = Algorithme particulaire de type génétique

e Mutation-Exploration-Propositions de transitions selon M,,.
e Selection-Recyclage-(Accept.-Rejet) selon 'adaptation a G,,.

Algorithmes équivalents & Différentes interprétations

e (1950 < Heuristiques < 1996) : Diffusion/Quantum/Sequential
Monte Carlo (DMC,QMC,SMC),bootsrapping, pruning, enrichment,
reconfiguration, cloning, splitting, spawning, rejuvenations, go with
the winner (Aldous-Vazirani FOCS 94), ...

e Maillage adaptatif stochastique (filtres particulaires, DM MPRF 96).
e & Approximation particulaire de type champ moyen d'un processus
a valeurs mesures a temps discret.

(Temps continu = Eq. de type Schrédinger normalisée + Miclo
ESAIM 03, SPA 00 C Eq. a sauts (collisions) de type Boltzmann
Graham-Meéléard SPA 93, PTRF 94, AoP 97).
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Equations d'évolution

Correction-Selection Prediction-Mutation

~

M ————————————1h = \UG,,(nn) Nn+1 = ﬁnMrH»l

Equations de transport du changement de masse

Ve, (1) (dy) = Goly) mn(dy) = / 1n(A5) S (x, )

L
M(Gn)

avec pour tout €, € [0, 1]

Sna(X; ) = €nGn(x) 6x + (1 — €,Gn(x)) Vg, (nn)

I
Tn+1 = "In (Sn,n,, Mn+1) = nnKn+1,n,,
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Modele de McKean = Modele de simulation exacte

e 1), = Loi de X, = chaine de Markov non linéaire :
]P)(Y,H,l € dx | Y,—,) = Kn+1,77n(yn7 dX)
Mesures canoniques de McKean:

Kn(d(x0,--.,xn)) = no(dx0) Kine(X0,dx1) ... Knn, i (Xn—1, dXp)

e Approximation particulaire : &, = (£},...,6N) € EN telle que

1
U =N > e ~nteo M
1<i<N

~~ Transitions approchées

5:1 ~ 5;1+1 ~ n+1,n,’,"(§:17 dX)
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~ Algorithme de type génétique

Mn+1

1 [~ 1
& g — G
g Spn i ;
gn — 5;1 —_— §n+1
N : N
gn EN s €n+1
L n

Acceptation/Rejet-Selection : [Horloges de recyclage géometriques]
Sn,nﬁ’ (5;77 dX)
o i i N Gn(&) .
1= €nGn(&7) i (dx) + (1 — €, Ga(€))) 212, ARG

Ex. : Gy =14~ Go(&) = 14(¢1)
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Illustration graphique : n := %ZKKN Ogi 2 My
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Les estimations particulaires

e Arbre généalogique complet ~ Mesure de McKean

1
N . X A~
Ky =& > S = Ky
1<i<N

e Lignes ancestrales = Trajectoires presque i.i.d. selon les lois Q,.

e Estimation non biaisée des constantes de normalisation

Zrly: H WSI(GP):ZH: H np(Gp)

0<p<n 0<p<n

o

c 7 centre de recherche
EN INFORMAT IQUE ’[ NRIA BORDEAUX - SUD-OUEST

ET EN AUTOMATIQUE




Solution particulaire de type génétique (suite)

i i i — . P
(£0,I77 gl,m e 7§n,n) .= iéme ligne ancestrale du ieme individu au temps n — gn

N-approximations empiriques

1 N
N2 et Q= =y D g
1<i<N 1<i<N

o c 7 centre de recherche
EN INFORMAT IQUE ’[ NRIA BORDEAUX - SUD-OUEST

ET EN AUTOMATIQUE




Solution particulaire de type génétique (suite)

Qn(Xn—1, dxn) = Hp(Xa—1, Xn) Vn(dxn)
Approximation particulaire a rebours
QN(d(xp, ..., xn)) = 1N (dx,) My v (Xn, dxn—1) .. My v (x1, dxo)
avec les matrices stochastiques aléatoires:
M1, (Xn 1, %) o< 0} (dxn) Hag1(Xn, Xnt1)

Exemple des fonctionnelles additives : Fn(xo, ... Xn) = D o< p<p fo(Xp)

QnN(Fn) = Z n:’\l Mln,n,’,[1 .- 'Merlm,’,V(fP)
0<p<n

opérations matricielles

[+ A. Doucet, S. S. Singh, ESAIM M2AN (2010)]
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Quelques résultats de convergence

e Modeles particulaires = linéarisation-perturbation stochastique :
N _ N K 1 WN
Mp = Th—1 ”7779/71 + \/N n

avec WN ~ W, Champs Gaussiens centrés et indépendants.
Nn = Na—1Kn,n,_, stable = Contréle d’erreurs uniforme en temps

[ +Guionnet : CRAS 1999, IHP 2001, +Miclo Sém. Probab 2000.]
e Exemple :

Pour tout p > 1, pour toute classe de fonctions F d'entropie finie

supE (fg; |77,I7V(f) — nn(f)|p> < c(p, ]'—)/m

n>0

@ Propagations du chaos, TCL,PGD,.....Utilité de telles bornes?
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Inégalités de concentration (c;=cte) [DM-Rio, AAP 2011]
Vn >0, VA > 0, les probabilités des évts suivants > 1 — e~ A

@ Population courante & arbres généalogiques (||| V ||Fall < 1)
InN(£) — ma(£2)] < (1 +V2)) a/VN

A(n + 1)C2
N

< (n + 1)C1

[ (F) = Qa(Fo)] < 27 (1+2(A+ﬁ))+

@ Constantes de normalisation

11— 2)/Z,| §n<7\7 (1+2(>\+\5\))+\/T/\Cl2>

© Modeles a rebours, fonctionnelles additives normalisées (||f,| < 1)

)\Cz

QHFD) ~ Q| < 5 (14204 V) + g

BINRIA



Filtrage de signaux ~~ Filtres-Lisseurs particulaires

e Signal-Observation (X, Y) = Chaine de Markov
P ((Xn, Ya) € d0, y)(Xn-1, Ya-1)) := Mn(Xn—1, dx) &n(x, y) va(dy)
e Lois conditionnelles : Y = y fixée, G,(x,) o< gn(Xn, ¥n)
Qn = Loi((Xo,..-,Xn) | YO<p<n Y,=y,)
avec les constantes de normalisation
Zn1 % Pa(Y0s - -5 ¥n)

e Modeles de chaine de Markov cachée 6 — (X?, Y?)

Pb : Arg-maxypn(yo,.--,¥n | ) ~ Algo. EM @ Gradient

On = 0p_14 7o Vlog 20
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Modeles d'absorption ~~ Algorithme QMC & DMC

e Opérateurs sous-Markoviens
Qn(x,dy) = Gp_1(x) My(x,dy) ~ ES = E,U{c}

e Chatne de Markov absorbée

absorption ~(1—G,)  ~ c exploration ~M,

X< € Ef

n X1
Qn = Loi((Xg, ..., X5) | TP > n)

et
Zn = Proba (Tabsorption > n)
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Modeles d’absorption homogenes (G,, M,) = (G, M)

e Hypothese de réversibilité : pu(dx)M(x, dy) = u(dy)M(y, dx)
Proba (Tabsorption > p) ~ A7
avec A\ = + grande valeur propre de
Q(x, dy) = G(x) M(x, dy)

e Q(h) = Ah ~» h-processus de Doob X"

M (x, dy) = $h7 ()Q(x, dy)h(y) = -
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Modeles d'absorption (homogenes (G,, M,) = (G, M))

Qn(d(x0,- -, xn)) Proba((Xé’, Xy e d(xo, . xn)) b (xn)

e Mesure invariante ju, = 1, M" & Fonct. additives normalisées

_ 1
Fn(x0,--yXn) = P} 0<Zp<nf(xp)

e Approximation de la mesure invariante
Uh(f) =n Qn(ﬁn) =N @nN(Fn)
e Pour des modeles G = G? liégsa un § € R ~~ f := % log G?

o _
20 Iog)\‘9 ~, 150 IogZ,?Jrl ~n QnN(Fn)
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Etats fondamentaux d'opérateurs de Schrodinger

Modeles a temps continu
(M,G)=(ld+ At L, e VA) v Q=1d + At LV
avec |'opérateur de Schrodinger
LY(f) = L(f) — Vf

I

Valeur propre maximale et état fondamental
1 ~ [ V(X)ds 1 [f Y
—;IogE(e o V1% ) =3 ns(V)dsz)\:noo(V)':? ne (V)ds
0 0

et
LY(Ry=Ah & N =Ws(p) ~an Y

[DM-Miclo, ESAIM 03; DM-Doucet SAA 04; M. Rousset SIAM 06]
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Mathématiques financieres

Probabilités de ruine + défauts = Proba de dépassement de niveaux

Go(Xn, Xny1) = eVKer)=VXa) o, favorise V(Xnp1) > V(X,)

Excursion niveau A,_1 vers A, UB

<
[

Gn(Xn) = 1y, atteint le niveau supérieur A,

e R. Carmona and S. Crepey. Interacting particle systems for the
estimation of markovian credit portfolio loss distribution (2009).

e R. Carmona, J.-P. Fouque, and D. Vestal. Interacting particle
systems for the computation of rare credit portfolio losses. Finance
and Stochastics, 13(4):613-633 (2009).

e + Fr. Patras Interacting path systems for credit portfolios risk
analysis. Recent Adv. in Credit Derivatives. Bloomberg (2010).
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Mathématiques financieres - travaux en cours

Calcul de dérivées par rapport a un parametre 6 € R lorsque

Q,?(anlv an) = HS(anlvxn) Vn(an)

0
= B A0 X T 606 | e @i(f x T

0<p<n

avec la fonctionnelle additive

0
M(x0, .-y Xn) = Z T log H (xp—1, Xp)

1<p<n
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Mathématiques financieres - travaux en cours

Calculs de dérivées de semigroupes (d = 1)

Pn(F)(x) == E(f(Xa(x)))

avec
Xn+1(X) = Fn(Xn(X)7 Wn) XO(X) =X
U
8Xn aFn_l aXn 1
8X == 8x (Xn—la Wn 1 - H GP(
0<p<n
et
VP(F)(x) :==Ex [ VA(Xa) ] Go(Xp, W)

0<p<n

d > 1 Formules de FK non commutatives ~~ projections séquentielles sur
la sphere unité [J. Vanneste, Phys. Rev. E (2010)]
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Mathématiques financieres - travaux en cours

Temps d'arréts optimaux

sup E [ fr(X7) H G,
T<n 0<p<T

Arrét optimal: T* =inf{0<p <n : Uy(Xp) < H(Xp)}
avec |'enveloppe de Snell (U, = 1,) :

Up(x) = fp(x)v/Qp+1(X7 dy) Upta(y)

= 60V [p(ay) St

Ao (¥) Upta(y)

12

B VG [ na(an) M Upia(y)

G, =1 ~» Grille Monte Carlo de Broadie-Glasserman (2004).
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