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Introduction générale

Cette these de doctorat s’inscrit au sein de 'action stratégique DIP (Depth Imaging Part-
nership) ! qui est un partenariat entre Inria et Total (http://dip.inria.fr) dédié a la re-
cherche long-terme sur le théeme de I'imagerie sismique. L’imagerie de la Terre par équations
d’ondes est un domaine applicatif qui met en jeu des compétences variées visant a la concep-
tion de logiciels performants capables de délivrer des images de qualité des zones explorées.
L’exploration pétroliere a commencé il y a bien longtemps et il n’est pas étonnant qu’aujour-
d’hui les domaines restant a explorer soient fortement hétérogenes, souvent difficiles d’acces.
La conception de logiciels performants est donc un outil clé pour I'exploration pétroliere,
non seulement pour l'aide & la détection mais aussi pour alerter sur de possibles erreurs
d’appréciation des quantités d’hydrocarbures présents dans la zone ciblée. La tache des lo-
giciels est aujourd’hui particuliérement difficile car les phénomeénes de propagation d’ondes
sont d’autant plus complexes que les couches géologiques sont fortement contrastées. L’ob-
jectif de DIP, et donc en particulier de cette these, est d’améliorer les techniques d’imagerie
sismique utilisées pour la prospection pétroliere en favorisant les collaborations entre équipes
de recherche aux compétences complémentaires.

La recherche de nouvelles ressources d’hydrocarbures est un processus long et complexe.
Une étude typique s’étale sur plusieurs mois et nécessite I'intervention de différentes équipes
scientifiques : géologues, géophysiciens et géonumeériciens. L’étape la plus critique est celle qui
fournit une cartographie aussi précise que possible du sous-sol. Elle se base généralement sur
la méthode dite de “sismique par réflexion” qui étudie la propagation des ondes sismiques
dans le sol et leurs réflexions aux interfaces des différentes couches géologiques.

Une fois qu'un terrain a été ciblé et que des études préliminaires ont été effectuées, la
prospection sismique commence par 1’étape d’acquisition de données. Un ensemble de sources
explosives provoque successivement la propagation d’ondes dans le sol et un quadrillage de
récepteurs mesure, en surface, les ondes directes et réfléchies. Ce processus est illustré sur la
Fig. 1.

Plusieurs techniques numériques permettent d’obtenir une cartographie du sous-sol en
fonction du degré de précision souhaité. Elles se différencient principalement par les cotuts
de calculs générés, traduisant un réel besoin en ressource informatique pour s’exécuter en un
temps raisonnable. La Fig. 2 représente la corrélation entre ces techniques d’imagerie sismique

1. DIP est une action qui a été créée en 2008 & partir de la collaboration entre ’équipe Inria Magique-3D
(Pau) dirigée par Hélene BARUCQ et Henri CALANDRA de Total EP (Pau/Houston). Deux autres équipes
Inria : Hiepacs (Bordeaux) dirigée par Luc GIRAUD et Nachos (Nice) dirigée par Stéphane LANTERI ont
depuis rejoint le partenariat.


http://dip.inria.fr
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FIGURE 1 — Acquisition des données sismiques, terrestre et maritime, source Internet

et I’évolution des machines de calcul parallele intensif — ou calcul massivement paralléle.
L’imagerie sismique est donc un domaine de prédilection pour ce que I'on appelle HPC ( High-
Performance Computing). La puissance des machines, exprimée en Flop/s (FLoating-point
Operations Per Second), est représentée sur les courbes, la plus puissante a gauche et celle
de Total & droite. L’abscisse s’étale de 'avéenement de l'informatique a grande échelle & la
fin des années 1980, jusqu’au prochain palier que la communauté espeére atteindre en 2020 :
'exaFlop/s (10'® Flop/s).

A gauche sont listées les principales méthodes d’exploration sismique utilisées par I'indus-
trie pétroliere. Chacune d’elles s’étale sur une échelle de temps et de puissance, représentée
par un rectangle coloré et fait face, a droite, a une échelle de complexité des milieux que ’'on
peut simuler. La corrélation est, nous semble-t-il, évidente entre la précision recherchée et le
cout de calculs. Il en ressort une classification selon des criteres de capacité et besoins.

Nous nous situons aujourd’hui dans le rectangle des techniques “Full Wave Equation”
dont la plus utilisée est la RTM (Reverse Time Migration). Cependant, des techniques plus
anciennes comme la migration profondeur de Kirchhoff ou I'approximation de Gauss par
exemple, peuvent encore étre utilisées dans certains cas simplifiés. Quant a ’avenir, c’est
vraisemblablement la technique FWI (Full Waveform Inversion), reposant sur la résolution
du probleme inverse, qui devrait émerger. Celle-ci est plus coliteuse mais permet d’étre encore
plus précis. En effet, la RTM fournit des informations sur la cinétique du milieu tandis que
résoudre le probleme inverse permet d’obtenir des informations sur la dynamique du milieu,
donnant ainsi des informations directes sur ses constituants.

La RTM, communément attribuée a [BKS83, McM83, Whi83], est une des méthodes de
migration par extrapolation de I’équation des ondes. Sa spécificité est de considérer I’équation
des ondes complete, appelée en anglais “full wave equation”. Cela lui permet d’étre assez
précise, méme lorsque le sous-sol présente des hétérogénéités géologiques, mais cela la rend
aussi tres colteuse en temps et donc en ressource informatique. Les méthodes de migration
se basent sur un modele de vitesse, c¢’est-a-dire sur une description des différentes couches du
sous-sol discriminées uniquement par la vitesse de propagation des ondes les parcourant.

La RTM est initialisée en utilisant un modele de vitesse approximatif puis deux simula-
tions numériques de propagation des ondes sont effectuées par source. La premiere reproduit
I’expérience de I’acquisition, avec une source numérique imitant le type d’explosion faite sur
le terrain. La seconde réalise la propagation d’ondes inverse dans laquelle les données sis-
miques mesurées sur le terrain servent de source numérique. Appelée rétro-propagation, cette
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F1GURE 2 — Corrélation des techniques numériques d’exploration sismique et de la complexité
des milieux considérés avec les évolutions de la puissance HPC, image reproduite a partir
d’un graphique de Calandra, Morton et Etgen en 2011 (référencé plus tard dans [Wenl4])

simulation est justifiée par la réversibilité en temps de I’équation des ondes.

Nous nous servons ensuite du principe d’imagerie, énoncé par Claerbout en 1971 dans [Cla71]
et résumée par la phrase : “reflectors exist at points in the ground where the first arrival of the
downgoing wave is time coincident with an upgoing wave”. Ainsi, en chaque point du milieu
ou il y a corrélation entre le champ propagé et le champ rétro-propagé, nous pouvons en
déduire la présence d’un réflecteur. L’ensemble de ces réflecteurs trace une carte du sous-sol
indiquant les différentes interfaces géologiques.

La RTM consiste donc a projeter dans le domaine spatial des données temporelles enre-
gistrées par les récepteurs. La Fig. 3 est un exemple de résultat RTM sur le cas synthétique
Marmousi 2D, dont le modele de vitesse est acoustique.

Une fois adopté le principe selon lequel appliquer la RTM signifie résoudre des équations
d’ondes completes, nous pouvons différencier les techniques de RTM par la méthode numérique
utilisée pour résoudre 1’équation des ondes. Cependant quelle qu’elle soit, cette technique
transforme ’équation physique en un systéme matriciel du type Ax = b, ou A est une
matrice inversible, x est le vecteur des inconnues & déterminer et b est un vecteur fixé par les
données du probleme.

Le plus souvent, les industriels pétroliers utilisent dans leur “code en version production”,
la méthode des différences finies. Cette discrétisation est structurée, elle permet un parcours
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FIGURE 3 — Exemple de RTM acoustique 2D sur Marmousi, modele de vitesse (gauche),
cartographie des réflecteurs (droite) — images issues de [YGW14]

ordonné et prédéfini des données et donc un gain de temps certain lors des calculs. Cepen-
dant, la matrice A est dans ce cas multi-diagonale, ce qui complique son inversion notamment
lorsque 'ordre de discrétisation est tres élevé ou lorsque la taille du probléeme est tres grande.
Or, c’est un cas de figure de plus en plus fréquent car les gisements de pétrole sont dans
des zones trés complexes comme par exemple en eau profonde avec marges abruptes. Cet in-
convénient est la particularité des méthodes a stencil proportionnel a I’ordre de discrétisation,
augmentant le nombre de diagonales de la matrice et nécessitant plus de communications de
données pour le calcul parallele.

Dans le contexte du partenariat DIP, la compagnie pétroliere Total a choisi de privilégier
la méthode de Galerkin discontinue dans un code pour l'instant “en version recherche”. La
discrétisation par DGM (Discontinuous Galerkin Method) est non-structurée ce qui facilite
grandement le traitement des hétérogénéités mais rend aussi le parcours des données plus
aléatoire. Un autre point a l'avantage de cette méthode est qu’elle fournit une matrice A
diagonale par blocs, chacun de taille proportionnelle & ’ordre de discrétisation, ce qui permet
de I'inverser tres facilement. C’est d’ailleurs dans un contexte de calcul parallele que la DGM
prend tout son sens. En effet, elle nécessite, certes, un peu plus de données que la méthode
des différences finies, mais les calculs deviennent tres indépendants. Ainsi, les problemes de
grandes tailles ne sont plus délicats a traiter, sitot que la capacité des ressources informatiques
est suffisante. Ce sont des méthodes a stencil fixe, seulement les données des voisins directs
(par les faces) sont nécessaires, quel que soit 'ordre de discrétisation.

Par ailleurs, il existe différents degrés de précision pour la modélisation physique du sous-
sol. La version la plus simplifiée considere des matériaux acoustiques isotropes, c’est-a-dire ne
dépendant que d’une seule vitesse de propagation. Une version plus réaliste consiste a décrire
les matériaux comme élastiques isotropes. Dans ce cas, deux vitesses de propagation entrent
en considération : celle des ondes P, dites ondes de compression et celle des ondes S, dites ondes
de cisaillement, décrites sur la Fig. 4. Enfin, pour aller plus loin, il est possible de prendre en
compte I’anisotropie, de modéliser la dispersion, d’ajouter des fissures et méme de considérer
les matériaux comme des milieux poreux. Tout cela ajoute bien évidemment de la complexité
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a tous les niveaux de la simulation : modélisation, schéma numérique, implémentation, calcul
parallele.
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FIGURE 4 — Hllustration de la compression et du cisaillement des ondes P et S, source Internet

Le code de “sismique par réflexion” de Total, basé sur la RTM, s’appelle DIVA (Depth
Imaging Velocity Analysis). 1l traite les problemes 2D et 3D, acoustique et élastique et se sert
d’outils internes & Total pour cartographier les réflecteurs. DIVA est codé en Fortran et a été
développé pour le paradigme de parallélisme par passage de messages, a travers 'utilisation
de la bibliotheque MPI (Message Passing Interface). De plus, le code a été fortement opti-
misé pour tirer parti des performances matérielles des supercalculateurs de Total, basé sur la
technologie Intel. Dans sa version production, le code en devient méme difficilement lisible.
Au sein du partenariat DIP, nous travaillons exclusivement sur la version recherche de DIVA,
qui est optimisée HPC également mais qui doit rester facilement accessible aux chercheurs.

Cette these a pour objectif de contribuer a améliorer I'imagerie par équations d’ondes
élastiques dans des milieux anisotropes. Il s’agit d’un sujet de recherche tres vaste et nous
avons choisi de cibler deux contributions possibles qui, si elles supposent des compétences tres
différentes, ont la méme finalité : réduire les cotits de calcul requis pour simuler la propagation
d’ondes élastiques en milieu anisotrope. Les deux parties peuvent étre lues indépendamment.

Dans une premiere partie, la simulation est rendue plus réaliste en modélisant le sous-sol
comme un matériau hétérogene élastique anisotrope. L’anisotropie est de type TTI (Tilted
Transverse Isotropic), communément utilisée en géophysique. Le modele physique n’est donc
pas nouveau mais sa mise en ceuvre introduit la problématique des conditions aux limites a
appliquer au systéme. Les solutions existantes pour les matériaux isotropes ne sont pas direc-
tement transposables, notamment les PML (Perfectly Matched Layer), sur lesquelles il a été
démontré qu’elles génerent des instabilités numériques dans ce cas. De plus, le contexte HPC
ajoute des contraintes supplémentaires car il faut veiller a ne pas détruire les performances
des calculs en utilisant des conditions aux limites dont 1’efficacité ne serait garantie qu’avec un
nombre important de communications. L’utilisation de PML ou de conditions d’ordre élevé
peut notamment détruire considérablement les performances des algorithmes paralleles. Cette
partie décrit la construction d’une condition aux limites absorbante pour les ondes élastiques
TTI 3D et sa validation numérique dans le code de Total. Notre objectif est de fournir a la
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communauté géophysique une condition aux limites stable et efficace dans un contexte HPC.
C’est pourquoi nous nous focalisons sur une condition d’ordre peu élevé.

Dans une deuxieéme partie, le paradigme de parallélisme du code de propagation d’ondes
élastiques est optimisé pour la portabilité. L’évolution des architectures matérielles amene
une hétérogénéité des ressources informatiques et donc une complexité croissante pour les
développeurs souhaitant atteindre les performances optimales des machines HPC. Le para-
digme de parallélisme par taches est une solution qui a fait ses preuves dans les librairies
d’algebre linéaire notamment. Les codes paralleles par taches sont plus flexibles, portables et
sont généralement ordonnancés par un support d’exécution, en anglais runtime. Cependant,
le portage d’un code industriel, avec ses contraintes propres, n’avait pas encore été réalisé jus-
qu’a présent. Cette partie? décrit la réécriture de 1’algorithme du code de Total en taches et
étudie le comportement sur différentes architectures machines. Notre objectif est de montrer
la faisabilité d’un portage vers une programmation a base de taches pour un code industriel.

Les améliorations proposées, bien que totalement indépendantes, se révelent au final
tres complémentaires. En effet, 'introduction de ’anisotropie pour rendre la simulation plus
réaliste augmente le nombre des calculs de fagon non-uniforme, ce qui détériore un peu plus
leur répartition sur les ressources informatique. L’utilisation de la programmation a base de
taches, au-dela d’offrir de la flexibilité et de la portabilité, permet de corriger en partie ce
déséquilibre et donc de réduire le temps nécessaire a la simulation.

Les expériences numériques ont été réalisées sur plusieurs calculateurs, la machine expéri-
mentale co-développée par Inria PlaFRIM (Plateforme Fédérative pour la Recherche en Infor-
matique et Mathématiques - https://plafrim.bordeaux.inria.fr), la machine de calculs
de l'université de Bordeaux MCIA (Mésocentre de Calcul Intensif Aquitain - www.mcia.
univ-bordeaux.fr) et pour des besoins spécifiques, le supercalculateur de Total Pangea
(www.top500.org/system/178071).

2. Cette deuxieme partie a été réalisée dans le cadre d’une collaboration internationale avec George BO-
SILCA de 'ICL (Innovative Computing Laboratory), Knoxville-Tennessee USA, sous la coordination d’Emma-
nuel AGULLO de I'Inria, équipe Hiepacs, grace a ’action stratégique DIP.
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Introduction a la partie I

La propagation des ondes élastiques est un phénomene physique décrit par des équations
linéaires. Les sources explosives utilisées en “sismique par réflexion” sont calibrées pour I’étude
d’une petite partie de la crotute terrestre, de I'ordre d’une dizaine de kilometres de profondeur
sur quelques kilometres carrés de surface. Les longueurs d’ondes sont donc tres petites, de
I'ordre de plusieurs dizaines de metres®. Pourtant, les ondes se propagent au-dela de ce
domaine physique, mais avec des intensités affaiblies par dissipation. Cela n’affecte donc que
marginalement les mesures en surface.

Numériquement, le domaine discret est un maillage de points en trois dimensions, reliés en
cellules. La longueur d’onde du probleme physique définit directement la taille maximale de ces
cellules, conditionnant la densité du maillage. En effet, pour pouvoir simuler numériquement
une onde, il est d’'usage d’avoir au moins une dizaine de points par longueur d’onde. Le rap-
port entre les dimensions du domaine physique et la longueur d’onde des sources explosives se
traduit donc par un maillage trés dense. Aussi, le domaine discret est réduit & son minimum,
décrivant un pavé droit dont les dimensions sont celles du domaine d’étude physique.

La frontiere externe du domaine discret n’existe pas dans le domaine physique qui est
un milieu ouvert. Pour les simulations, les équations de départ doivent étre couplées a des
conditions aux limites agissant sur cette frontiere artificielle. Le probleme mixte obtenu doit
étre bien posé, c’est-d-dire admettre une solution unique dépendant des données?. Cette
solution doit étre aussi proche que possible de la restriction de la solution du probleme initial.

Une condition aux limites est appelée “transparente” lorsque la solution du probleme
mixte correspondant est exactement la restriction de la solution du probléme initial dans
le domaine de calcul. Cette condition fait généralement intervenir des opérateurs pseudo-
différentiels non-locaux, en espace et en temps. Numériquement, cela signifie que la condition
agissant sur la frontiere dépend d’autres points a l'intérieur du maillage, au pas de temps
courant, mais aussi a tous les pas de temps précédents. Outre des difficultés de mise en ceuvre
souvent causées par une caractérisation abstraite des opérateurs a partir de leur symbole, une
condition aux limites transparente génere donc des cotits de calcul souvent rédhibitoires.

En pratique, la condition aux limites transparente est remplacée par une approximation
que 'on appelle alors Condition aux Limites Absorbante ou CLA ou ABC (Absorbing Boun-
dary Condition) en anglais. La CLA est souvent associée a son ordre qui correspond a ’ordre
d’approximation appliqué a la condition transparente. Sans surprise, quand elle est stable,
une CLA d’ordre élevé génere moins de réflexions qu'une CLA d’ordre faible.

3. Les ondes émises par les sources explosives ont une vitesse V' de quelques milliers de metres par seconde
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et une fréquence f de quelques dizaines de Hertz, ce qui fixe ’ordre de grandeur de leur longueur d’onde [ = ?

4. Selon la définition commune de Hadamard pour les systémes d’équations aux dérivées partielles.
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Une bibliographie exhaustive des CLA serait trop longue a développer ici notamment parce
que le sujet est traité depuis de nombreuses années et la littérature sur le sujet est vaste. Citons
tout de méme quelques auteurs qui nous semblent importants pour nos travaux. Les articles
de références sont, a notre avis, ceux d’Engquist et Majda [EM77, EM79] datant de la fin des
années 1970, ou est proposée une technique de construction de CLA d’ordre élevé pour les
ondes acoustiques. Ils ont été suivi par les travaux de Reynolds [Rey78] et Halpern [Hal80]
qui proposent des CLA d’ordre 1 pour les ondes élastiques. Ce probleme est plus difficile a
considérer car il s’agit d'un probleme vectoriel dans lequel deux types d’ondes interagissent.
S’ensuivent beaucoup de travaux apportant améliorations et extensions a d’autre systemes,
notamment ceux d’Higdon [Hig91] sur des conditions d’ordre élevé pour les ondes élastiques
et ceux de Collino [Col93] pour les ondes acoustiques. Puis, au début des années 2000, les
travaux de Tsokga [Ts099], Hagstrom [Hag03] et Givoli [Giv03] ont permis d’améliorer les
simulations numériques dans des milieux isotropes.

Toutes ces références concernent des milieux de propagation isotropes. L’objectif de cette
partie I est de rendre la simulation plus réaliste en modélisant le sous-sol comme un matériau
hétérogene élastique anisotrope. A notre connaissance, aucune CLA n’a jamais été formulée
pour répondre & ce probleme.

Une autre voie que celle des CLA consiste a étendre le domaine discret en y ajoutant une
couche dans laquelle les ondes seraient atténuées. C’est le principe des couches absorbantes qui
est souvent privilégié dans le milieu industriel. Une implémentation simple, que ’'on appelle
taper, peut facilement étre utilisée mais génere des réflexions parasites a l'interface entre le
domaine d’étude discret et la couche absorbante. Au début des années 1990, Bérenger aborde
ce probléme pour les ondes électromagnétiques dans [Ber94, Ber96] et propose un moyen de ne
générer aucune réflexion a l'interface. C’est 'avenement des couches parfaitement adaptées,
en anglais PML (Perfectly Matched Layers), qui révolutionnent la simulation numérique de
la propagation des ondes.

Cependant, ’addition d’une couche a un maillage ne se fait pas sans contrepartie, surtout
en trois dimensions. Cela entraine un surcout évident en terme de calculs, mais aussi de
stockage, ce qui devient tres problématique pour des données de grande taille. De plus, une
implémentation en parallele nécessite des communications spécifiques additionnelles. Sur ce
point précis du parallélisme, 1'utilisation de CLA n’est pas non plus sans contraintes si les
conditions sont d’ordre élevé. Toutefois, lorsque des conditions d’ordre peu élevé suffisent, les
communications utiles aux CLA se limitent aux nceuds de la frontiere artificielle, ce qui les
rend tres compétitives par rapport aux couches absorbantes.

Au-dela de ces considérations pratiques, les PML souffrent d’un probleme de stabilité dans
certains milieux anisotropes (voir [BFJ03]), se traduisant comme une croissance exponentielle
de la solution numérique en temps long. En particulier les PML sont instables pour la plupart
des milieux TTI (Tilted Transverse Isotropy). Ce type de milieu est a considérer pour des
applications concretes car il inclut I'anisotropie des couches du sous-sol.

L’objectif de cette premiere partie consiste donc & construire une CLA pour les ondes
élastiques dans un milieu anisotrope. Pour cela, nous nous imposons deux contraintes. Pre-
mierement, la CLA doit étre compatible avec le contexte RTM dans lequel la simulation
intervient, c’est-a-dire assurer une stabilité numérique en temps longs. Deuxiemement, la
CLA doit facilement s’intégrer dans le code parallele DIVA, basé sur la méthode de Galerkin
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Discontinue DGM.

Comme nous 'avons déja dit, les CLA d’ordre élevé pour les ondes élastiques, méme
isotropes, sont difficiles & formuler et & implémenter, surtout dans un contexte de calcul pa-
rallele intensif - HPC. Les CLA d’ordre faible ne souffrent pas de cet inconvénient mais, bien
évidemment, c’est au prix des réflexions parasites générées par la frontiére artificielle dans le
domaine d’étude. Cependant, il ne faut pas oublier que notre objectif est de développer un
propagateur optimisé dédié a la RTM qui comporte une étape de sommation capable de filtrer
les valeurs incohérentes. L’impact des réflexions est donc minimisé, ce qui donne un intérét
certain pour des CLA d’ordre peu élevé.

Nous allons donc consacrer cette partie du mansucrit & la construction d’'une CLA 2D et
3D pour un milieu anisotrope TTI. Cette CLA sera d’ordre peu élevé et stable en temps long.
Cette étude se divise en cinq chapitres.

Le chapitre 1 introduit le systeme de 1’élastodynamique pour les milieux anisotropes. La
section 1.2 définit 'anisotropie de type TTI et la section 1.3 détaille la discrétisation par
la méthode de Galerkin Discontinue DGM. Le chapitre 2 revient sur la construction d’une
CLA d’ordre faible pour des milieux anisotropes simplifiés de type VTI ( Vertical Transverse
Isotropy). La méthodologie classique, basée sur celle d’Engquist et Majda, est rappelée a la
section 2.1 pour les milieux isotropes et appliquée dans des milieux VTT a la section 2.2.

Le chapitre 3 est consacré a la construction d’une nouvelle CLA d’ordre faible, adaptée
pour les milieux TTI. La section 3.1 décrit le processus dans le cas 2D. La stabilité de cette
nouvelle CLA est ensuite étudiée section 3.1.4. Nous montrons ensuite qu’on peut étendre
notre approche au cas 3D qui fait 'objet de la section 3.3. Des tests numériques, détaillés en
2D et préliminaires en 3D illustrent les bonnes performances des nouvelles CLA.
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Chapitre 1

Modélisation des équations d’ondes
en milieu transverse isotrope

Ce chapitre introduit le contexte physique et mathématique dans lequel nous évoluerons
dans la suite du manuscrit. Apres avoir rappelé les équations générales gouvernant la propa-
gation des ondes élastiques, nous détaillons les caractéristiques des milieux élastiques aniso-
tropes, notamment transverse isotrope (TTI), ainsi que leur impact sur les équations. Nous
décrivons ensuite la technique de discrétisation utilisée, qui combine une méthode de Galerkin
discontinue (DGM) en espace et un schéma Leap-Frog en temps. Ce choix meéne a un systeme
linéaire dont la structure des matrices est précisée, justifiant au passage son adéquation avec
le cadre de résolution parallele intensif HPC. Nous terminons ce chapitre par un état de ’art
des méthodes géophysiques employées pour prendre en compte ’anisotropie du sous-sol. Le
plus souvent partielles ou complexes & mettre en ceuvre, aucune d’entre-elles ne propose des
conditions de bord absorbant adaptées a la simulation des ondes anisotropes.

1.1 Le systeme de I’élastodynamique

1.1.1 Formulation des équations homogenes

Nous supposons que le domaine d’étude est un carré (pavé) droit, noté €2, en dimension
deux (trois). La variable d’espace est notée x € ) et la variable temporelle est t € [0, T], ou
T > 0 désigne la durée de simulation.

Le systeme de I’élastodynamique est formé de trois équations qui peuvent étre formulées
en vitesse ou en déplacement. Nous avons fait le choix de travailler avec le systéme basé sur
la variable vitesse qui est notée v. Soient p la masse volumique des matériaux et o le tenseur
des contraintes. La premiére équation du systéme est celle du mouvement qui se déduit de la
loi de Newton. Sa forme homogene, c’est-a-dire sans terme source, s’écrit :

p(x)0pv(x,t) =V -a(x,t) (1.1)

ou “V-” désigne l'opérateur divergence. La deuxieme équation décrit la déformation des
matériaux. Elle fait donc intervenir le tenseur des déformations noté e. Sous I'’hypothese
dite de petites déformations, ce tenseur s’écrit :

(v) = %(VV + (V)T (1.2)

I

13



Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

ou “V7” désigne 'opérateur gradient. Pour finir, la troisieme équation, appelée loi de Hooke,
tient compte des contraintes des matériaux en exprimant les relations du tenseur des con-
traintes C' (appelé aussi tenseur d’élasticité) avec le tenseur des déformations. Elle s’écrit en
formulation vitesse :

Gha(x,t) = C(x) e(v(x,1)) (1.3)

ol le produit entre le tenseur d’ordre 4 et le tenseur d’ordre 2 est défini par dy0;; = Z Cijri€ri-
Kl

Le systéme de ’élastodynamique s’obtient alors en injectant les équations (1.2) et (1.3)
dans la dérivée en temps de (1.1) :

pX)FV(x,1) = V- (Cx) (v(x,1)) (1.4)

Il s’agit d’une formulation d’ordre deux car elle fait intervenir des dérivées secondes sur la
variable vitesse. Il est aussi possible d’écrire le systéeme au premier ordre en considérant le
tenseur des contraintes comme variable auxiliaire, ne faisant ainsi intervenir que des dérivées
premieres. Les inconnues sont alors le vecteur vitesse v et le tenseur des contraintes ¢. Une
formulation en vitesse-contrainte de 1’élastodynamique s’écrit ainsi :
p(x)ov(x,t) = V- (15)
do(xt) = Cx) e(v(xt))

Dans le projet DIP, la formulation du premier ordre (1.5) a été privilégiée car elle présente
I’avantage de donner un acces direct aux quantités utiles pour I'imagerie. Toutefois, 'intro-
duction des équations d’ordre deux est justifiée car elles peuvent étre utilisées pour éliminer
le tenseur des contraintes qui n’est qu'une variable auxiliaire pour le phénomene a décrire.

1.1.2 Terme source et condition initiale

Les ondes sont excitées par une source ponctuelle modélisée en général comme le produit
d’une fonction temporelle et d’une fonction spatiale. La source apparait physiquement dans
I’équation du mouvement (1.1) et se retrouve donc directement dans la formulation du premier
ordre (1.5) sur la premieére équation :

-a(x,1) + 5(t)s(x)
(v(x,1))

i8]

{p<x>atv<x,t> = 16

atg(xv t) =

IQ <

(x

N>
I

ou 5 est une fonction scalaire temporelle et s est une fonction vectorielle spatiale. Ce systéme
peut se réécrire de fagon équivalente avec la source dans la deuxieme équation :

(1.7)
Do (x,1) = C(x) e(v(x,t)) + s(t)s(x)

{p(x)@tv(x,t) = V-a(x,t)

ol1 s est une fonction scalaire temporelle (précisément telle que s = 9;5) et s est une fonction
tensorielle spatiale (précisément telle que V - s = s).
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1.1. Le systéme de 1’élastodynamique

Code DIVA

Le code DIVA se base sur le choix arbitraire (1.7), c’est-a-dire avec la source sur ’équation
du tenseur des contraintes. Dans sa version initiale (i.e. isotrope), la source ne génere que des
ondes P. Cela se traduit par une action sur les termes diagonaux du tenseur et la fonction
spatiale s de la source utilisée s’écrit alors :

0 =300 (5 ) (L9

ou xg est le point d'impact de la source et dx, est la distribution de Dirac en ce point.
Cependant, dans des milieux anisotropes, cette source génere une onde S de faible intensité
en plus d’une onde P.

Afin de reproduire numériquement chaque explosion effectuée sur le terrain, la fonction
temporelle s de la source décrit une impulsion sismique communément représentée par une
ondelette de Ricker [Ric53] sg, dérivée seconde d’une fonction gaussienne, voir Fig. 1.1. Elle
dépend d’une fréquence pic f, et son amplitude varie suivant la formule :

sr(t) = (1 —2m2f2%)e ™ it (1.9)

04

FIGURE 1.1 — Ondelette de Ricker pour une fréquence pic de 20H z

Spécifications

Dans le cadre de notre travail sur les CLA, il est intéressant de ne générer qu’une seule
des ondes, P ou S, pour étudier plus facilement les réflexions parasites. De plus, comme
dans le code DIVA, les géophysiciens utilisent généralement des modeles pseudo-acoustiques,
c’est-a-dire se focalisant sur une seule des deux ondes dans un milieu élastique. Ce point
sera développé par la suite. Nous allons donc considérer trois configurations d’impulsion sis-
mique : une onde P, une onde S et la combinaison d’une onde P et d’une onde S. Ces cas
seront surnommeés “pseudo-acoustiques” pour les deux premiers et “élastique” pour le dernier.

Par ailleurs, la propagation des ondes P et S dans un milieu élastique peut se faire a 1’aide
d’une source ponctuelle ou d’une condition initiale. Dans ce dernier cas, le systeme du premier
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

ordre (1.5) s’écrit :

p(x)opv(x,t) = V-a(x,t

dolxt) = Ox) elv(x1) o)
v(0,x)) = vo(x)

2(0,x)) = 0,(x)

et il s’agit alors de définir v et e

Nous partons du fait suivant. Toute solution de I’équation des ondes élastiques s’écrit sous
la forme :

T=-9+4 (1.11)

ou E) correspond a une onde P et ? correspond a une onde S (simple en 2D ou double en
3D).

L’étude de la matrice associée a 1’équation de dispersion du systéme (1.4) admet deux
valeurs propres )\, et A\; correspondant a I'onde P et a I’onde S. Les vecteurs propres associés
peuvent s’exprimer a l'aide d’opérateurs en espace B, et B; comme suit :

U = B,(g(x)) + B(g(x)) (1.12)

ou g(x) est une distribution quelconque. Il devient alors possible de ne générer qu'une onde
P ou une onde S en choisissant par exemple comme condition initiale vog = B,(g) et en fixant
a,=0. Nous choisissons g(x) = e*WQHX*XO”z, une fonction gaussienne, qui est une condition
initiale classique en propagation d’ondes. Les conditions initiales

vo(x) = By (e Il (1.13)

seront détaillées pour chaque configuration isotrope et anisotrope.
Si nous souhaitons maintenant utiliser une source ponctuelle comme dans le systeme (1.7),
il est possible de la construire & partir de la condition initiale. Commencgons par observer que

le systeme a l'ordre deux ne générera qu’une onde P ou une onde S en appliquant a une source
quelconque f(x,t) 'opérateur B, ou By respectivement :

pR)v(x,t) = V- (C(x) e(v(x,1))) + Bul(f(x,1) (1.14)
La reformulation a 'ordre deux du systeme (1.7) donne :
pRPV(xt) = V- (Cx) elv(x,1)) + 5r(t)V - 5(x) (1.15)

En choisissant par exemple f(x,t) = sp(t)dx,(x), il reste & définir s par identification
terme a terme suivant 1’égalité :

V- 5(x) = Bi(0x,(x)) (1.16)

Ainsi, pour chaque condition initiale formulée a l’aide des opérateurs B, (provenant
de étude des vecteurs propres de la matrice de dispersion) pour le systeme (1.10), nous
déterminerons une source ponctuelle pour le systeme (1.7), conduisant dans les deux cas a la
génération d’une onde P, d’une onde S ou de la combinaison d’une onde P et d’'une onde S
pour des configurations isotrope et anisotrope.
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1.2. Anisotropie de type TTI

1.2 Anisotropie de type TTI

1.2.1 Définition et propriétés physiques

Le tenseur d’élasticité intervenant dans le systeme de ’élastodynamique (1.5) est de rang
quatre, c’est-a-dire qu’il est décrit par les termes C' = (Cijkl)lgi’j,k’lgd, ou d est la dimension
du domaine d’étude. Il appartient a la classe des tenseurs symétriques, ce qui permet de le
réécrire sous forme matricielle, suivant la notation de Voigt selon laquelle les indices sont
regroupés deux a deux et remplacés par la table de correspondance Tab. 1.1.

indice tensoriel C' | 11 22 33 23/32 13/31 12/21
indice matriciel C' | 1 2 3 4 5 6

TABLE 1.1 — Correspondance des indices entre tenseur et matrice d’élasticité

Ainsi, chaque coefficient tensoriel (Cjjki)1<i jki<a peut se réécrire comme un coefficient
matriciel (Cpn)icmn<2d. La matrice C' obtenue est, elle aussi, symétrique, composée d’au
plus 21 coefficients indépendants. De plus, les parametres physiques assurent que le tenseur
est positif, i.e. V€ tenseur symétrique, (C &) : £ > 0, ol le symbole “:” désigne le produit
scalaire tensoriel. -

Matrices d’élasticité isotropes et anisotropes

Lorsqu’un milieu est isotrope, la matrice d’élasticité se simplifie considérablement avec
seulement 2 constantes indépendantes. Les parametres physiques sont généralement donnés
sous la forme des constantes de Lamé (A, u), correspondant respectivement au coefficient de
Poisson et au module de Young. La matrice s’écrit alors :

A2 A A 00 0
A420 A0 0 0
A+24 0 0 0
CisO(A,u): L 0 0 (1.17)
w0
i m

Un milieu isotrope peut également étre décrit par sa masse volumique p et les vitesses de
propagation V), et V; relatives aux ondes P et aux ondes S qui ont été définies en introduction.
Dans ce cas, la matrice s’écrit :

Cn Ci11—2Cg6 O 0 0
A Cn 0 0 0
Ciso = Cos 0 0 (1.18)
066 0
L Cés |

ol les coefficients C'1; = pV}? et Cg6 = pV.2 sont directement reliés & la vitesse des ondes P et S.
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

Isotropie transverse verticale

Dans une couche géologique, les vitesses de propagation des ondes sont en général non-
uniformes dans toutes les directions mais leurs répartitions, c’est-a-dire leurs fronts d’onde,
admettent deux plans de symétrie orthogonaux. C’est la définition de I'orthotropie. Si les axes
du repere d’étude sont colinéaires a ces plans, la matrice d’élasticité s’écrit alors grace a 9
constantes indépendantes :

[C11 Ci2 Ci3 0 0 0
B Gz 0 0 0
Cortho — 044 0 0 (119)
Css 0
i Cée |

Si ce repere d’orthotropie est différent du repere d’étude, il est toujours possible de former la
matrice d’élasticité apres rotation sur le tenseur, comme cela est expliqué plus loin.

L’anisotropie du sous-sol est considérée orthotrope dans une seule direction, cela signifie
que les fronts d’onde admettent une symétrie par rapport a un axe (souvent proche de la
verticale). C’est la définition de l’anisotropie polaire ou Isotropie Transverse (TI), largement
utilisée en imagerie sismique. Dans ce cas, le milieu est isotrope dans le plan orthogonal a
cet axe, c’est-a-dire que les vitesses de propagation sont invariantes dans ce plan. Sur ce
point, nous renvoyons au livre de Tsvankin [Tsv01], ou pour une version plus condensée a
larticle [Tsv96]. La Fig. 1.2 représente schématiquement les différences entre des matériaux
isotrope, TI et orthotrope. La Fig. 1.3 est un exemple de couches géologiques TI.

plan d'isotropie axe de symétrie

FIGURE 1.2 — Schémas de matériaux isotrope (gauche), TI (milieu) et orthotrope (droite)

Dans un repere orthogonal ou 'axe e, correspond & 'axe de symétrie €,, 'anisotropie
polaire est dite VTI (Vertical Transverse Isotropy) et la matrice d’élasticité s’écrit avec 5
constantes indépendantes :

[C1n Ci1—2Cs¢ Ci13 0 0 0
Cn Cigs O 0 0
B Cis 0 0 0
Cyrr = Cu 0 0 (1.20)
Cya 0
i Cés

Les coefficients de la matrice d’élasticité VTT (1.20) sont construits a partir de la masse
volumique, des vitesses de propagation des ondes données dans la direction d’orthotropie et
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1.2. Anisotropie de type TTI

FIGURE 1.3 — Photographie de couches géologiques TI, Grand Canyon USA (crédits Luca

Galuzzi - www.galuzzi.it)

de trois constantes &, § et vy :

\

Cn = pr2(1 + 2¢)

Cs3 = pVj?

Cis = pyJ (V3 = V22 4 2V20(VZ = V2) - pV?
Cu = pV?

Cos = pVi(1+27)

(1.21)

Ces constantes, introduites par Thomsen dans [Tho86], définissent le caractere isotrope trans-
verse d'un matériau. Elles sont définies par les formules :

'6 Ci1 — Css

Nous utiliserons par la suite la notation

kK=V1+42¢

2C33
5 (Ch3 + Cua)? — (Cs3 — Cya) (1.22)
2C33(C33C14)
v = Cos — Cuas
\ 204

pour faciliter la lisibilité des calculs.

Remarque 1.1 L’anisotropie TI est caractérisée elliptique lorsque § = €.

Remarque 1.2 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (iee = 6 = v = 0), la matrice
d’élasticité VTI (1.20) redevient isotrope, c’est-a-dire qu’elle s’écrit comme en (1.18).
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

Isotropie transverse inclinée

En général, le repere d’étude cartésien (e,,e,,e.) ne coincide pas avec le repere d’or-
thotropie (ez, €y, €;). En d’autres termes, I’axe de symétrie de 'anisotropie polaire n’est pas
I’axe vertical e,. Dans ce cas, I'isotropie transverse est dite inclinée et se note TTI selon son
appellation anglaise Tilted Transverse Isotropy. L’inclinaison est caractérisée par deux angles,
représentés sur la Fig. 1.4. Plus précisément, en notant P, la projection sur le plan d’axes
(ez,€y), les angles sont définis par :

{e = (.8
¢ = (e:vapzyévz)

ou 0 correspond a l'angle d’inclinaison par rapport a la vertical, appelé dip ou tilt par les
géophysiciens, et ¢ est I'azimut (c’est-a-dire ’angle de la projection dans le plan horizontal).

(1.23)

€3

A

€

F1GURE 1.4 — Angles d’inclinaison TTI

Remarque 1.3 En géophysique, l'axe vertical e, est usuellement orienté positivement vers
le bas pour suivre les valeurs croissantes de la profondeur du sous-sol.

Une propriété intéressante de I'anisotropie TTI est qu’elle peut étre caractérisée algébri-
quement comme une rotation de I’anisotropie VTI. Cependant, comme les matrices d’élasticité
sont des réécritures de tenseurs, la rotation se fait dans le cadre de I’algebre tensorielle. Dans ce
cas, deux représentations du tenseur TTI sont possibles. Soit I'inclinaison est exprimée via les
angles (1.23) comme une matrice de passage M (0,¢) liant le tenseur VTT et le tenseur TTI. Soit
cette inclinaison est représentée grace a une matrice de rotation Ry 4). Dans le premier cas,
la matrice d’élasticité TTI s’obtient comme le produit M(9,¢)CVTIM£7 %) et nous renvoyons
a I'annexe A.1 pour I'expression de Mg 4). Dans le second cas, la matrice du changement de
base entre le repere cartésien et le repere TTI Ry 4y est donnée par :

cosfcos¢ cosfsing —sind
Ry = | —sing cos ¢ 0 (1.24)
sinfcos¢ sinfsing cosf
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1.2. Anisotropie de type TTI

et les coefficients Q du tenseur d’élasticité TTI se calculent & 'aide des coefficients g du
tenseur d’élasticité VTI selon la formule :

d d d d
Com=22_2.2.> RyRyiRuRaC, . V1<ijkl<d (1.25)

p=1g=1r=1s=1

La matrice d’élasticité T'TI ainsi obtenue est dense, composée de 21 coefficients différents.
Bien que ne dépendant que de 7 constantes : V), Vs, €,6,7,0,¢ et de la masse volumique p
fournie par le probleme physique, ces coefficients n’ont pas de forme analytique simple. Ainsi,
la matrice d’élasticité TTI s’écrit par commodité :

[C11 Ci2 Ciz Cuu Ci5 Cie
Coy Coz Oy (o5 O
C33 O34 C35 Csg

C = 1.26
i Cu Cs5 Cug (1.26)
Cs5 Cse
Ces |

La structure dense de la matrice d’élasticité TTI (1.26) est comparable & celle de I’anisotro-
pie totale, contrairement a ’orthotropie non-inclinée (et donc a l’anisotropie VTT (1.20)) qui
ne se traduit que par une modification des coefficients de la matrice d’élasticité isotrope (1.18).
Meéme si les caractérisations des anisotropies VTT et TTI sont assez proches, I’anisotropie TTI
est un probleme bien plus difficile a traiter.

Remarque 1.4 Lorsque @ = ¢ = 0 et donc qu’il n’y a pas d’inclinaison, la matrice d’élasticité
TTI (1.26) redevient VTI, c’est-a-dire comme illustrée en (1.20).

Remarque 1.5 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles i.e. ¢ = 6 = v = 0, la
matrice d’élasticité TTI (1.26) redevient isotrope, c’est-a-dire comme (1.18), quels que soient
les angles d’inclinaison. Ceci est di au fait que dans un matériau isotrope, les vitesses de
propagation sont les mémes dans toutes les directions.

Fronts d’ondes

Pour illustrer les différences physiques entre l'isotropie et I'anisotropie de type TI, nous
avons représenté a la Fig. 1.5 les fronts d’ondes en deux dimensions pour un exemple de
matériau élastique.

Les couches du sous-sol sont décrites par des constantes TI (1.22) tres petites, toujours
inférieures a un. Pour plus de détails, une liste non-exhaustive de matériaux T1I est disponible
dans larticle [Tho86]. Dans ce type de configurations, le front des ondes P est quasi-ellipsoidal,
ce qui est caractéristique de ’anisotropie polaire. A I'opposé, le front des ondes S peut s’avérer

beaucoup plus singulier. Selon [TT94], sa forme est fortement déterminée par le parametre :
2
_»
V2

S (e —0) (1.27)

La Fig. 1.6 représente différents fronts d’ondes S dans un matériau élastique, en faisant varier
le parametre .
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

FIGURE 1.5 — Fronts d’ondes élastiques en dimension 2 : isotropes (& gauche), VTT (au milieu)
et TTI (a droite), avec p = 1 kg.m ™2, V, = 3000 m.s~%, Vi = 1500 m.s™!, e = 0.24, 6 = 0.10
et @ = 30°. Fronts des ondes P en rouge trait plein et des ondes S en bleu trait pointillé

FIGURE 1.6 — Fronts d’ondes élastiques en dimension 2 : ¢ = oo (& gauche), ¢ = 1.75 (au
milieu) et ¢ = 0.75 (& droite), avec p = 1 kg.m™2, V, = 3000 m.s™!, e = 0.24, § = 0.10 et

0 = 30°. Fronts des ondes P en rouge trait plein et des ondes S en bleu trait pointillé

1.2.2 Equations de I’élastodynamique dans un milieu anisotrope

Pour chacune des configurations, isotrope, VIT ou TTI, les équations de I’élastodynamique
different. Pour faciliter le traitement des équations, il convient de développer le systéeme
général (1.5) selon chaque composante des champs d’ondes. Pour les matériaux isotropes, le
systéme s’écrit le plus souvent avec la matrice d’élasticité (1.17) :

PO, =
p@t Vy
p(?t Vy, =

04020 =
8tgyy =
00, =
&g O'yz =

010y, =

\ 8t0$y =

O0pOsz + OyOuy + 0,042

OpOpy + Oyoyy + 0.0y

04042 + 0yoy, + 0.0,

(A + 20)0zv5 + ANOyvy + N0 v
AOzUz + (A + 2p)Oyvy + A0, v,
AOpVy + AOyvy + (A + 2)0, v,
p(Oyvz + 0.vy)

(00, + 0,05)

1(Opvy + Oyvz)

(1.28)

Dans le cas des matériaux VTI, quelques coefficients sont modifiés pour former la matrice
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1.3. Discrétisation des équations

d’élasticité (1.20) et le systeme général (1.5) s’écrit :

POy = O0y0py + OyOuy + 0,0,

POty = O0y0gy + Oyoyy + 0.0y

POV, = 0y04. + Oyoy. + 0.0

0104z = C110v, + (C11 — 2C66)0yvy + C130,0,

Oioyy = (Ci1 — 2Cs6)0,v, + C110yvy + C130,0, (1.29)
00, = C130,v, + C130yv, + C330,v;

0oy = Caa(Oyv. + 0,vy)

040r: = Cua(0zv + 02v,)

0104y = Co6(0vy + Oyuvy)

Pour les matériaux TTI, la matrice d’élasticité (1.26) est dense. Les équations portant
sur le tenseur des contraintes contiennent donc des termes supplémentaires, qui ne sont pas
présents en isotrope ou en VTI :

patvm = 070z + aya'xy + 0.0,
pOtvy = 0p04y + Oyoyy + 0,0y
patvz = 0p04. + 8yo'yz + 0.0,

0020 = C110,0 + C120yvy + C130,v, + C14(0yv; + 0.vy) + Ci5(05v, + 0,v5) + Ci6(0zvy + Oyvs)
Oroyy = Cr20305 + Ca0yvy + Co30;v. 4+ Cos(dyv. + 0.vy) + Cos(0pv. + 0,v5) + Co6(dzvy + Oyv,)(1.30)
0402, = Ci30,0, + Ca30yvy + C330,v, + C34(0yvz + 0.vy) + C35(0,v, + 0,0,) + Cs6(0xvy + Oyvz)
0¢0y: = C140,0; + C240yvy + C340,0, + Cas(0yvz + 0.vy) + Cu5(0xv> + 020,) + Cup(0rvy + Oyvs)
005, = Cl50;05 + Cos0yvy + C350,0, + Cuas(0yvs + 0,vy) + Cs5(05v, + 0,05) + Cse(0zvy + Oyvs)
( ) ( ) ( )

8t0'xy = Ci60.04 + ng(‘)yvy + C360,v, + Cye 8yvz + 8zvy + Cs6(0v, + 0,v,) + Cee aﬂ}y + ayvm
Cette différence structurelle dans le cas d’une anisotropie de type TTI entraine des com-

plications algébriques évidentes, du fait de I'apparition de termes supplémentaires dans les

équations. Cependant, cette complexité est essentiellement algébrique et en observant avec

soin comment est défini le systeme dans un matériau TTI, il apparait que les coefficients de

la matrice d’élasticité (1.26) ne sont pas indépendants, contrairement au cas d’anisotropie

totale. Ainsi, I’anisotropie de type TTI peut étre décrite comme un cas d’anisotropie VTI

ayant subi une inclinaison. Ce point va étre déterminant pour nous, et nous utiliserons cette

propriété plus loin quand il s’agira de développer des conditions de bord absorbant.

1.3 Discrétisation des équations

1.3.1 Définition et état de ’art

La méthode de Galerkin, apparue dans les années 1910, sert a formuler le probleme discret
associé a la résolution des systemes d’équations aux dérivées partielles. Le principe repose sur
un choix de sous-espace de fonctions de dimension finie permettant de décrire dans le domaine
discret les fonctions du probleme continu. Elle est le fondement des méthodes d’éléments finis
(FEM pour Finite Element Method).
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La méthode de Galerkin discontinue, tres connue sous son acronyme DGM pour sa termi-
nologie anglaise (Discontinuous Galerkin Method) est plus récente, datant des années 1970.
Quelques fois décrite comme une FEM avancée, son principe ajoute au choix du sous-espace
fini de fonctions discretes la possibilité de travailler a I’échelle locale de I’élément. Les fonctions
de base sont alors propres a chaque cellule du maillage ce qui signifie qu’elles sont discontinues
a l'interfaces entre deux éléments (voir une illustration a la Fig. 1.7).

La DGM, tout comme la FEM, permet de considérer des maillages complexes et de
procéder a des approximations d’ordre élevé. La distribution des degrés de libertés est rap-
pelée sur les Fig. 1.8 et tableau 1.2. La DGM a pour avantage de conduire a une formulation
temporelle des champs quasi-explicite car la matrice de masse est diagonale par blocs grace
a la discontinuité des fonctions de base. De plus, la largeur de bande de la matrice de rigidité
est la méme pour tous les éléments, car un élément ne communique avec ses voisins que par
les faces alors qu’avec la FEM il communique via les faces, les arétes et les sommets. La
matrice de rigidité possede donc une structure par blocs. Si le maillage contient /N mailles,
elle sera composée de N blocs diagonaux et de (d + 1)V blocs extradiagonaux traduisant
les communications inter-éléments. La taille des blocs dépend uniquement de l'ordre de la
discrétisation. Cette structure se préte donc tres facilement & une implémentation dans un
cadre HPC.

Une autre caractéristique de la DGM est I'adaptabilité hp, c’est-a-dire qu’en autorisant
la discontinuité des fonctions de base, il est possible d’utiliser des maillages non-conformes
(adaptabilité h) et mixer des ordres d’approximation différents (adaptabilité p), ce qui as-
sure une plus grande flexibilité de la méthode, voir Fig. 1.9. En pratique, c’est ’adaptabilité
p qui est utilisée dans le code DIVA car I'adaptabilité h présente plusieurs inconvénients
de mise en ceuvre. Tout d’abord elle nécessite de changer considérablement la structure du
maillage pour prendre en compte les hanging nodes (i.e. les nceuds d’un élément situés sur
une aréte ou une face d’un autre élément), alors que l'adaptabilité p n’a besoin que d’un
vecteur supplémentaire indiquant ’ordre de chaque élément. Le stockage de vecteur peut
méme étre évité en réordonnant judicieusement les éléments en fonction de leur ordre de
discrétisation. Ensuite, I’adaptabilité A complexifie considérablement les calculs d’intégrales
de surface, notamment en 3D. En effet, il n’est plus possible de se ramener a un calcul sur
un élément de référence car les calculs doivent étre faits sur une partie de la face correspon-
dant a l'intersection de deux éléments et non sur une face entiere. En 3D, 'intersection de
deux tétraedres d’un maillage non-conforme n’est pas forcément un triangle mais peut étre
un quadrilatere, un pentagone ou un hexagone. L’adaptabilité p ne nécessite que le calcul des
différentes combinaisons d’ordre possibles sur I’élément de référence. En pratique, le nombre
de ces combinaisons est limité, de 'ordre d’une dizaine. Finalement, 'adaptabilité h casse la
structure de la matrice de raideur (qui sera présentée plus loin) car le nombre de voisins d'un
élément devient variable. L’adaptabilité p conserve cette structure et modifie uniquement la
taille des blocs.

La DGM a été introduite par Reed et Hill dans [RH73] tout d’abord pour les équations
elliptiques puis paraboliques. Citons [ABCMO02] notamment pour sa bibliographie détaillée.
Pour les équations hyperboliques, une premiere analyse mathématique est donnée par Le-
saint et Raviart au milieu des années 1970 [LR74, Les75] et l'ordre de convergence opti-
mal a été établi par Névert et Pitkdranta dix ans plus tard [N&v82, JNP84, JP86]. La
DGM est désormais populaire pour les équations hyperboliques (linéaires et non-linéaires)
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1.3. Discrétisation des équations

} E E E E E E | maillage

/\/—/\

/\/—/\\ discontinuité

FIGURE 1.7 — Fonctions discretes sur un maillage & une dimension, continues et discontinues

FI1GURE 1.8 — Localisation des degrés de liberté en deux dimensions, pour trois discrétisations

continuité

2D 3D
P1 P2 P3|P1 P2 P3
volume : K | 3 6 10| 4 10 20
surface : F | 2 3 4 3 6 10

TABLE 1.2 — Nombre de degrés de liberté en deux et trois dimensions

p : multi-ordres

h : non-coincident

FIGURE 1.9 — Illustration de ’adaptabilité hp sur un maillage en deux dimension

et les travaux de Cockburn, Shu et leurs co-auteurs ont été particulierement convaincants.
Dans [CKS00a, Coc01], 'intégration en temps est menée en appliquant une méthode de
Runge-Kutta et ces travaux sont bien connus dans la communauté sous 'acronyme RKDG.
Un état de I'art des approches DG jusqu’aux années 2000 est disponible dans [CKS00b]. En ce
qui concerne 'adaptabilité hp, les travaux de Siili, Schwab et Houston dans [SHS00, SSHOO]
sont particulierement déterminants.

De nos jours, et particulierement pour la propagation des ondes, plusieurs équipes uti-
lisent la DGM et les approches different essentiellement au niveau des flux et des schémas en
temps. Dumbser, Késer et leurs co-auteurs privilégient le schéma ADER (Arbitrary high-order
DERivation) basé sur des flux décentrés avant et des intégrations en temps de type Runge-
Kutta (voir par exemple [DK06, KD06, KHdIP08]). Leur méthode, appelée DG-ADER, a
I'inconvénient d’étre dissipative. D’autres équipes, comme [BLP06, DFGO09], préferent ap-
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

pliquer le schéma Leap-Frog avec des flux centrés, offrant ainsi une alternative non-dissipative.
Indépendamment, des techniques de pénalités intérieures ont été développées pour les équations
en formulation du second ordre, comme la IPDGM (Interior Penalty DGM ). Pour les équations
hyperboliques, citons par exemple [GSS06, AMMO06, BSW08, Bal09].

Nous utilisons la formulation du premier ordre de I’équation des ondes et nous avons
choisi le schéma de discrétisation DG avec flux centrés en espace et Leap-Frog en temps.
Pour le schéma en temps une itération de Leap-Frog est moins cotiteuse qu’une itération de
Runge-Kutta. Pour le schéma en espace, I'utilisation de flux centrés peut entrainer I’apparition
d’ondes parasites ainsi qu’une détérioration de ’ordre de convergence du schéma. L’idéal serait
donc de coupler le schéma Leap-Frog et DG avec flux décentrés avant. Malheureusement, un
tel couplage conduit a un schéma implicite en temps, plus complexe a mettre en ceuvre dans
un cadre de résolution parallele et trop coliteux pour des applications a I’échelle industrielle. 11
est cependant possible de supprimer les ondes parasites et de conserver I'ordre de convergence
optimale du schéma Leap-Frog et DG avec flux centrés en lui ajoutant un terme de pénalisation
non-dissipatif [Ven14], au prix d’une diminution de la condition CFL.

1.3.2 Discrétisation en espace

Soit 2, une discrétisation du domaine €2 en cellules polygonales K, aussi proche que
possible d’une partition de €2, avec £, C 2. On notera T l’ensemble des cellules K. La
frontiere I'y, est décomposée en partie extérieure I'y,; = 080, et intérieure I';,, correspondant
a Pensemble des faces entre les cellules. Sur un élément K, nous noterons nk la normale &
0K sortante.

Toute face interne est partagée par un élément K7 et un élément K5. Nous noterons
arbitrairement n = nk, et nous définissons le symbole [u] - n = (ug, — ug,) - n comme le
saut et le symbole {{u}} = §(uk, +ux,) comme la moyenne. Pour une face externe, n = ng
et par convention le saut et la moyenne sur cette face sont égaux a l'identité.

Formulation variationnelle

Soient les espaces :

V = {v e L*(W)" tel que v|x € H' (W), VK € Tp.}

Y={ce LQ(Qh)d2 tel que o € HdiV(Qh)d2, VK €Ty et 05 = 0ji, Vi,j =z,y,2}

La premiére étape consiste a écrire la formulation variationnelle associée au systeéme de
Iélastodynamique (1.5). Pour cela, nous définissons v € V' et g € . Soient une fonction-test
w € V et un tenseur-test § € 3. L’intégration des équations (1.5) contre ce couple-test, sans
détailler les dépendances sur les variables de temps et d’espace, donne sur une cellule K du

maillage :

/p@tv-wdx = /(V-U)~de
K K =

/K Og:Ldx = /K (C e(v)) : €dx

(1.31)
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1.3. Discrétisation des équations

Puis, en observant que (g e(v )) & = (g §) : Vv, l'intégration par partie de chaque

équation de (1.31) donne :

/p(?tv-wdx :/ (Jn)-wdx—/J:Vde
K oK K~

J oo = [ (€on)vix— [ (v(Cg)-vax

Pour obtenir la formulation variationnelle, il reste a sommer pour toutes les cellules du
maillage le systeme (1.32). Ce faisant, les termes des frontieres internes I';,, font apparaitre les
flux. Les opérateurs gradient et divergence n’étant définis que sur chaque cellule, introduisons
les opérateurs brisés : V, tel que Vyu|g = Vu VK € Ty et V- tel que Vi -ulg = V-u VK €
T:. La somme s’écrit alors :

/ pov - wdx = / [ew] - ndx —|—/ (on) - wdx — / o Vywdx
Qp Din Tout Qn

o :fdx = /mﬂC’fv]]-ndx+/Fout ((Cg)n).vdx—/

(1.32)

Qp

Les termes de flux peuvent se réécrire :

ewl-n = [2{w} 0+ {2hiw] o L
[(COMn = [COWVE n+H{COPM n |
Ce qui par la continuité de v et g se simplifie :
w]n = {{e}¥]n
{[[(0 Ovl-n = [COIvH-n (3%

La formulation variationnelle s’écrit alors : Trouver (v,g) dans V x ¥ tel que pour tout
couple-test (w,§) dans le méme espace, on ait :

/thatv-wdx = /Fm{{a}}[[wﬂ-ndx—i—/ (gn).wdx_/ o Vywix

Fout Qh

Oso : &dx
Q, - =

[ 1c oney i+ |

1_‘out

((g é)v) - ndx —/Q (Vh (C Q) vdx

h

La formulation (1.36) en 1’état conduit & un probléme mal posé, il faut définir des condi-
tions aux limites. De telles conditions modifient les intégrales sur les frontieres extérieures
I'ous- La méthode classique consiste a remplacer dans la premiere intégrale de bords le terme
on par une combinaison linéaire sur les composantes de v, selon la condition aux limites
choisie (définissant des coefficients b;;, i = 1..d) et & laisser la seconde intégrale de bords
inchangée. Par exemple, la formule la plus simple cn = 0 est une condition de Neumann.
Nous renvoyons aux chapitre 2 et 3 pour une description détaillée des conditions aux limites
absorbantes utilisées ainsi qu'une analyse de stabilité des probléemes mixtes associés.
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

Systéme matriciel semi-discret

Nous allons maintenant discrétiser 'inconnue v sur le sous-espace de fonctions V}, tel que
= {ve L*(Q,)? tel que (Vik)i € P(K), VK €Ty, Vi=uz,y,2}

oit P(K)! est I’'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & I. L’ordre de discrétisation

est alors défini par le choix de ce degré [, pour I'interpolation sur les cellules. L’un des avantages

majeurs des méthodes DG est la possibilité d’utiliser des degrés différents sur chaque cellule, en

fonction de leur taille et de leurs caractéristiques physiques. Cependant, pour ne pas alourdir

la présentation, nous supposons ici que ce degré est le méme pour toutes les cellules.
L’inconnue g est discrétisée sur le sous-espace de fonctions X tel que

= {ce L2(Qh)d2 tel que (g, )ij € IP’(K)Z, VK €Ty et oy =04,Y,j=x,y,2}

|K

Grace a la discontinuité des fonctions, nous pouvons construire une base des espaces Vj,
et Xp en procédant élément par élément. Soit (gazK )i=1..N, une base du sous-espace P(K )l,
par exemple les fonctions de base de Lagrange. La dimension N; de P(K)l est (I +1) en 1D,
(I+1)(1+2)/2 en 2D et (1+1)(1+2)(1+3)/6 en 3D. L’ensemble des fonctions ((¢X)i—1_n, xeT;,)
forme une base de l'espace Vj,)4—; et une fonction ¢ peut alors étre approchée par ¢, € Vp|g—1.

= Y dFWef ).

KeTyi=1..N;

L’inconnue vectorielle v est approchée par vy € V3,

=2 > D e (e

KeTy, j=z,y,zi=1..N;

et le tenseur g est approché par g, € Yh,

=2 2. 2 mkelejer

KeTy, j=z,y,z 1=1..N;
k:I,y,Z

ol nous imposons ¢ = & pour tous K,i,j, k afin d’assurer la symétrie du tenseur o, .
ki kj; 291 =

Remarquons que
Vi (X, 1) E § v ( (x)e;
Jj=xz,y,z1=1..N;

7h|K Z Z (x)ejey.

j=x,y,z i=1..N;
k=z,y,z

et

Nous utiliserons donc par la suite une notation par blocs pour les inconnues : pour chaque
élément K, pour tout j = z,y, z et pour tout k = x,y, 2z, k > j, nous définissons les vecteurs

VJK < jK ) et o8 = < ks ) . Nous définissons ensuite les vecteurs
i /) i=1,..N, J % =1,...N;
K K K _KIT K_ . K _K _K_K _K _K1iT
v = [v, Vi s Vs I" et o =lo.,, Ty 0220y O axy] )
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1.3. Discrétisation des équations

Finalement, vy et o désignent respectivement les vecteurs composés de ’ensemble des
vecteurs vE et off. En choisissant les fonctions test w = ¢Ke; et £ = pKejer pour tout

j = x,y,z et pour tout k = x,y,2, k > j, la formulation variationnelle (1.36), avec des
conditions aux limites, se transforme en un systeme linéaire matriciel semi-discret :

2 2.

KeTy, LeT,|OKNOLAD

px MEOE + REGE + RELgL 4 BEVE =0

(1.37)

MEd ol + REVE + RELVE =0

>

\ K€Tn

>

LeT,|0KNOLAD

ou M, désignent les matrices de masse et R, les matrices de rigidités. Comme pour les
vecteurs, ces matrices peuvent étre définies par blocs. Ainsi, la matrice MX est une matrice
de taille dN; * dN; diagonale par d blocs N; x N;. Ces d blocs sont tous égaux a la matrice
MY définie par

—K

M;;

:/ el oftdx, Vi, j=1.N, (1.38)
K

De méme, la matrice MX est une matrice de taille d(d 4+ 1)N;/2 * d(d + 1)N; /2 diagonale
par d(d 4 1)/2 blocs N; x N;. Ces d(d + 1)/2 blocs sont tous égaux & la matrice M.

La matrice RE est une matrice de taille dN; * d(d + 1) N;/2 de la forme

RE 0 0o o0 RE RK
RE=1| 0 RE o RE o RK],
0 0 RE RE RE o,

~K
ou chaque bloc R; , i = xz,y, 2z est de taille N; x N; et est défini par

=K w095
R, = /Kgoq dx, Vp,q = 1..Nj.

- (1.39)

La matrice RE est une matrice d(d + 1)N;/2 * dN; de la forme

(C11RE + Ci6RE + C15RE)
(Cr2RE + CogRI + Cos RE)
(C13RE + C36RE + C35RE)
(C14RE + Cy6RE + Cy5RE)

(Cwéf + 056§£< + C55§§)

(Clﬁéf + Cﬁ@ﬁf + 05(5&5)

(Ci6RE + CroRE + C14RE)
(Co6RE + CooRE + CoyRE)
(C36RE + Co3RE + C54RE)
(Cy6RE + 024f~‘35 + CuRE)
(Cs6RE + CosRE + Cys RE)

(CGGE:{:( + Czﬁég + C46R§)

(CisRE + Cl4RE + C13RE)
(CosRE + CoyRE + CosRE)
(C35RE + C34RE + C33RE)
(CisRE + CuRE + C34RE)
(CssRE + CysRE + C35RE)
(Cs6RE + CigRI + C3g RE)
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

Les matrices R5™" et RS sont de dimensions respectives dN; * d(d + 1)N;/2 et d(d +
— K
1)N;/2 % dNj et ont les mémes structures que les matrices RX et RE ot tous les termes R,

. — K,L KL —~— K,L KL .
sont maintenant des termes Ry ; pour Ry et Ry pour Ry, i = z,y, 2. Ces blocs
sont de taille N; * IN; et sont définis par

— KL 1
Ravipq - _2/ goé{goﬁnK : eidX7 vp7q = 1-'Nl7
OKNOL\T out
(1.40)
» KL 1 K L
Ryvi,, = —3 /BImaL @, PyIK - €idx, ¥p,q = 1.N;.

Ils sont différents par rapport au domaine d’intégration qui contient ou qui exclu les faces de
la frontieres extérieure I',y;.

Enfin, la matrice BX associée & I'intégrale des conditions aux limites sur une face d'un
élément K au contact de la frontiere I',,; est une matrice de taille dIN; x dIN; ou chaque bloc

~ K
Bij ,i,j = x,y,z est de taille N; x IV} et est défini par

~ K
Bijpg = _bij/ oy oy dx, Vp,q=1..N,. (1.41)
OKNTout

Chacune de ces matrices peut étre calculée & partir de I'élément de référence K, qui
représente le segment [0,1] en 1D, le triangle (0,0);(1,0);(0,1) en 2D, voir Fig. 1.10 et le
tétraedre (0,0,0);(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1) en 3D. Nous notons F la fonction transformant
I’élément de référence K en I'élément K. Cette fonction est linéaire et bijective, car nous
supposons que les sommets des éléments K sont ordonnés, ce qui revient a considérer que le
triangle défini par les sommets A, B, C est différent du triangle déterminé par les sommets
C, A B.

(X2,y2)
(0,1)

FK (xw.y1)

(0,0) (1,0)
/lz K (X3,y3)

FIGURE 1.10 — Passage a I’élément de référence en 2D
: ATK oK
Les matrices M et R; s’écrivent alors :
Mf]( = /KgaiKaijdx = |detJp, | /chf(cijdX = |detJFK]MK.

ou Jp, est le jacobien de la transformation affine F, et

~K Ok b N B X X
Ripg=— /K g~ dx = —|det | /K oo I Vol -ejdx = —|detJpy <JF§y /K o w{fdx> €.
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1.3. Discrétisation des équations

Remarquons que toutes les matrices M, K sont proportionnelles a la matrice M - Nous pouvons
donc déterminer leur inverse a partir de M;{l et de |detJp, | uniquement, ce qui permet
d’accélérer considéga}l{)lemgrﬁ II?S calculs.

Les matrices B;; et Ry ; " peuvent étre calculées de la méme maniere sur I’élément de
surface de référence.

Dans la pratique, nous résolvons le systeme (1.37) élément par élément, ce qui est parti-
culierement adapté a un cadre HPC. Cependant, pour des raisons de simplicité, nous écrirons
parfois ce systeme sous sa forme matricielle globale

MOy + Rgop + Byvy, = 0 (1 42)
My0:i0, + Ryvy, =0 '
ou les matrices My, Ry, By, M, et R, sont définies par blocs de la facon suivante :
prME  siL =K,
M. - 1.43
(Mv)r.r {0 siL#K, (1.43)
RE L REE siL=K
(Ro)k, = { Ro™ si L#K et 0LUOK # 0, (1.44)
0 sinon,
BE §iL=K
B =< v ’ 1.45
(Bv)i. {0 siL#K, (1.45)
ME siL=K
M = 7 ’ 1.46
(Mo ).z {0 siL+K, (1.46)
RE+ RPN siL=K
(Ry)k.1 = { REE siL#K et OLUOK # 0, (1.47)

0 sinon.

1.3.3 Discrétisation en temps

Pour terminer la discrétisation du systeme (1.37), il faut choisir un schéma en temps.
Comme discuté précédemment, le choix de la méthode ADER conduit a des schémas dissipa-
tifs. Aussi, nous travaillons dans le code DIVA avec un schéma Leap-Frog.

Le schéma Leap-Frog a deux variables est basé sur un développement de Taylor et consiste
a approcher la dérivée a des pas de temps intermédiaires d’une variable a I'autre. Appliqué
a une discrétisation par DGM du systeme de 1’élastodynamique au premier ordre, le schéma
obtenu est stable sous une condition CFL.

L’intervalle [0,77] est divisé en pas de temps At. Soient v} I'approximation du vecteur

vy, au temps discret ¢t = nl; et O'ZH/ 2 I’approximation du vecteur o au temps discret
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intermédiaire ¢ = (n 4 3)A;. Le systeme (1.37) se discrétise alors completement

n+1 n n+1 n
— +
Myt Ryo 4 B <
(1.48)
oH3/2 _ gntl/2
My~ b + Ryvpt! =0

At

Comme nous 'avons expliqué précédemment, les matrices de masses et la matrice de bord
sont diagonales par blocs et peuvent donc étre inversées facilement. Ainsi, le systeme (1.48)
se réécrit de fagon quasi-explicite :

vith = (&My+3B)) 7 (&M = 3By Vi — (&M, + }B)) " Roay
(1.49)
0_7}’:+3/2 — O_Z+1/2 . AtMo_,lRVVZ+1

De plus, les calculs sont effectués élément par élément sur les blocs de matrice concernés.
Au demi pas de temps courant, les calculs locaux ne dépendent que de valeurs précalculées,
permettant une résolution entierement parallele, favorisant le contexte HPC.

1.4 Etat de P’art sur la simulation d’ondes anisotropes pour
des phénomenes géophysiques

Dans ce chapitre, nous avons introduit le systeme de I’élastodynamique et décrit comment
il évolue en fonction du matériau dans lequel les ondes élastiques se propagent. Nous avons
notamment observé que dans des matériaux anisotropes de type TTI, les ondes se propagent
comme dans des matériaux anisotropes de type VTI ayant subi une inclinaison. Comme nous
I’avons déja expliqué en introduction, les travaux décrits dans ce manuscrit sont destinés a
étre intégrés dans un propagateur élastique utilisé pour I'imagerie profondeur par RTM. Il
est évident que la qualité des images dépend de la modélisation du sous-sol qui est faite
via le propagateur. Pour une modélisation isotrope du sous-sol, préférer I’équation des ondes
acoustiques a I’équation des ondes élastiques qui est largement plus coliteuse a résoudre, reste
efficace. Cela conduit a une RT'M dite acoustique et les images ne sont donc construites que
sur la propagation des ondes P dans le sous-sol. Cependant, le sous-sol n’est pas isotrope et
une RTM acoustique basée sur cette approximation n’est pas capable de détecter toutes les
surfaces géologiques, comme cela est illustré par exemple dans [HZZY09, JJR10, GDDW11]
sur le modele synthétique BP, dont les données sont rappelées Fig. 1.11 et les différences
observables entre une RTM isotrope et T'TI sont présentées Fig. 1.12.

L’anisotropie du sous-sol est considérée polaire, de type TI, c’est-a-dire avec un axe de
symétrie d’orthotropie. Concretement, cela se traduit par des termes couplés entre les ondes
P et les ondes S (plus précisément la composante verticale SV), ce qui proscrit la RTM
acoustique. En effet, 'analyse asymptotique de I’équation de Christoffel conduit a une relation
de dispersion du 4¢™¢ ordre mettant en évidence ce couplage. Pour le cas TTI 2D, cette
équation s’écrit :

{ wh = [(vpe + 02 ) (B2 + &7) + (v, + 02.k2)]w” + vp 02 (2 + &) + vp.02. ke

_[ng(v2 - U2 ) - ng (Ufm + ng)](f];:% + E;)%g =0

(1.50)

pn px
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géophysiques

———
S —

M

FIGURE 1.11 — Modeles d’anisotropie du cas test synthétique BP, V,, en (a), 6 en b, 6 en (c)
et € en (d) — images issues de [GDDW11]

F1GURE 1.12 — Comparaison isotrope/TTI sur le cas test synthétique BP, isotrope en (a),
TTI en (b) — images issues de [GDDW11]

ou %z, %y et EZ sont les nombres d’ondes dans le repére incliné TTI, w est la fréquence angu-
laire, vy, et vy, sont les deux vitesses des ondes P (selon la direction de propagation dans le
repere incliné), vy, est la vitesse des ondes S et vy, correspond a la vitesse NMO I des ondes P.

1. NMO (en anglais normal moveout), correspond a 'effet de décalage de mesure di & la séparation entre
les sources et les récepteurs.
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope

Des travaux ont alors été consacrés a la RTM basée sur des modeles approchés. Par
exemple, Alkhalifah [Alk98] propose une approximation dite “acoustique TI” en reformulant
la relation de dispersion TI comme un systeme de deux équations du deuxieéme ordre couplées
et en fixant la vitesse des ondes S a zéro le long de I'axe de symétrie. Il est alors possible
de se focaliser sur les ondes P et de formuler une RTM pseudo-acoustique VTI : [Alk00].
Cependant, fixer la vitesse des ondes S a zéro est un moyen trop radical de simplification qui
induit des instabilités importantes, comme le montre [GZR04].

L’idée d’Alkhalifah a ensuite été reprise dans [ZZB06a, DFF08, FDF10] pour améliorer
la RTM pseudo-acoustique VTT puis étendue & la RTM pseudo-acoustique TTI dans [ZZB06b,
DBLO07, ZZ08, LHZAP 08, FDF09]. Une autre piste a été suivie par Duveneck et al. [DMBPOS§]
qui ont proposé en 2008 de partir des équations de Hooke (1.3) et du mouvement (1.1) puis
de fixer la vitesse de propagation des ondes S pour formuler une RTM pseudo-acoustique
VTI. Cette technique a I'avantage de donner un sens physique aux variables des équations du
deuxieme ordre obtenues. L’idée est alors reprise et étendue par rotation au cas TTI comme
cela est fait dans [2Z09, LBZN09, ZZZ11, DB11].

Les approches d’Alkhalifah et Duveneck et al. sont néanmoins tres similaires. Les équations
sont toujours couplées et quelques artefacts dus aux ondes S subsistent. Pour parfaire la RTM
acoustique, d’autres équipes ont proposé un découplage des équations de dispersion pour ne
modéliser que les ondes P : [LMJ109, PUS11] pour le VTT et [ZPS12] pour le TTI. Ces
méthodes sont pseudo-spectrales et elles requierent des implémentation numériques parti-
culieres.

Plus récemment, Yan et Sava ont proposé de séparer les conditions d’imagerie des ondes
P et des ondes S élastiques pour des milieux isotropes dans [YSO08], puis VTI dans [YS09]
et TTI dans [YS11], le but fixé étant de 'appliquer a une RTM élastique non-simplifiée. Ce
principe de séparation basé sur la décomposition de Helmholtz est connu depuis longtemps
pour les équations isotropes, voir [AR02], que Dellinger et Etgen avaient déja étendu au cas
VTI homogene dans [DE90]. En pratique, la RTM élastique est beaucoup plus coiteuse en
ressource informatique que la RTM pseudo-acoustique et la reconstruction de I'image dans ce
cas est beaucoup plus complexe, voir un exemple en isotrope 2D Fig. 1.13.
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2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
Position (km) Position (km)

FIGURE 1.13 — Exemple de RTM élastique isotrope 2D, modele de vitesse (gauche), cartogra-
phie des réflecteurs (droite) — images issues de [ZLNM™09]

34



1.4. Etat de I’art sur la simulation d’ondes anisotropes pour des phénomenes
géophysiques

Si son principe est établi depuis bien longtemps, la RTM ne fait qu’évoluer au gré des
progres de la modélisation mathématique et du calcul scientifique sur architectures paralléles.
Tout a commencé en considérant le sous-sol isotrope puis VTI puis maintenant TTI, et la
prise en compte du role des ondes S s’intensifie jusqu’a les intégrer au probléme.

Toutes les simulations sont bien évidemment réalisées a 1’échelle locale. Il est donc néces-
saire de limiter le domaine de calcul par une frontiere qui ne doit pas influencer les simulations.
La plupart des travaux existants utilisent dans le meilleur des cas des conditions de bord
PML, en général celles de [CT01], ou des conditions de Dirichlet ou de surface libre qui sont
réfléchissantes. Dans ce cas, il faut un nombre de sources tres élevé pour que les réflexions
soient atténuées au maximum par effet de sommation dans le processus RTM. Néanmoins,
il reste des réflexions parasites dans I'image finale. Des conditions de bord qui générent des
réflexions minimales sont donc préférables. Dans le cas des PML, c’est en général une couche
absorbante isotrope ou VTI qui entoure le domaine d’étude TTI, ce qui génere des réflexions
parasites également. Si la couche absorbante est TTI, soit c’est un cas d’étude bien choisi,
soit la simulation est en temps treés court, car il est démontré dans [BFJ03] que la simulation
devient alors rapidement instable. Le recours a des conditions aux limites absorbantes peut
alors s’avérer plus intéressant car les faibles réflexions peuvent étre diminuées en prenant un
nombre suffisant de sources et les problemes d’instabilité peuvent également étre résolus.
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Chapitre 1. Modélisation des équations d’ondes en milieu transverse isotrope
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Chapitre 2

Conditions aux limites absorbantes
pour des matériaux VTI

Ce chapitre se veut étre un préambule a la construction de CLA pour des matériaux TTI.
Dans ce chapitre, nous revenons sur une méthodologie de construction des CLA qui a été intro-
duite par Engquist et Majda [EM77, EM79] dans les années 70, en suivant la théorie élaborée
par Taylor [Tay81] pour suivre la propagation des singularités des solutions de problémes hy-
perboliques. Nous nous sommes intéressés de pres a cette méthode de construction car elle est
particulierement bien adaptée aux équations hyperboliques du premier ordre. Nous traitons
d’abord le cas le plus simple de matériaux isotropes puis nous l'appliquons aux matériaux
anisotropes de type VTI. Afin d’alléger I'exposé des calculs, nous détaillons le cas de la di-
mension deux. La dimension trois sera traitée par la suite pour des matériaux TTI, incluant
aussi le cas VTT 3D. Ce chapitre est illustré de résultats numériques isotropes et VTT qui
serviront de référence pour apprécier les résultats obtenus pour des matériaux TTI.

2.1 Construction d’une CLA isotrope par diagonalisation

2.1.1 Construction d’une CLA pour un matériau isotrope 2D

Pour simplifier la présentation de la méthode, nous considérons d’abord le cas de la dimen-
sion deux. La dimension trois sera traitée par la suite pour des matériaux TTI, incluant aussi
les cas isotrope et VTI 3D. Pour conserver les notations classiques de la géophysique, nous
nous plagons donc dans le plan (z, z). Dans le cas 2D, la matrice d’élasticité (1.18) devient :

V2 p(VE—2V2) 0
Ciso,ZD = pr2 0 (21)
%

Le systéeme de 1’élastodynamique au premier ordre (1.5) s’écrit alors :

POy = 0p0zz + 0,04,

POV, 0p0zz + 0,0,

O0ue = pVE0sva + p(VE —2V2)0,0. (2.2)
0:0,, = p(Vp2 —2V2) 0, + pr28ZvZ

p‘/SQ(aJ:Uz + 82090)

0¢0 42
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux VTI

et le systéme au deuxieéme ordre (1.4) a pour expression :

2 _ 292 2 2 292
{Pat v = pVy 0 + p(Vp = V$)020v. + pVi0Zvg (2.3)

pdRv, = pV202v, + p(V2 — V2),0.0, + pV,202v,

Construire une CLA consiste a développer une condition de bord qui approche en un
certain sens un opérateur qui décrit la transmission parfaite d’'une onde au travers d’une
surface donnée. Cet opérateur gouverne une condition aux limites transparente et dans les cas
réalistes, il est global en temps et espace, ce qui rend difficile son intégration dans des schémas
numériques. Notamment, il rompt la structure creuse des matrices éléments finis et plusieurs
écoles ont vu le jour pour la construction d’opérateurs approchés qui préservent 1’architecture
des matrices discretes. Certains suivent les idées d’Engquist et Majda [EM77, EM79] qui
proposent d’exploiter les propriétés algébriques du systéme écrit dans le domaine de Fourier
apres avoir gelé la variable normale liée a la frontiere sur laquelle la CLA est a poser. D’autres
construisent les conditions en partant de I’expression de la solution analytique du probleme,
comme dans [BT80, GK95] par exemple. Dans ce cas, les conditions sont écrites pour des
surfaces particulieres telles que la sphere ou 'ellipsoide. Nous avons choisi de travailler dans
le cadre proposé par Engquist et Majda. Dans notre cas, la frontiere est plane, toujours
parallele a un des axes. Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous concentrer sur le cas
d’une frontiere verticale (un des bords du domaine d’étude) pour laquelle la normale est
donnée par le vecteur directeur e,. Sans perte de généralité, nous allons donc supposer que
le bord est donné par la région du plan {z = 0} et que le domaine d’intérét se trouve dans
la région {z < 0}. Nous réécrivons alors le systéeme dans le domaine de Fourier en gelant
toute opération dans la variable z. Soient (w,&) les variables de Fourier associées a (¢, z). Le
systeme (2.3) devient :

(2.4)

PV 0ty — ilp(Vy) — V2)0uTs + (pw? — pV2E¥)T, =0
pVL050, —i&p(Vy — V)t + (pw? — pV}E?)o, =0

Nous obtenons alors une équation différentielle ordinaire en la variable z de la forme :

W + MW =0 (2.5)
ol W = (0, Uy, 00y, 0,75 €t
0 0 —1 0
0 0 0 —1
M = Miso,?D = % 0 0 _if(“/fi_vf) (26)
p P
0 wr-V2e? —ig(VZ-V2) 0

V2 Vs2

s

L’équation (2.5) admet une solution de la forme : W = WyeM® dont les composantes
Wii<4 s’écrivent :

4
Wi = ZAineAix, Vi = 1, .o .,4
k=1
Les coefficients A; sont des constantes a déterminer et (A;, P;) désigne le i-eme couple “valeur

propre vecteur propre” de la matrice M définie par (2.6). Chaque vecteur P; a 4 composantes
Py, 1 <k <4
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2.1. Construction d’'une CLA isotrope par diagonalisation

Dans le cas isotrope, les valeurs propres A; et la matrice des vecteurs propres associés P
sont faciles & déterminer, sans avoir recours a un logiciel de calcul formel. Nous obtenons :

- Y

. — _)\P ) _ i€ —i§ —As As

Rroap =\ S| Prean = e i, i &7)
— s —igNy —i€X, A2 A2

ou A, et \s sont les valeurs propres associées respectivement aux ondes P et aux ondes S,
c’est-a-dire :

( /52%2 — W2

Ap = —————
p " (2.8)

N /62‘/‘:;2 — 2

Le domaine de propagation étant défini comme le demi-plan {x < 0}, les solutions portées
par des exponentielles a exposant négatif sont a éliminer car elles ne sont pas d’énergie finie.
Les solutions de 1’équation (2.5) s’écrivent alors pour ses deux premiéres composantes :

Uy = ANeMT + Bigehs® (2.9)
0, = AifeM® — BseMs® '
et pour ses deux dernieres composantes :
OyUy = —A/\?)e)‘Px — Bif\eMs® (2.10)
0,0, = —Aif)\pﬁ)‘pac + BA2eMs® ’

En se plagant sur la frontiere absorbante, c’est-a-dire en z = 0, la relation (2.9) se simplifie
en :

U = A\, + Bi
o ©) o+ Bis (2.11)
0,(0) = Ai — B
De méme pour le systeme (2.10) :
0,05(0) = —AN2 — Bif)\,
0:(0) - b (212
0,0,(0) = —Aié\, + B\?
Nous rappelons alors que :
0402e = pV20,0, V2 —2V2)0,v,
t0. P p2 v +p( P s) v (213)
040y, = PV (awvz + 8zvx)
qui devient, apres transformation de Fourier partielle en ¢ et z :
T = VO V3 o
—iwo,, = pVZE(0,0, —ifvy)
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux VTI

Il est alors possible d’injecter ces relations dans le systéme (2.12) pour obtenir :

{i‘”@ = PVE-AN — BigA] — i€p(V? — 2V2)5. (2.15)

—iwog; = pVI[—AiEN, + BN — i€pVi0,

Il reste maintenant & fixer les constantes A et B en fonction de v et pour cela, nous utili-
sons les équations (2.11) que nous injectons dans le systeme (2.15).

11 vient
1 PN
(2.16)
1 o~ ~
B — m(—lgvx + /\p'UZ)

Remarque 2.1 Cette méthode, si elle est appliquée directement comme proposé par Eng-
quist et Majda, peut s’avérer extrémement technique pour la construction de CLA d’ordre
élevé, comme cela est illustré par exemple dans [Hal80]. Toutefois, l'introduction de variables
auziliaires peut la rendre plus pratique comme par exemple dans [Ts099]. Nous n’aborderons
pas cette question dans ce manuscrit car nous visons une application qui se contente a priori
de CLA d’ordre peu élevé. Le caractére novateur de notre travail sera donc d’écrire une condi-
tion stable pour des matériauz anisotropes TTI a des fins d’utilisation dans un code de RTM.

La relation (2.15) écrite avec les constantes (2.16) fait intervenir les valeurs propres de la
matrice (2.6) qui s’écrivent dans le domaine de Fourier en fonction d’une racine carrée. En
général, le retour au domaine spatio-temporel se fait en appliquant une transformée de Fourier
inverse, mais, en procédant ainsi, la condition transparente obtenue s’exprimerait comme un
opérateur de Fourier intégral en temps et espace. L’intégration de la condition aux limites
dans la formulation détruirait donc la structure des matrices qui ont 'avantage d’étre creuses,
rendant le systéme implicite en couplant tous les éléments du bord. De plus cela nécessiterait
de stocker I’historique de la solution sur le bord.

Cependant, il est possible de localiser le symbole de 'opérateur en appliquant une ap-
proximation de Taylor ou de Padé. Dans le premier cas, la racine carrée est remplacée par un
polynome, ce qui donne des opérateurs différentiels dans le domaine spatio-temporel. Dans
le second cas, cela mene a des fractions rationnelles qui permettent aussi de manipuler des
opérateurs différentiels, quitte & introduire des variables auxiliaires. Il est alors nécessaire
d’identifier un petit parametre et dans notre cas, il s’agit de 5—22 qui est inférieur a 1 dans le
cone de propagation et qui est toujours petit quand la fréquence augmente. L’approximation
la plus basique de la racine carrée est donnée par la formule :

V1—z=1+o(x) (2.17)

Dans la suite, nous utiliserons le symbole “~” pour indiquer I’approximation en o(z) pour x

2
au voisinage de zéro. Nous rappelons qu’ici, x désigne la variable %, qui est proche de zéro
dans le cone de propagation.
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2.1. Construction d’'une CLA isotrope par diagonalisation

Considérons d’abord les valeurs propres définies & I’équation (2.8). Nous avons :

(

Ap = _w 1— 62‘;;)2 R i
Vo w Vp
(2.18)
Vs w? Vs
De plus,
1 1 1 V, V.
5 = ~ (2.19)
£° — ApAs w ) 1 £2V2 £2V2 w
57 + 1 _ p 1 o S
w? Vst w2 w2
ce qui conduit a ’expression approchée :
VpVs jiw .
A = 3 (stw — i€03)
(2.20)
VoVs, o iw
B = 528(—251)36 - vaz)

Il ne reste plus qu’a injecter (2.20) et (2.18) dans (2.15) :

VioVs | iw w? w w
o~ 2 VpVs ~ PN PN ~\ - . 2 2\ ~
WOy = pvp w2 [(stx + vaz)viz? + (—i€0y — VpUZ)ngs] - ng(‘/;; — 2V )UZ(Q 21)
_ VpVs | iw o (.0 L iw | w? . . ’
—lWoy, = p‘/?% [(i;:vx - ngz)lgi;: — (=€ + i;:vz)‘u;g] - ZEPVSQ%
ce qui se réécrit :
WOas = pVp(w? + V)T +i€p(ViVy — 2V2)0: (2.22)
W~ —pVs(W + EVHT +i€p(2V7 - ViVy) T, '

En appliquant une transformée de Fourier inverse, il vient finalement la condition aux
limites absorbantes :
{81&209:96 = —pr(ﬁfvx + Vp28§vx) + p(VsVp — 2‘/32)8%&

2.23
0o, = —pVis(0Pv, + V2020,) + p(2V2 — ViV}) 0,0, (2:23)

Nous observons que la condition obtenue contient des dérivées dans la direction z. Il est
assez courant d’éliminer ces termes (voir [Rey78] et [Hal80]) en s’appuyant que le fait que les
ondes de plus fortes amplitudes sont concentrées dans un cone dont ’axe de révolution est
selon la direction de la normale. Dans notre cas, nous pouvons donc supposer que les ondes
réfléchies de forte amplitude ne dépendent pas de z. Nous proposons alors d’utiliser comme
CLA, la condition aux limites plus simple, obtenue en éliminant les termes comportant des
dérivées en z et en intégrant en temps :

Oz — _p‘/pvx (2 24)
Oz = _p‘/svz
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux VTI

2.1.2 Etude expérimentale pour I’élastique isotrope 2D
Cas tests

Comme nous l'avons dit & plusieurs reprises, notre objectif est d’améliorer un logiciel
d’imagerie du sous-sol en permettant de considérer des matériaux anisotropes. Dans cette
premiere partie de la these, nous nous focalisons sur la construction de conditions aux li-
mites absorbantes dont la validation requiert de quantifier ’amplitude des ondes réfléchies
par la surface absorbante. Dans un cas réaliste, les portions du sous-sol sont constituées de
nombreuses couches géologiques différentes. Le phénomene est donc décrit par un nombre de
réflexions tres important et il n’est pas évident de discriminer les réflexions réelles internes des
réflexions parasites générées par la frontiere du domaine d’étude. Nous avons donc commencé
par considérer des cas test simples, a savoir un cas homogene, c’est-a-dire constitué d’un seul
matériau, puis des cas bi-couches, de type bande ou coin, voir Fig. 2.1, de dimension 10 km?
dont les caractéristiques physiques sont décrites dans le tableau 2.1 (ou nous considérons que
la masse volumique en 2D est une masse surfacique).

source source
[ ] [ ]
source O 0
[ ]
Qs

Q
0, 2

FIGURE 2.1 — Cas tests isotropes 2D homogene (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)

milieu ‘ pkgem™2] V, ms™!] Vi [m.s™
0 1 3000 1800
0y 1 2200 1250

TABLE 2.1 — Caractéristiques physiques des cas-tests isotropes

Source et condition initiale

Nous allons suivre la procédure décrite dans la section 1.1.2 pour construire une condition
initiale et une source afin de ne générer qu’une onde P, qu'une onde S ou la combinaison d’une
onde P et d’une onde S.

En élastique isotrope 2D, la matrice de I’équation de dispersion s’écrit :

27, 2 27. 2 2 _ 12
pV2k2 4+ pV2R2 p(V Vs)k‘xkz> (2.25)

Eiso,QD = (p(‘/ﬁ _ ‘/:gQ)k:xkz p‘GkaQ + p‘/p2k,22
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2.1. Construction d’'une CLA isotrope par diagonalisation

Les vecteurs propres de (2.25) sont orthogonaux et font intervenir les symboles de Fourier :

ik —ik,
b () a5 a0

ce qui conduit aux opérateurs :

B, = (?) , By = <a(zz> (2.27)

Nous rappelons que notre choix de formule pour les conditions initiales est g, = 0 et

vo(x) = B, (e ™ I==x0lI*)  Pour 'équation élastique isotrope 2D, cela conduit aux différents
choix :

T —x
vo(x) = <((z B Z(())))> e"r2”"_x0”2, pour ne générer qu’'une onde P,
(2.28)
_(Z — Z()) —TI'ZHX—XOH2 ., s
vo(x) = (z — o) e , pour ne générer qu’'une onde S,
— T

ou la somme des deux pour générer une combinaison d’ondes P et S.

Pour utiliser une source ponctuelle a la place d’'une condition initiale, nous rappelons que
sa forme lorsqu’elle est appliquée sur I’équation du tenseur des contraintes est sr(t)s(x), ou
sp(t) est une amplitude (en Poccurrence une ondelette de Ricker définie en (1.9)). 11 suffit
ensuite de chercher s telle que V - s = B,(dx,). Ecrivons cette égalité pour B, :

OpSze + 0252, 0.
L’identification terme a terme conduit a une solution simple : s;, = 5., = 0 €t Sz = 5.2 = 0x,-

En procédant de la méme facon pour B, les différents choix de sources pour ’équation
élastique isotrope 2D s’écrivent finalement :

10

5(x) = O (x) (0 )

> , pour ne générer qu'une onde P,

(2.30)
0 -1
1 0

s(x) = 5xO(X)<

) , pour ne générer qu’'une onde S,
\

ou la somme des deux pour générer une combinaison d’ondes P et S.

Remarque 2.2 Nous retrouvons la source pseudo-acoustique 2D en onde P (1.8) utilisée
initialement dans le code DIVA isotrope.
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux VTI

Résultats numériques

Sur les trois configurations de domaine décrites Fig. 2.1 et dans le tableau 2.1, nous
allons considérer une source élastique (ondes P et S) puis des sources pseudo-acoustiques
(onde P ou onde S). Les résultats sur le domaine homogene sont présentés Fig. 2.2, ceux des
domaines bi-couches bande et coin sont présentés Fig. 2.3 et 2.4 respectivement. LLe module du
vecteur vitesse est représenté pour différents temps de simulation. A ¢ = 1s, nous observons
le front d’onde, ce qui permet de figer 1’échelle des représentations. At=2sout = 3s,
nous commencons a observer le travail des CLA car le front d’onde a atteint les bords du
domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer jusqu’a ¢t = 5s puis t = 7s. Nous
observons ainsi les réflexions parasites propres aux bords absorbants. Les mémes résultats
sont ensuite présentés a ’échelle de couleurs des réflexions, calculée au temps, en fonction des
cas, t = 5s (homogene) ou t = 7s (bi-couches). Toutes les valeurs des échelles sont regroupées
dans le tableau 2.2.

Nous observons un comportement connu : plus 'angle d’incidence de I'onde s’éloigne de
I’axe normal, plus les réflexions sont fortes, avec une absorption totale & incidence normale.
C’est tout a fait cohérent avec le mode d’approximation qui a été choisi pour localiser la
condition aux limites transparente. De plus, les ondes S génerent des réflexions plus fortes
que celles des ondes P, ce qui justifie aussi le choix de considérer une source en onde P seule,
pour mieux étudier les réflexions et se rapprocher des modeles pseudo-acoustiques utilisés par
les géophysiciens.

source temps homogene bi-couche b1—c0}10he

bande coin

PS 1s /1s / 1s 1.56 1.61 1.60
bs [/ Ts [ Ts 0.11 0.27 0.26

P Is / 1s / 1s 1.22 1.45 1.55
5s / Ts [ Ts 0.04 0.14 0.10

g 1s / 1s / 1s 1.57 1.57 1.57
bs [/ Ts [ Ts 0.11 0.27 0.26

TABLE 2.2 — Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour I’étude isotrope 2D

Remarque 2.3 Les résultats que nous obtemons sont en adéquation avec ceux des autres
codes développés dans I’équipe. Il était cependant nécessaire de les lancer pour deux raisons :
ils permettent de valider la formulation isotrope que nous utilisons et ils seront utiles par la
suite en nous fournissant des cas de référence en vue de la validation des cas d’anisotropie.
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2.1. Construction d’'une CLA isotrope par diagonalisation

Y7 )
W /\ /

source PS, échelle de couleur fixée a t = 1s

\\\ b/, \
127 < K~
I N7 VN

(b) source PS, échelle de couleur fixée & ¢ = 5s

N
4

7
\

(c) source P, échelle de couleur fixée & t = 1s

:‘\\ // ; A
Sasies I A

97\ V

(d) source P, échelle de couleur fixée a t = 5s

(e) source S, échelle de couleur fixée a t = 1s

\\-\\//-//_,/\\
TR &
4 N VN

(f) source S, échelle de couleur fixée & t = 5s 45

FIGURE 2.2 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration homogene isotrope 2D
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source PS, échelle de couleur fixée a t = 1s

source PS, échelle de couleur fixée a t = 7s
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)

(c) source P, échelle de couleur fixée & t = 1s

©®4x> ,

(d) source P, échelle de couleur fixée a t = 7s
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source S, échelle de couleur fixée & t = 1s
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46 (f) source S, échelle de couleur fixée a t = 7s

FIGURE 2.3 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration bi-couche bande isotrope 2D
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(a) source PS, échelle de couleur fixée & t = 1s

(b) source PS, échelle de couleur fixée & t = Ts
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source S, échelle de couleur fixée & t = 1s

(f) source S, échelle de couleur fixée a t = 7s

7

FIGURE 2.4 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration bi-couche coin isotrope 2D
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2.2 Construction d’'une CLA VTI par diagonalisation

2.2.1 Construction d’une CLA pour un matériau VTI 2D

L’anisotropie de type VTI est représentée par des tenseurs dont les coefficients ne sont pas
trés éloignés des coefficients des tenseurs isotropes. Il nous est ainsi possible d’appliquer le
méme processus de construction qu’a la section 2.1. Comme auparavant, nous nous focalisons
sur le cas 2D car il est plus simple a exposer.

Dans un matériau anisotrope VTI, la matrice d’élasticité (1.20) s’écrit :

Cn Ciz 0
OVT[’QD = C33 0 (2.31)
Cua

Le systeme de 1’élastodynamique au premier ordre (1.5) est alors donné par :

pOvy = 0304 + 0204,

pOv, = 004 + 0.0

C110:v, + C130,v, (2.32)
010 C130,vz + C330, v,

O10p. = Cua(0rv. + 0.v2)

010

et le systéme au deuxieme ordre (1.4) est défini par :

{p@fvgg = Cu0ive + (C13 + C1a)000:v: + Cua020z (2.33)

pdtv, = Cud%v, + (Ciz + Cua) 0050, + C3302v,

Comme pour le cas isotrope, nous supposons que la frontiere absorbante est paramétrée
par x = 0. En supposant que le domaine d’intérét est défini par x < 0, la normale unitaire
extérieure est définie par le vecteur de base e;. Soient (w, ) les variables de Fourier associées
a (t, z). Dans le domaine de Fourier, le systeme (2.33) se réécrit :

{01183’6; - if(C13 + 044)890@ + (pw2 - 04452)@ =0 (2.34)

C140%0, — i€(C13 + Cua) 0y 0 + (pw? — C3363)0, =0

L’équation (2.34) est une équation différentielle ordinaire en la variable x de la forme :

0.W+ MW =0 (2.35)
avec W = (Uy, 0y, 030y, 0305) €t :
0 0 -1 0
0 0 0 -1
M = Myrrop = | pw?—Cusc? —i€(Ch3+Caa) (2.36)
Cnn 0 0 Ci1
0 pw2—C332  —i&(C13+Caa) 0
Cya Cag
4
L’équation (2.35) admet des solutions de la forme : W = WyeM® ie W; = Z A; Pype™i®, Vi =
k=1
1,...,4, ou A; sont des constantes & déterminer et (A;, P;) désigne le i-éme couple “valeur
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propre vecteur propre” de la matrice M définie en (2.36).

Les valeurs propres A et la matrice des vecteurs propres associés P sont plus difficiles &
calculer que dans le cas isotrope au sens ou il n’est pas aisé de procéder a des calculs a la
main. En utilisant le logiciel Maple™ [Maple] (voir annexe A.2), nous obtenons :

Ap MY, AX,  iEX,  iEX,
—_ _)\P _ Zf _/Lé- _)\8 )\s
~Xs —ith, —ifd, A2 A2
avec
Y €2(C13 + Cua)(pw? — £2Cs3)
b B C C )\2 pw2 - €2C33 + )\2
11447y 044 s
(2.38)
v - (Ciz+t Cua) (pw? — £2Cs3)
s 2 2
pw” —&§°Cs3 | 1o
C1Cyy | ————=+ A
11044 < Cus + p>

Les valeurs propres A\, et A;, associées respectivement aux ondes P et aux ondes S sont
définies par :

Ay = \/oz£2 + Bpw? + /vE + np€2w? + vpPwl
(2.39)
As = \/a§2 + Bpw? — /7€ + npe2w? + vp2ut
avec
a = _0%3 - C’33011 + 2013044
2C11Cua
g = GutCu
2C11Cu
C33
_ o Uz
TS YT (2.40)
Cs3+ Cyy
= 208+ ————
K B C11Cua
y = <CH—C44)2
2C11Cu

Remarque 2.4 A notre connaissance, il n'existe qu’un article [Pod12] dans lequel la com-
posée des deuz racines carrées est approchée par une formule plus élaborée mais I’approrima-
tion n’est valide que dans un cas particulier de symétrie axiale. Dans ce cas, l'opérateur est
localisé en espace en utilisant des approximations de Padé et le noyau en temps est approché
par des exponentielles.
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Remarque 2.5 Les valeurs propres s’expriment ici a l'aide de la composition de deux racines
carrées comme illustré dans (2.39). Ce terme compliqué est un témoin du couplage entre les
ondes P et les ondes S qui est induit par l'anisotropie. Si les paramétres (1.22) sont fizés
a zéro, les valeurs propres se simplifient et cela méne a la forme simple des valeurs propres
obtenues dans le cas isotrope (2.8).

Le domaine de propagation étant défini comme le demi-plan {x < 0}, les solutions portées
par des exponentielles a exposant négatif sont a éliminer car elles ne sont pas d’énergie finie.
Les solutions de I’équation (2.35) s’écrivent alors pour ses deux premiéres composantes :

Oy = AXp\eM? + BX iges® (2.41)
0, = Aife*® — BseMs? '
et pour ses deux dernieres composantes :
Oply = —AX A2 — BX i€\ eM" (2.42)
Oply = —AiEN,eMT 4+ BAZeNs? '

En se plagant sur la frontiere absorbante, c’est-a-dire en & = 0, la relation (2.41) se
simplifie en :

1?(0) = AXpAp + BXi€ (2.43)
0:(0) = Ai€ — B)s
De méme, le systeme (2.42) devient en x =0 :
811?(0) = _A;(pxg —B)zfszf)\s (2.44)
0,0:(0) = —Ai\, + BA;
Nous rappelons maintenant que :
0t0zx = C110,v; + C130,0; (245)
00z, = C44<8mvz + 627}33)
qui devient, apres transformation de Fourier partielle en ¢ et z :
SO = Okt i (2.46)
—iwo,, = Cy(0,0; —i&0y)
Il est alors possible d’injecter ces relations dans le systeme (2.44) pour obtenir :
*’L'ng\x == 011[*AXP)\12) - BXS’Lf)\S] - ifClg@ (2 47)
—iwo,, = Cul[—Ai€\, + BN — i€Cy40; ‘

Il reste maintenant & fixer les constantes A et B en fonction de Vv et pour cela, nous utili-
sons les équations (2.43).
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2.2. Construction d’'une CLA VTI par diagonalisation

Il vient :
1
A = _>\s /; —1 Xs Az
X2 - XpApAS( Ur = 16X02)
(2.48)
1
B = (—i€0z + XpAp0z)

X€2 — XpApAs

Comme pour le cas isotrope, nous localisons la condition en appliquant une approximation
de Taylor d’ordre zéro en adoptant la notation “a” introduite a la section précédente. Le petit
parametre est toujours 5 et les valeurs propres définies a I’équation (2.39) se simplifient alors

a lordre zéro avec notamment la formule de la racine carrée (2.17) :

Ap = —zw\/ —Bp— \/7w4+77pw2+up2~ —iw\/—Bp — \/vp? = WF

(2.49)

Ay = zw\/ —Bp+ \/7w4+77pw2+v,02~ —iwy/—Bp + \/vp? = fr

La simplification au premier ordre du systeme (2.47) est plus complexe que pour le cas
isotrope puisqu’elle fait intervenir les termes X, et X,. Ce calcul a donc été effectué a I'aide
de Maple™  le détail est donné en annexe A.3. Cela conduit au systéeme :

013 +Cus

— WO R \/piwy/Ci10; + <Z§(Cn —/C11vV/Cya ) “Cn

— WO, ~ —ifC4417; + ﬁzw\/ Cu47,

En appliquant une transformée de Fourier inverse, il vient finalement la condition aux
limites absorbantes :

0102z = —/pPOrv/Cr1vs + < .(C11 — VOV Cu) 7—F7—
040z, = 0.C4qv; — \/ﬁat vV Cyqv,

Comme dans le cas isotrope, nous proposons d’utiliser comme CLA, la condition aux
limites plus simple, obtenue en négligeant les dérivées en z (voir [Rey78] et [Hal80]) et en
intégrant en temps :

- Z'5013> v, (2.50)

Ci13+Cu

+ 0,C13 | v,
Ci1 —Cu 13)

(2.51)

(2.52)

Ogx = — ,00117):0
Oxz = — pC44Uz

Remarque 2.6 La condition auz limites absorbantes (2.52) avec les coefficients du tenseur
élastique est valable pour tous les problémes orthotropes 2D et donc en particulier pour le
VTI. Cette CLA orthotrope 2D d’ordre faible a déja été formulée dans [Bec91], a l'aide des
équations de Christoffel.

En utilisant la valeur des coefficients TI (1.21), nous obtenons finalement la CLA VTI :

{am = —pVpV1+ 2,

(2.53)
Orz = —/)stz
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux VTI

Remarque 2.7 Lorsque ¢ = 0, la CLA VTI (2.53) coincide avec la CLA isotrope (2.24).
De plus, il est a noter que nous avons obtenu une CLA VTI qui ne fait pas intervenir le
coefficient de Thomsen §. Nous reviendrons sur cette propriété plus loin car elle sera cruciale
pour mettre en ceuvre notre technique de construction d’une CLA TTI

2.2.2 Construction de CLA VTI 2D par découplage des ondes

Le systeme de I’élastodynamique portant sur les ondes P et S peut étre transformé en deux
sous-problemes pseudo-acoustiques en fixant Vs ou V), a zéro. Cela n’a pas de sens physique
mais permet d’isoler les termes des équations qui n’interviennent que sur 'une des deux ondes.
Le méme processus de construction de CLA par diagonalisation peut alors étre appliqué a
chaque sous-probleme. L’idée ici est d’observer que la CLA VTI du probleme élastique (2.53)
basée sur des approximations et des simplifications est égale a la somme des contributions
des CLA des sous-problemes pseudo-acoustiques en onde P et en onde S. Nous reviendrons
sur ce point pendant le processus de construction des CLA TTTI.

Sous-probléme en ondes P

Lorsque V; = 0, les coefficients de la matrice VTI (2.31) se simplifient : C1; = pV,2(1 +
2e), C33 = pVPQ, Cyy =0, Ci3= pVPQ\/l + 26. Le systeme de ’élastodynamique VTI 2D au
premier ordre (2.32) conduit alors & un sous-probléeme pseudo-acoustique VTI en ondes P :

POy = OpOzs
pow, = 0,0,
0102z = C110,0; + C130,0;
040., = C130,v; + C330,0,

(2.54)

Soient (w, &) les variables de Fourier associées a (¢, z). Le systéeme (2.54) se réécrit :

*P’L’W@ = 0y020
—piwt, = —io,, (2.55)
—iWwOy = C110:0; — C13i80;
—iwo,, = C130,0; — C331€0,
Apres simplifications, le systeme (2.55) devient :
0202z = —piwly
= = g,
i£C2 _ R
(Ciy — —28_ V9,0, = —iwoay (2.56)
Cs3if+ L5
~ o 013 ~
Uy = ) 2 00z
Cs3if+25

Le systéme formé de la premiere et de la troisieme équation de (2.56) conduit & une équation
différentielle ordinaire en la variable z de la forme :

W + MW =0 (2.57)
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—_— o~

ou W = (04z,0,) €t :

0 pilw
C3382 —pw? (258)
(C11C33—C%,)&2—C11 pw?

M = Myri2p,p =

w
L’équation (2.57) admet une solution de la forme : W = WyeM? dont les composantes

4
sont telles que W,; = ZAZ-PikeA” , Vi = 1,...,4, avec A; des constantes & déterminer et

k=1
(A;, P;) désignant le couple i-eme couple “valeur propre vecteur propre” de la matrice M

définie par (2.58).

Les valeurs propres A et la matrice des vecteurs propres associés P sont faciles & déterminer :

plw

Ap LN

Avrrep,p = Y Pyrropp = |,
. Ap

piw

(2.59)

avec A\, la valeur propre relative aux ondes P du sous-probléme pseudo-acoustique découplé :

—pw?(C3382 — pw?)
\, = 2.60
b \/(011033 — C%3)€% — Crypw? (2:60)

Le domaine de propagation étant défini comme le demi-plan {x < 0}, les solutions portées
par des exponentielles a exposant négatif sont a éliminer car elles ne sont pas d’énergie finie.
Les solutions de I'équation (2.57) s’écrivent alors :

Oz = Aet®
2.61
{@: = Ap%’ue)‘ﬂ ( )

En se plagant sur la frontiere absorbante, c’est-a-dire en z = 0, la relation (2.61) se
simplifie en :

0z(0) = AZE

piw

{@(0) - AAP (2.62)

Ce qui se conduit a la relation :
pitst, = ApFs (2.63)

Nous localisons la condition en appliquant une approximation de Taylor d’ordre zéro en

2
adoptant la notation “~” introduite a la section précédente. Comme le terme % est tres petit,

la racine carrée de la valeur propre (2.60) peut alors étre approchée suivant la formule (2.17) :

piw &
Ap=— \\/fC’iH + O(E) (2.64)
L’égalité (2.63) se simplifie alors en :
Pl ~ VP~ (2.65)

/7011 Ozzx
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Apres transformée de Fourier inverse, 1’égalité (2.65) donne la CLA ordre faible VTT 2D
en ondes P du sous-probleme pseudo-acoustique découplé :

Ozx = —pVpV1+ 2e0, (2.66)

Remarque 2.8 La CLA d’ordre faible VTI 2D du sous-probléme en ondes P ne fait pas
intervenir le coefficient de Thomsen 6.
Sous-probléme en ondes S

Lorsque V,, = 0, les coefficients de la matrice d’élasticité (2.31) se simplifient. Le systeme de
I’élastodynamique VTI 2D au premier ordre (2.32) conduit alors a un sous-probleme pseudo-
acoustique en ondes S :

patvw = 0p0z0 + 0,0,

Pat?)z = 0304, + 0,0,
O10se = —2pV20,0, (2.67)
8tUZZ = _2p‘/328xvx

\8t0'a:z = pv?(aa:'vz + 82;'”1’)

Soient (w,&) les variables de Fourier associées a (¢, z). Le systeme (2.67) se réécrit :

—piwty = 00y — €0z,

—piwly = OOy, — 10,

—iWos = 2pV2ilv, (2.68)
—iwes, = —2pV20,0,

—iwT,, = pVi(0:0; — ikT;)

Apres simplifications, les deux premieres équations du systeme (2.68) deviennent :

~ V2ig ~

Uy = V52€s2_w2 0,0 9269
~ vfagA igvfa ~ ( : )
Vz = =202V = 2 OzUg

La substitution de la premiere équation dans la seconde mene a une équation différentielle
ordinaire en la variable x :

0. W+ MW =0 (2.70)
avec W = (0,0;,0;) et :
0 &
M = Myri2p,s = . 0 Vs (2.71)
L’équation (2.70) admet une solution de la forme : W = WyeM?® dont les composantes
4
sont telles que W,; = ZAiPikeA” , Vi = 1,...,2, avec A; des constantes & déterminer et
k=1

(A;, P;) désignant le couple i-eme couple “valeur propre vecteur propre” de la matrice M
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définie par (2.71).

Les valeurs propres A et la matrice des vecteurs propres associés P sont faciles & déterminer :

As L =X
Aop,s = [_)\ ] Pyps = [1 1 } (2.72)
S )\s

avec A; la valeur propre relative aux ondes S du sous-probleme pseudo-acoustique découplé :

{ N, = Vo8V (2.73)

Vs

Le domaine de propagation étant défini comme le demi-plan {x < 0}, les solutions portées
par des exponentielles a exposant négatif sont a éliminer car elles ne sont pas d’énergie finie.
Les solutions de I’équation (2.70) s’écrivent alors :

0,0, = AeMs®
{ o (2.74)

0y = A/\%eASz

En se plagant sur la frontiere absorbante, c’est-a-dire en =z = 0, la relation (2.74) se
simplifie en :

{(%@(0) =4 (2.75)

a0 = AL

S

Ce qui se conduit a la relation :
AsUy = Oy, (2.76)

Nous localisons la condition en appliquant une approximation de Taylor d’ordre zéro en
2
adoptant la notation “~” introduite & la section précédente. Comme le terme % est tres petit,

la racine carrée de la valeur propre (2.73) peut alors étre approchée suivant la formule (2.17)
comme pour le sous-probléme en onde P et la relation (2.76) devient :

W

Apres transformée de Fourier inverse, I’égalité (2.77) donne une CLA d’ordre faible :
1
OgVy = —Vsﬁtvz (2.78)

En utilisant 1’équation sur o, du systeme (2.67) : 004, = pV2(9v,+0,vs), la CLA (2.78)
est équivalente & :

O10zr = pr(’?zvgg — pVsOwv, (2.79)

Pour terminer, les termes comportant des dérivées en z sont éliminés pour se focaliser sur
les ondes de plus fortes amplitudes, conduisant & une CLA VTI en ondes S plus simple pour
sous-probleme pseudo-acoustique découplé :

O = —pViu, (2.80)

Remarque 2.9 Le sous-probleme pseudo-acoustique en onde S 2D est le méme pour des
configurations isotrope ou VTI. En effet, il ne fait intervenir aucun coefficient de Thomsen.
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2.2.3 Etude expérimentale pour I’élastique VTI 2D
Cas tests

Pour commencer, nous reprenons les cas tests simples déja décrits dans le cas isotrope, a
savoir un cas homogene, c’est-a-dire avec un seul matériau, puis des cas bi-couches, de type
bande ou coin, voir Fig. 2.5, de dimension 10 km? dont les caractéristiques physiques sont
décrites dans le tableau 2.3 (ot nous considérons que la masse volumique en 2D est une masse
surfacique).

source source
[ ] [ ]
€
source Qf Q8
[
Q2

Q
Q¢ 2

FIGURE 2.5 — Cas tests VTI 2D homogene (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)

milieu ‘ pkem™2] V, ms7! Vi [m.s™ ‘ € 0
0 1 3000 2200 0.20 0.10
Qf 1 3000 2200 0.20 0.20
Qo 1 1800 1100 0.15 0.05

TABLE 2.3 — Caractéristiques physiques des cas-tests VTI

Source et condition initiale

De méme que pour le cas isotrope, nous allons suivre la procédure décrite dans la sec-
tion 1.1.2 pour construire une condition initiale et une source afin de ne générer qu'une onde
P, qu’une onde S ou la combinaison d’une onde P et d’une onde S.

En VTI 2D, la matrice de I’équation de dispersion s’écrit :

> B (Cllkx2 + Cuk,? (Cua+ ClB)kxkz)
VTI2D =

(Cyq + Cr3)kzk, C44/<;x2 4 033kz2 (2.81)
ou C' est la matrice d’élasticité VTI 2D (2.31).

Dans le cas elliptique, les vecteurs propres de (2.81) sont orthogonaux et font intervenir
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les symboles de Fourier :

A, = Ay = (2.82)

/sz _ VSQZ']{ZZ /KQVZDQ _ V;,Qikx

ce qui conduit aux opérateurs :

%21/;)2 — V20, _ /Vp2 — V20,

B, = , By = (2.83)

/sz — V20, /H2V;92 — V20,

Nous rappelons que notre choix de formule pour les conditions initiales est g, = 0 et

vo(x) = B*(e*”2‘\X*XO||2)_ Pour I'équation élastique VTI elliptique 2D, cela conduit aux

différents choix :
//12‘/1,2 — V2(x — x0)

vo(x) = e

\/ ViE — VA= — 20)
_ /‘/;72 _ VSZ(Z _ ZO)

vo(x) = e

\ /H2V]-32 — V2(x — x0)

ou la somme des deux pour générer une combinaison d’ondes P et S.

20w 2 .
mIx=xol” " pour ne générer quune onde P,

(2.84)

2w 2 ;s
mlx=x0ll* " pour ne générer qu’une onde S,

Pour utiliser une source ponctuelle a la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme lorsqu’elle est appliquée sur I’équation du tenseur des contraintes est sg(t)s(x), ou
sp(t) est une amplitude (en occurrence une ondelette de Ricker définie en (1.9)). Tl suffit
ensuite de chercher s telle que V - s = B,(dx,). Ecrivons cette égalité pour B, :

OpSza + 02522 V H2‘/p2 - ‘fSan

= Sxo (2.85)

OpSze + 02522 /‘/p? _ ‘/5282

L’identification terme & terme conduit & une solution simple : sz, = y/K2V2 — V20x,, S22 =

S,y =0 et s, = VI? — V26x,- En procédant de la méme fagon pour By, les différents choix

de sources pour ’équation élastique VTI elliptique 2D s’écrivent finalement :

[k2V2 — V2 0
8(x) = 0xo(%) , pour ne générer qu'une onde P,

0 %2 _ Vs2
(2.86)
0 _ /VpQ _V32

s(x) = 0x,(x) , pour ne générer qu'une onde S,
-~ x0 [k2V2 — V2 0
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ou la somme des deux pour générer une combinaison d’ondes P et S.

Résultats numériques

Comme pour le cas isotrope, sur les trois configurations de domaine décrites Fig. 2.5 et
dans le tableau 2.3, nous allons considérer une source élastique (ondes P et S) puis des sources
pseudo-acoustiques (onde P ou onde S). Les résultats sur le domaine homogene sont présentés
Fig. 2.6, ceux des domaines bi-couches bande et coin sont présentés Fig. 2.7 et 2.8 respecti-
vement. Le module du vecteur vitesse est représenté pour différents temps de simulation. A
t = 1s, nous observons le front d’onde, ce qui permet de figer ’échelle des représentations. A
t = 2s ou t = 3s, nous commencons a observer le travail des CLA car le front d’onde a atteint
les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer jusqu’a t = 5s puis
t = 7s. Nous observons ainsi les réflexions parasites propres aux bords absorbants. Les mémes
résultats sont ensuite présentés a ’échelle de couleurs des réflexions, calculée au temps, en
fonction des cas, t = 5s (homogene) ou t = 7s (bi-couches). Toutes les valeurs des échelles
sont regroupées dans le tableau 2.4.

De méme qu’en isotrope, nous observons un comportement connu : plus ’angle d’incidence
de 'onde s’éloigne de I’axe normal, plus les réflexions sont fortes. C’est tout a fait cohérent avec
le mode d’approximation qui a été choisi pour localiser la condition aux limites transparente,
qui est le méme que pour le cas isotrope. De plus, les ondes S génerent des réflexions plus
fortes que celles des ondes P, ce qui justifie aussi le choix de considérer une source en onde
P seule, pour mieux étudier les réflexions et se rapprocher des modeles pseudo-acoustiques
utilisés par les géophysiciens.

source temps homogene bi-couche b1—co‘uche

bande coin

pg | 1s/1s/1s| 200 2.00 2.00
s /7s /s | 0.12 0.29 0.33

p 1s / 1s / 1s 1.68 1.68 1.68
bs / Ts [ Ts 0.04 0.12 0.06

g |1s/1s/1s| 200 2.00 2.00
s /7s /s | 0.12 0.30 0.29

TABLE 2.4 — Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour ’étude VTI 2D

Remarque 2.10 Comme dit précédemment, ces CLA VTI 2D ont déja été explicitées, par
exemple dans [Bec91]. Cependant, a notre connaissance, il n’y a pas de référence ni sur des
résultats numériques, ni sur la construction d’une source ou d’une condition initiale VTI
(elliptique ou non). Comme les PML sont stables dans beaucoup de configurations VTI, elles
sont privilégiées car plus précises. Nous pouvons néanmoins comparer nos résultats VII avec
nos résultats isotropes.

Comparaison avec la CLA isotrope

Nous proposons maintenant de comparer la CLA VTI a la CLA isotrope dans le domaine
homogene VTI elliptique. Les résultats avec des sources élastiques (ondes P et S) et pseudo-
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2.2. Construction d’'une CLA VTI par diagonalisation

acoustiques (onde P et onde S) sont représentés pour la CLA isotrope Fig. 2.9 (& comparer
avec la Fig. 2.6). Il apparait avant toute chose que les réflexions sont assez faibles méme en
utilisant une CLA isotrope. La plus grosse différence réside dans la réflexion de I'onde P en
onde P qui n’apparait pas dans le cas de la CLA VTI et qui est tres présente dans le cas de la
CLA isotrope. La réflexion d’onde P en onde S est aussi plus forte avec une CLA isotrope, ceci
peut se vérifier en comparant les échelles de représentation des calculs. Enfin, les réflexions
de 'onde S sont comparables et cela est logique puisque la partie concernant I'onde S dans la
CLA est la méme.

Non-elliptique

Un exemple de configuration non-elliptique est proposé dans un domaine homogene avec
les parametres précisés dans le tableau 2.3. Les résultats sont présentés pour une source
élastique Fig. 2.10. La comparaison avec I'utilisation d’une CLA isotrope est présentée Fig. 2.11.
De méme que pour le cas elliptique, les réflexions de ’onde P sont beaucoup plus fortes avec
une CLA isotrope.
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FIGURE 2.6 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration VTT homogene 2D
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(b) source PS, échelle de couleur fixée & t = Ts
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FIGURE 2.7 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration bi-couche bande VTI 2D
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FIGURE 2.8 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration bi-couche coin VTI 2D
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source PS, échelle de couleur fixée a t = 1s : 2.00
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source PS, échelle de couleur fixée a t = 5s : 0.15
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(c) source P, échelle de couleur fixée & t = 1s : 1.68

(d) source P, échelle de couleur fixée a t = 5s : 0.04
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(e) source S, échelle de couleur fixée & t = 1s : 2.00
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source S, échelle de couleur fixée a t = 5s : 0.14 63
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FIGURE 2.9 — Comparaison avec la CLA isotrope a ¢t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de gauche a droite)
sur la configuration homogene VTI 2D
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(a) source PS, échelle de couleur fixée & t = 1s
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(b) source PS, échelle de couleur fixée & t = 5s

FiGUrE 2.10 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 5s et 7s pour
un cas 2D VTI non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.11 aux temps
respectifs t = 1s et t = 5s.
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(a) source PS, échelle de couleur fixée a t = 1s
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(b) source PS, échelle de couleur fixée & t = 5s

FIGURE 2.11 — Comparaison avec la CLA isotrope a t = 1s, 2s, 5s et 7s pour un cas 2D VTI
non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.13 aux temps respectifs ¢t = 1s
et t = 5s.
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2.3. Stabilité de la CLA VTI 2D

2.3 Stabilité de la CLA VTI 2D

2.3.1 Stabilité des probléemes mixtes continu, semi-discret et discret
Energie associée au probléeme mixte continu

Nous rappelons que les parametres physiques sont définis par p > 0, V, > 0, Vi > 0 et
C symétrique et positif, ie V€ symétrique, (C §) : £ > 0. Le tenseur C est donc inversible et

nous noterons C'~! son inverse, qui est aussi positif.

Pour étudier la stabilité de la CLA dans le cas continu, introduisons le domaine 2, =
Q : x € — 0,0]} et T'; sa frontiere définie par {x = 0}. Soit la fonction E(t) =

~

1
3 (||V|’%zp + Hg]%z’g_l). Alors, formellement :
d -1
%E(t) = A POV - vdx + A Oio : (C™ g)dx (2.87)

11 est possible de modifier la premiere intégrale de (2.87) en utilisant la premiere équation
du systeme de ’élastodynamique (1.5) puis en appliquant une intégration par partie (formule
de Green). Il vient :

/ POV - vdx = / (V-g) - vdx = —/ o: Vvdx + / (on) - vdx (2.88)
De méme, la deuxieme intégrale de (2.87) peut étre modifiée en utilisant la deuxieme

équation du systeme de I'élastodynamique (1.5) et le fait que V&, (C e(v)) : £ = (C §) : Vv.

Nous obtenons :

| oeictoa= | €

En injectant les deux intégrales (2.88) et (2.89) dans I’équation (2.87), il vient alors :

I

(v)): (g_l o)dx = /Q g : Vvdx (2.89)

dt

d
—E(t) = / (on) - vdx (2.90)
.-
Le vecteur n désigne la normale extérieure a I'; donc n = (1,0) et gn = (044, 04.). Enfin,
sur la frontiere I';, les composantes de ¢ sont définies par la CLA VTI du systeme (2.53).
Ainsi :
d
%E(t) = —/ (PVpV1+ 2ev? + pVSvg) dx (2.91)
Comme cette quantité est négative, I’énergie du systeme continu est décroissante, ce qui assure
la stabilité du probleme de 1’élastodynamique 2D VTT avec la CLA (2.53).

Energie associée au probléme mixte semi-discret

En reprenant les développements de la sous-section 1.3.2 sur la discrétisation par DGM,
la formulation variationnelle (1.36) du systéme de ’élastodynamique au premier ordre (1.5),
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peut s’écrire sous la forme :

Z /patv wdx = — Z / o : Vwdx

KeTy, KeTy

(S gehiel s [ newis

KeT, \LeT;, ”OKNOL\out OKNCour
(2.92)
/ 6,50 de = Z / g § . vdx
KeTn KeTy, -
+ / [(C OIHv -ndx+/ C ¢)v - ndx
K;'Th L;' OKNOL\Tout :)]]{{ }} OKNT ot (7 :)

Ce schéma est utilisé dans le code DIVA de Total et, numériquement, les calculs sont
faits élément par élément. Pour les termes de flux, les calculs sont partagés par rapport a la
fonction-test w ou £. La seconde équation de (2.92) s’écrit alors pour un élément K :

/K&:U:édx——/ < (C g)) ~vdx+/aK\Fout(C f){{v}}-ndx—i—/@ (C O - nix

KmFout

En développant, il vient :
/ 0o @ &dx = —/ ( -(C f)) -VdX+/ 1(Q §)(V—|—Ve”t)-ndx+/ (C &)v-ndx
K = K = 8K\Fout 2 o= 8K’mrout o=

xt

ou le terme v¢** correspond a v sur I’élément voisin & K par rapport a chaque face de Jk.

Puis, en faisant I'intégration par partie inverse, nous avons :

/K8ta P {dx = /8K\FW %(g 5)(V_|_Vea:t)_ndx+/aKmFout (Cg)v-ndx—l—/K(C’f) : VVdX_/aK (gg)v-ndx

Les termes en v se regroupent alors :
1
/ 0o : &dx = —/ ~[(C &)v] - ndx+/ (C &) : Vvdx
K = 8K\Fout2 = K =

Nous rappelons que par continuité : [(C §)v] -n = [(C £)[{{v}} - n, et donc finalement, en
sommant : B B

/ O Edx =Y

5 e HC K i [ (€6 T

KeTy KeTy, LeTy,
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Le schéma numérique (2.92) est ainsi équivalent a :

Z /Kp(‘)tv'wdx:—Z/Ka:Vde

KeTy, KeTy

Y (2

KeT, \LET, KNOL\T out

{{g}} [w] - ndx + / on - wdx

OKNI out -

(2.93)

-2 > [(C OV - ndx

KeT, LeT, JOKNOL\ oue

Le tenseur C étant inversible, nous introduisons g = 271§ et soit C~! la notation matri-

cielle de g_l. Le systéeme (2.93) est vrai quel que soit le coﬁple (w,§), et donc notamment

pour (w, g) :

Z /Kp(?tv~de:—Z/KU:dex

KeTy, KeTy

(]

o [w] - ndx + / on- wix

KeT, \LET, NOL\L out OKMTour
(2.94)
Z / Ao (Q‘l §)dx = Z / §: Vvdx
Kem, 'K B KeT, B~
=D 3 Bl BN ) 1(1% R
KeT, LeT;, OKNOL\T out
ce qui se réécrit :
/ POV - wdx = / {a}H[w] - ndx +/ (on) - wdx —/ o : Vywdx
Qn Cin o Tout T th
(2.95)

Qo (C71 &)dx

Qh -

N /r [E1{{v}} - ndx + /Q hg LV vdx

En reprenant les notations matricielles de la sous-section 1.3.2, le systeme (2.95) s’écrit :

Mva Ra’ Bv =0
{(a) Vi + Roop, + Byvy, (2.96)

(b) Mo.7cfl 8t0h — RV70—1V}L =0

ott les matrices My, Ry et By sont définies dans (1.43), (1.44) et (1.45). Les matrices My -1,
et R, c-1 se construisent comme les matrices My et R, définies dans (1.46) et (1.47) mais
les parametres physiques ne sont plus factorisés dans la matrice de rigidité mais dans la
matrice de masse. De plus, les termes de bord n’apparaissent plus dans R, c-1. Ainsi, nous
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avons simplement | Ry, o-1 = (Rs)T |. La matrice Mg -1 est telle que chacune de ses matrices

M f o1 a ses blocs multipliés par le coefficient correspondant de la matrice ct:

(Mg c-1)f = (C71),; Mk, Vi, j=1.d(d+1)/2

ou M est la matrice de masse sur les fonction-test définie en (1.38). De plus, la matrice

Mgy -1 est inversible et symétrique car les matrices C~! et My sont définies positives et

symétriques.
En faisant opération {< (a), vy, > + < (b), o, >} dans le systéeme (2.96), il vient :
< OMyvp, vy > + < 8tMa,C—10'h70'h >= — < Byvp, vy > (297)
De la méme maniere que pour ’étude de la stabilité du probleme continu, il est possible
de montrer que B, est positive en s’appuyant sur les parametres physiques et en utilisant
la structure de la matrice. Le terme de droite dans (2.97) est donc négatif. Par ailleurs, les
matrices de masses sont positives. Ceci implique donc une décroissance de 1’énergie semi-

discrete Egemi, (t) en posant par exemple :

Esemiy (t) =< O:Myvy, v, > + < OtMy c-10p, 0 > (2.98)

Energie associée au probleme mixte discret

Pour compléter la discrétisation, le schéma Leap-Frog est appliqué au systeme (2.96) :

© Mva“At— \45 N RUUZJF% n BVVZH;— Vi _ 0
s h (2.99)
(@) My e = (R)Tvi! =0
La deuxieéme équation de (2.99) peut étre écrite & un pas de temps précédent :
ntg n—gy
(€) My o2t A_t”h — (Ry)"v =0 (2.100)

n+1 n
N d 1
A Taide de (2.99) et (2.100), 'opération {< (¢), M >+ < M, UZ+2 >} donne :

2 2
B A T/ A ¢ SN VA o I/ A '
VoAt 2 v 2 ’ 2
2.101
1 o™ n+3 o RS B o (2.101)
+ 5 <M0'7071 b At L 7UZ 2 >+<M0'7071 h At h 9 Z 2 > :07
\
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ce qui est équivalent a :

1 1

TAt < MVVZJrl,VZJrl > _TAt < MVVZ,VZ >
1 43 +1 1 _1 +1
+ a7 < My g0, %0, %> —oA7 < My g0, %0, % > (2.102)
_ _<B vith pvr vt pyn
o2 ’ 2
Nous obtenons donc
E"t —En vl oy gl g oyn
d d h h Vi h
4% =—_<B , 2.103
Ay v 2 2 ( )
ou [E}} est définie par :
1 1 1 _1
Bl = = < MV}, vi> 4= < My oo, 2,0, 2> (2.104)

2 2

Nous avons utilisé le fait que la matrice M, o1 est symétrique, ce qui implique I’égalité :

1 1,1

< Mgycoy, 2,0, 2>=<M,c0, 2,0, > (2.105)
Comme By est positive, (2.103) est négatif. Nous proposons de définir E} comme 1’énergie
discrete du probléme mais avant cela, il nous faut vérifier que EJ est positive pour tout n.

En développant par exemple le terme sur la variable du tenseur des contraintes :

ol nel il 1
+% ’I’L—% o.h 2 + a.h 2 o.h 2 + a.h 2
o, 2> =< Mg o 5 ) 5

< Mo.’Cflo'Z
(2.106)

1 1 1 1
n+3 n—s n+3 n—s
At? o, *—-0, ? 0, *—0, ?
——— < M, 1L K K b
7 At ’ At

>
4
puis en se servant de 1’équation (2.100), il vient par substitution :

n—&—% n—% n+% n—%
Tp =~ — 0y Ip ~ — 0Oy

AL : AL >=< (Ro)"'V}, (Mg c-1) N (Re)vi > (2.107)

< Mo.7cfl

Nous obtenons donc

1 At?
EG = 9 < (Mv - RG(MU,C—l)l(Ro)T) Vi, Vi >

4
(2.108)
+1 < Mooy O'Z+% + O'Z_% O'Z+% + 02_5
9 ~ec 2 ’ 2
E?7 est donc positive et décroissante si et seulement si la matrice
2
M, — AT’&RU(MGC_I)*(RG)T (2.109)
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est positive.

Ceci signifie que pour tout vecteur non nul u nous ayons :

At “1ip \T
< MV — TRU(MO',Cfl) (RO') u,u >> 0

ce qui est équivalent a

VAN A, _1 1 1
< (M\? - M *Ro(My o) Y (Re) My 2Mv2> u, MZu >>0

1
car M, est symétrique définie positive. Puis, en posant 1 = MZu, il vient

At? 1 L -2\ ~ -
< <I - M ?Ro(Myc-1)""(Ro)" My 2> u,u>>0

ou I représente la matrice identité.

1 1
Comme la matrice My 2 Ry (M, o-1) " (Ro)T My ? est symétrique, elle est diagonalisable.
De plus, ses valeurs propres sont positives ou nulles de part les propriétés des matrices qui la
composent. Soit Apqe la plus grande de ses valeurs propres, I'inégalité qui doit étre vérifiée
pour que E7 soit une énergie discrete est

At?
1-— Tkm‘“ >0 (2.110)

ce qui représente une condition CFL reliant le pas de temps At a la discrétisation en espace
cachée dans la valeur propre.

[

1

En observant maintenant que toute valeur propre de My 2 Ry (M, o-1) ' (Ro )" My ? est
aussi valeur propre de My 'Ry (M, o-1) "' (Ro)T, cette condition CFL de stabilité du schéma
numérique peut étre formellement calculée pour un maillage cartésien mais pas pour un
maillage non-structuré dans lequel trop de parametres entre en jeu. Dans la pratique, la
plus grande valeur propre peut étre approchée par la méthode de la puissance, décrire al-
gorithme 2.1. Il s’agit d’une boucle récursive dans laquelle, a partir d’un résidu du produit
d’une matrice diagonalisable par un vecteur initiale quelconque, chaque itération consiste a
multiplier la matrice par le résidu courant et a mettre a jour le résidu normalisé. Cette suite
tend vers la plus grande valeur propre de la matrice.

Remarque 2.11 Dans le code DIVA, nous mesurons l’énergie discréte suivant la formule (2.104).
Nous avons également modifié la CFL en implémentant la méthode de la puissance, qui a
lUavantage de s’appliquer indépendamment a des configurations isotropes et amisotropes.

2.3.2 Courbes d’énergies des études isotrope et VTI 2D

Mesurer 1’énergie discrete au cours d’une simulation permet également d’évaluer les réfle-
xions parasites dues aux CLA. L’énergie discrete, tout comme ’énergie continue, s’exprime
en J.s™2 car nous travaillons en vitesse et non en déplacement (et en considérant la masse
volumique en 2D comme une masse surfacique).
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Algorithme 2.1 : Méthode de la puissance
Data : A, ug,e
Result : \,,qz
1 r <+ Aug;
2 Apaz << T,uy >/ < ug,uy >;
3 do
4 )\tmp — Amaz;
5 Timp < Ar;
6
7
8

Amaz —< Timp, T > / <I,r >
r < Timps
while (|Amaz — Amp| > €) ;

Cas isotrope

La Fig. 2.12 décrit le comportement de I’énergie discrete pour des sources données par une
onde P, une onde S et une source PS. Ces expériences se rapportent aux images des fronts
d’ondes présentées Fig. 2.2, 2.3 et 2.4. Le cas homogene permet de décrypter les différentes
étapes de la simulation. L’énergie croit fortement puis décroit par paliers, le pic correspond
a I’émission de la source puis le premier palier, a ¢ = 1s environ, correspond & la propagation
des ondes avant contact avec le bord absorbant. Le second palier, a t = 5s environ, est di
aux réflexions parasites de la CLA. En effet, apres le passage des ondes principales, il ne reste
temporairement que les réflexions, jusqu’a rencontrer un autre bord absorbant. C’est sur ce
second palier que efficacité d’'une CLA peut étre mesurée.

Sur les trois configurations i.e. homogene, bi-couches bande et coin, les différences entre
les trois types de source s’expliquent simplement. Une simulation avec une source en onde P
ou en onde S a la méme énergie initiale tandis qu'une simulation avec une source en onde PS
a une énergie initiale égale a la somme des énergies relatives aux deux ondes. Une simulation
avec une source en onde P, dont la vitesse de propagation est plus rapide, voit son énergie
décroitre avant celle d’une simulation avec une source en onde S, car les ondes P atteignent le
bord absorbant plus rapidement. Les réflexions pointées par les courbes d’énergies sont plus
fortes pour une source en onde S par rapport a une source en onde P, ce qui est dii aux choix
d’approximation et de simplification des CLA. Du coup, une simulation avec une source PS
a une courbe d’énergie correspondant plutét a l'absorption de I'onde S et ne permettant pas
de distinguer les petites réflexions de 'onde P.

Cas VTI

De méme que pour le cas isotrope, la Fig. 2.13 décrit le comportement de I'énergie discrete
pour des sources données par une onde P, une onde S et une source PS. Ces expériences
se rapportent aux images des fronts d’ondes présentées sur les Fig. 2.6, 2.7 et 2.8. Le cas
homogene permet de visualiser les paliers des différentes étapes de la simulation. C’est sur le
second palier, a t = bs environ, que l'efficacité d’'une CLA peut étre mesurée. Sur les trois
configurations i.e. homogene, bi-couches bande et coin, les conclusions sont les mémes que
pour le cas isotrope.
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Comparaison avec la CLA isotrope

En utilisant une CLA isotrope dans un milieu VTI, nous avons observé a la Fig. 2.9 que
les réflexions d’ondes P étaient tres fortes. L’étude de I’énergie sur le cas homogene de cette
expérience est présentée sur la Fig. 2.14. Les courbes de la source en onde P confirment les
observations, les réflexions de I'onde P transformée en onde P, avec un palier a 0.1, mais
aussi en transformée onde S, avec un palier & 0.01, sont plus fortes avec une CLA isotrope
qu’avec une CLA VTI ol nous observons un palier en dessous de 0.01. En comparaison avec
les simulations dotées d’une source en onde PS ou en onde S, la premiere réflexion (onde P
transformée en onde P) se produit alors que 'onde S n’est pas encore totalement absorbée
et la deuxieme réflexion (onde P transformée en onde S) a une intensité plus faible que les
réflexions de 'onde S (transformée en ondes P et S). Ces réflexions sont visibles sur les images
des fronts d’ondes mais ne se détectent que sur les courbes d’énergie de la simulation avec
une source en onde P.

Non-elliptique

Les énergies correspondant aux expériences avec un milieu VTT non-elliptique (Fig. 2.10)
sont présentées sur la Fig. 2.15 pour une source élastique. Le comportement est le méme
que pour un milieu elliptique (Fig. 2.13) ou isotrope (Fig. 2.12). La comparaison avec le cas
homogene pour une CLA isotrope est présentée a la Fig. 2.16, correspondant a I’expérience
de la Fig. 2.11 ou la CLA isotrope est utilisée dans un milieu VTI non-elliptique. Comme la
source est élastique, les réflexions des ondes P visibles sur les images ne sont pas évaluables
par les courbes d’énergie.

Simulation en temps long

Nous avons prouvé la stabilité du probleme mixte discret modulo une CFL. Néanmoins,
nous savons que l'utilisation de conditions aux limites instables peut faire que la solution
numérique se mette a croitre de fagon exponentielle apres un temps long de simulation, c’est-
a~dire bien apres les réflexions des ondes. Nous proposons donc ici de mesurer ’énergie discrete
pour un temps long de simulation. La Fig. 2.17 regroupe les énergies discretes mesurées sur
des cas isotrope, VT elliptique et VTI non-elliptique pour des configurations homogene, bi-
couches bande et coin avec une source élastique. Une fois la précision machine atteinte, la
mesure de ’énergie ne montre aucune instabilité en temps long.
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2.4 Coeflicients de réflexion de la CLA VTI 2D

Au paragraphe précédent, nous avons étudié la stabilité de la CLA. Celle-ci est démontrée
a l'aide d’une technique énergétique. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux réflexions
causées par le bord absorbant. Il s’agit donc d’analyser le comportement de la solution du
probleme mixte. Les coefficients de réflexion ont déja été calculés en isotrope, par exemple
dans [Ts099] et nous allons suivre la méme démarche en anisotrope.

Nous considérons ici un domaine semi-infini {2 : z €] —00, 0]} avec une CLA en {z = 0}.
Au bord du domaine, la condition aux limites absorbante réfléchit une partie des ondes. Une
onde P produit deux réflexions d’ondes notées PP et PS, et une onde S produit deux réflexions
d’ondes notées SP et SS. Le champ d’onde total est la somme de 'onde incidente et des ondes
réfléchies :

ul = u™r !l 4 ul’ (2.111)

avec (I, J) représentant (P, S) pour une onde incidente P et (.S, P) pour une onde incidente S.

Soit la matrice de ’équation de dispersion du systeme de ’élastodynamique en dimension
deux :
Chiky® + Cuk.®  (Caa + Clg)kxkz>

Evriap = ((044 + C13)kzk. Cusk,? + Cs3k.?

(2.112)

ou C' est la matrice d’élasticité VTI 2D (2.31).

Sous I’hypothese d’ellipticité (k = /1 + 2e = /1 + 20), les vecteurs propres de la matrice

Evrr2p sont donnés par :
Xikx —Zikz
(Zz’kz) ’ ( Xikx ) (2.113)

avec X = /r2VZ 4+ V2 et Z=,/V2 + V2.

Nous notons Aj; et Ay les coefficients de réflexion. Ils interviennent de la fagon suivante :

, Xiky\ . Xik! —Zik,
uner — (szz> pne, ult = (szz) Apppt’, ul’s = (XikJ) Apsp®

Zik Zik X '/{1 (2.11 )
; — 4Ry i SS — 4R, S SP AWy P
u'cs = pznc’ u = A p-, u = A PP
(Xik:x> (szf) 59 <—Zikzz> 5

avec

inc eithrik:z x+ikyz

. T T - -1.J iJ
pine = iwttikyatik,z ] _ piwttikgatik; z (2 1 15)

I
y D =¢€ y P=

pour un bord de normale extérieure colinéaire a e,, sur lequel nous avons kz‘] = kg =k,.

Les coefficients de réflexion s’expriment en fonction d’un parametre 6y qui correspond a
I’angle d’incidence de 'onde sur le bord absorbant. Ce parametre détermine la valeur des

rapports g Dans le cas VTI, la Fig. 2.18 représente ces rapports pour une onde incidente P
I
ou S. Les rapports % et %“” se déterminent facilement par trigonométrie. Les rapports % et
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J
% se déduisent des premiers, I'un par symétrie, 'autre par la loi de Snell-Descartes
sin 64 sin 6y
= , pour l'onde P,
V. v, P
(2.116)
sin 61 sin g
= , pour 'onde S.
v v, P

Ainsi, il est possible d’écrire :

k., cosby k, sinby kf cos O kf 1 sin? 6,
2 = , — = , = = — y = oy 5—» pour une onde P
w kVp —w Vi w kVp —w % |%
(2.117)
ke costy k. sinfo kY  cosby kY | 1 sin?6 bour une onde S
w Ve T w Ve & w Ve T w K2VZE  REVES
1 1
Ve Ve
1 1
Ve G
1
KVp
91 90
1
TR\ TR T A NCAN VY
W w w w v

FIGURE 2.18 — Schéma des angles intervenant dans la réflexion de l'onde P (gauche) et de
I'onde S (droite), en VTI

Remarque 2.12 Au-dela d’un certain angle critique, et comme physiquement Vs <V, le
terme sous la racine carrée de la deuxiéme équation du systéme (2.117) devient négatif, ce

P
qui conduit a un rapport % complexe pour l’onde S. Nous retrouvons également cette propriété
sur la Fig. 2.18.

Sur un bord de normale extérieure colinéaire a e,, le champ total u vérifie la CLA (2.53) :

C1103uz + C130u, = —prV,0iu,
C130zuy + C330,u, = 0 (2.118)
C44awuz + C44azuar = _p‘/satuz
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En utilisant (2.114) dans la premiere et la derniere équation de (2.118), il vient par exemple
pour une onde incidente P :

Cr[—Xk2pme — XKE? Appp™ — ZkSk, Apsp™]

+ Ci3[—Zk2pe — ZKk2Appp™ + Xkik, Apsp™®]

= pﬁ‘/p[—Xk:xwpmc + XkEAppwp™ + Zk,wApsp™]
C44[—Zkzk'zpmc + Zkgszppp’"p — Xk;ZApsprs]

+ C44[—kak‘zpmc + Xkﬁszppp’“p + ZkgApsprs]

= pVi[~Zk,wp™® — Zk,wAp,p™ + XkiwA,sp™]

(2.119)

En utilisant le fait que sur la frontiere, c’est-a-dire en {x = 0}, les exponentielles (2.115)
des termes p* sont toutes égales, il en résulte un systéme matriciel définissant App et Agp :

—XCkl? — ZCy3k? — XkkbwpV, (XChis — ZCn)kik, — Zrk.wpV, \ (App
(X + Z2)Cuykbk, + Zk,wpVsy —XCuks? + ZCuk? — Xk3wpVy | \Aps
_ XCy1k2 + ZC13k? — X kkgzwpV), (2.120)
~\ (X + 2)Cuskok, — Zk.wpV, '

Un développement limité peut étre effectué a 1’aide du logiciel Maple™, voir annexe A .4,
sur les coefficients de réflexion, autour de ’angle d’incidence normale 6y = 0 :

2
H2‘/p2‘/52 _ (\/VZDQ _ VSQ\/#V;E V2 Vs2>
App = . 05 + O(05)
4(kVp — Vs)Vik

<\//€2‘/,;2—V;2\/VPQ—Vf—Vs(HV})+Vs)>%

A = By + O(63
o 2(kV, + Vo) Vi2k 0 +0(6)
(2.121)
| ) K2V2V2 - (\/%2 _ Vf\/mﬁ/ﬁ V222 . V2o v 2 s o
T 4KV — Vo)V, V2R avz |

Agp = VRV VRV - V2 - Vil oy +0(65)

Remarque 2.13 Lorsque k = 1, les coefficients de réflexion correspondent au cas isotrope.
Dans ce cas leurs modules sont comparables a ceux obtenus dans [T's099] excepté pour Agp

et Aps qui différent d’un facteur %’

La Fig. 2.19 représente ces coefficients de réflexion pour un milieu VTI elliptique, avec
la CLA VTI et la CLA isotrope, ainsi que pour un milieu isotrope (avec une CLA isotrope).
Les courbes sont cohérentes et comparables & la référence isotrope. A incidence normale il
n’y a aucune réflexion, a incidence rasante les coefficients App et Agg générent une réflexion
totale. Le coefficient Apg est assez faible tandis que le coefficient Agp est plus important. De
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2.4. Coeflicients de réflexion de la CLA VTI 2D

plus, Apg et Agp sont nuls & incidence normale et parfaitement rasante et présentent un pic a
incidence presque rasante. Enfin, tous les coefficients sont petits a incidence presque normale.

La comparaison entre I'utilisation d’une CLA VTI et d’une CLA isotrope dans un milieu
VTI met en évidence la supériorité de la CLA VTI a incidence proche de la normale. Ceci
s’observe par des coefficients moins élevés et surtout par le coefficient App de la CLA iso-
trope qui est différent de zéro a 0y = 0 (il est égal a Z—jr}) Les choix d’approximation et de
simplification ont été faits dans ce sens. Par contre, & incidence presque rasante, c’est la CLA
isotrope qui génere des réflexions moins importantes.

Remarque 2.14 Ces résultats sont a corréler avec les images des fronts d’ondes de la CLA
VTI (Fig. 2.6), de la CLA isotrope dans un miliew VTI (Fig. 2.9) et des courbes d’énergies
discrétes (Fig. 2.14).
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FIGURE 2.19 — Coeflicients de réflexion de la CLA VTI 2D pour V,, = 3000 m.s~, V, =
1750 m.s~! et € = 0.25, en fonction de 6y, en rouge trait plein, comparaison avec I'utilisation
d’une CLA isotrope dans le méme milieu VTI elliptique, en bleu trait pointillé ; référence de
la configuration isotrope (CLA et milieu), en vert trait semi-pointillé

2.5 Conclusion

Nous avons donc mis en ceuvre une technique de construction de CLA basée sur la dia-
gonalisation du systéme de 1’élastodynamique. Nous avons retrouvé les CLA connues pour
des matériaux isotropes et orthotropes 2D et nous avons pu en déduire une CLA pour des
matériaux VTI 2D. Cette condition aux limites peut s’interpréter comme la combinaison des

82



2.5. Conclusion

deux CLA obtenues en limitant les calculs aux cas pseudo-acoustiques des ondes P seules et
ondes S seules. Nous pouvons aussi remarquer que la condition aux limites ne dépend pas
du coefficient § de Thomsen. C’est certainement da au fait que la condition correspond a
I’approximation d’ordre le plus bas d’une condition transparente.

Afin de mieux évaluer les réflexions dues aux CLA proposées, nous avons construit des
sources et des conditions initiales permettant de ne générer qu’une onde P ou qu’une onde
S dans un matériau VTI elliptique. L’étude expérimentale a révélé un comportement tout
a fait similaire dans des configurations isotropes et VTI 2D (elliptique ou non), tant sur la
localisation que sur l'intensité des réflexions parasites. En comparant ensuite la CLA VTI et la
CLA isotrope cette fois dans un méme milieu VTT 2D (elliptique ou non), nous avons illustré
la supériorité de la CLA VTI, essentiellement sur la composante en onde P, la composante en
onde S étant strictement la méme dans le cas elliptique.

Nous avons ensuite étudié la stabilité du probleme mixte continu résultant du couplage de
I’élastodynamique avec la CLA VTI 2D et du probléme semi-discret associé écrit en formula-
tion DG avec flux centrés. Pour cela, nous avons opté pour une méthode basée sur ’énergie
associée au probleme. La stabilité de I’énergie continue est obtenue formellement grace a la
positivité des parametres physiques intervenant dans les équations. Pour étendre cette pro-
priété au probleme discret, nous avons choisi de coupler la formulation DG a flux centrés avec
un schéma en temps de type Leap-Frog et nous démontrons que nous pouvons définir une
énergie discrete, c’est-a-dire une fonctionnelle positive a chaque pas de temps, sous une condi-
tion de type CFL. La stabilité du probleme discret découle alors de la décroissance de ’énergie
discrete. Les résultats de stabilité sont illustrés par des courbes d’énergies qui montrent aussi
que la CLA VTI fonctionne mieux que la CLA isotrope dans un milieu VTT 2D (elliptique ou
non).

Pour finir, nous avons calculé les coefficients de réflexion App, Apg, Asp et Agg de la
CLA VTI en fonction de 'angle d’incidence 6y pour un milieu VTI elliptique. Nous avons
vérifié que ces quatre coefficients étaient bien nuls & incidence normale (i.e. lorsque 6y = 0).
En utilisant des développements limités au voisinage de 6y = 0, nous avons montré que App
et Agg étaient équivalents a 0% et que Apg et Agp étaient équivalents & 6y. Nous retrouvons
donc le méme comportement que dans la cas d’'une CLA isotrope appliquée a un milieu iso-
trope. De plus, nous avons montré que la CLA VTI était meilleure que la CLA isotrope dans
un milieu VTT elliptique. En particulier, le coefficient App de la CLA isotrope n’est plus nul
en 6y = 0 dans ce cas mais égal a Z:L% Ainsi, moins le milieu est isotrope, moins la CLA
isotrope est efficace.

En résumé, nous avons obtenu les résultats suivants :

Théoreme 2.1 Une CLA pour des matériaux VTI 2D dans le cas d’une frontiére plane de
normale extérieure e, est :

{om = —pVpV1+ 2ev, (2.122)

Orz = _p‘/svz

Théoreme 2.2 Pour ne générer que des ondes P ou des ondes S dans un matériau VTI
elliptique, il suffit d’appliquer au systéme de l’élastodynamique non homogéne :

{p(a:)ﬁtv(a:,t) =

8@(% t)

(2,1)
(v(w,t)) + sr(t)s(x)

I8!

(2.123)

IQ <

(x
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les sources :

( \JKEV2 — V2 0
S
() = Og(x) P , pour ne générer qu’une onde P,

S
- 0 V2 - V2

p S

(2.124)
0 _ /VpQ — V2

() = Og(x) \/m 0

ot, par exemple, sg est donnée comme une ondelette de Ricker de fréquence pic f, :

, pour me générer qu’une onde S,

sr(t) = (1 —2n2f2%)e ™ it (2.125)
ou de considérer le probléme de Cauchy :

p(x)ov(z,t) = V-o(x,t)

Ora(,t) = C(2) e(v(z,1)) (2.126)
v(0, x)) = vo(x)
a(0,z)) = g,(z)

en choisissant pour conditions initiales g,=0cet:

( ,//#V;? —V2(z — z9)

TR y
vw(z) = e~ llz=wll* " pour ne générer quune onde P,

V2 —VZ(z - x)
(2.127)

— ‘/;JQ —V2(z — )

2 |12 .
vw(x) = e~ lle=2oll* " pour ne générer qu’une onde S,

\ //4;21/;,2 —V2(x — x0)

Théoreme 2.3 Les problemes mixtes continu, semi-discret et discret obtenus en couplant
lélastodynamique avec la CLA VTI 2D (2.122) sont stables au sens suivant :
— pour le probléme continu, nous définissons la forme quadratique :

1
E(t) = 5 (11l + llelf. o) (2.128)
— pour le probléme semi-discret, nous définissons la forme :
Esemid(t) =< Oy Myvp, vp > + < 8tMo-70710'h7 o >) (2,129)

— pour le probléme mixte discret, nous définissons la forme :

1,1

1 1 1
Ej = 5 < My, of > +5 < My ooy 2 an 2> (2.130)
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Alors, (2.128) et (2.129) sont toujours décroissantes au cours du temps et (2.130) est
positive et décroissante si et seulement si la matrice

A—HRU(M,@)‘I(RU)T (2.131)

M, — 1

est positive.

Corollaire 2.3.1 Le probléme mixte discret est stable sous la condition de type CFL

At?
1-— Tkm‘“ >0 (2.132)

0U Amaz est la plus grande valeur propre de la matrice My ' Ro(My c-1) " (Rq)T.

Théoréme 2.4 Les coefficients de réflexion de la CLA VTI 2D, autour de l’angle d’incidence
normale 0y = 0, sont donnés par :

2
H2Vp2V52 _ <\/V;)2 _ VSQ\/“QV;? V2 - Vs2>
4(kVp = Vs)Vik

<\//<a2V]'32—V;2\/Vp2 _ 2 —Vs(HV};+Vs)> v,
Aps = 0o + O(63)
2(kVp + Vi) V2K

(2.133)

K2V2V2 — (\/‘/;32 _ VSQ\/H2V]-32 —V2-V2)? 2y
Ass = + 22163+ 0(65)
A(kVp = Vo) Vp V2K 4vg

\/H2%2—%2\/V;,2—V;2—Vs(’€%+%)

0y + O(63
2(kV, + Vi)Vs 0+ 0(6)

Agp

De plus, lutilisation d’une CLA isotrope dans un milieu VTI elliptique modifie les facteurs

des coefficients et ajoute un terme en o(1) égal a :—j& sur le coefficient App.
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Chapitre 3

Conditions aux limites absorbantes
pour des matériaux TTI

Ce chapitre propose une solution au probleme général de la formulation de conditions
aux limites pour des matériaux TTI. Nous commencons par illustrer la complexité de la
méthodologie d’Engquist et Majda qui intervient des la 2D. Les difficultés techniques aux-
quelles nous sommes confrontés nous conduisent a proposer une nouvelle méthode permettant
de traiter le cas TTT elliptique. Il s’agit d’une hypotheése qui peut sembler limitative puisque
notre approche ne permet pas de traiter tous les cas de matériaux anisotropes. Toutefois, nous
pouvons expliquer pourquoi ’hypothese d’ellipticité ne ’est pas forcément. Le processus de
construction repose sur l'utilisation de reperes géométriques par les courbes de lenteur et sur
un changement de variables du cas isotrope vers le cas TTI. Nous nous focalisons ici sur les
ondes P, de premiere importance pour les géophysiciens et apres avoir vérifié que les ondes S
peuvent se traiter comme dans un milieu isotrope. Nous traitons ensuite le cas de la 3D en
utilisant exactement la méme technique.

3.1 Processus de construction en 2D

3.1.1 Remarques préliminaires

Comme au chapitre précédent, nous nous plagons en dimension deux. Nous conservons la
notation (z, z). La matrice d’élasticité (1.26) devient :

Ci1 Ciz Cis
Crriap = Csz3 Css (3.1)
Css

Nous rappelons que le systeme de 1’élastodynamique au premier ordre est donné par :

POy = O0p0yy + 0,04

pOLv; 0p0yz + 0.0

Ot0pe = C110v; + C130.v; + C15(02v: + 0.v2) (3.2)
00 C130,v; + C330,v, + C35(0,v: + 0;vz)

010y, = C150:v; + C350,v; + Cs5(02v, + 0.vz)
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et le systéme au deuxieme ordre a pour expression :

PatQ Uz =
pO?v, =
Pour suivre la méthodologie d’Engquist et Majda [EM77, EM79], nous devons travailler
dans le domaine de Fourier apres avoir gelé la variable normale a la surface sur laquelle la

CLA est posée. Pour la frontiere {x = 0} de normale extérieure e,, nous notons (w,§) les
variables de Fourier associées a (¢, z). Le systeme (3.3) se réécrit alors :

Cnagvx + (013 + C55)8xazvz + 055621)1 + Cm(@%l}z + 28;,;627)55) + 03563112

9 5 5 5 (3.3)
0558901)2 -+ (013 + 055)890821)90 + 0336,27& + 035(2835831)3 + 821)55) + 015(9301);5

3.4)

C11020; — i&(Chs + Cs5)0,0; + (pw? — Cs5€%) 0y + C15(020, — 2i€0,v,) — £2C35v, = 0(
Cs5070; — i€(Ch3 + Cs5) 000y + (pw? — C336?)0; — C5(2i€0,0; + E20,) + C15070, =0

Comme dans un matériau isotrope (voir section 2.1) ou en VTI (voir section 2.2), nous
cherchons a exprimer (3.4) comme une équation différentielle ordinaire de la forme 9, W +
MW = 0. Il n’est pas possible de le faire directement en posant W = (0, 0;, 030, 0,0;) &
cause des termes supplémentaires issus des caractéristiques TTI du milieu. Mais nous pouvons
y arriver en introduisant des variables auxiliaires comme par exemple :

wy|  [C110,0; 4 C150,0; (3.5)
w,|  |C150,0; + C550,0; '
Dans ce cas, W est solution de 9, W + MW = 0 avec W = (w,, w,, Uy, U,) et
[ —2i£C15C55 4 i£C15(C13 + Css) 2i£CH; — i€Ch1(Chs + Chs) 9 .o 9
w* — £=C! —£=C
C11Cs5 — C% C11Cs5 — C% P §Css & Css
2iC35C15 — i€C55(Cr13 + Cs5)  —2i6C35C11 + 1€C15(C13 + Cs) 20y puw? — 20
C11Cs55 — C% C11Cs5 — C%
M =
—Cs5 C1s 0 0
C11Cs5 — C% C11Cs5 — C%
Cis -Cn 0 0
L 011055 — 0125 011055 - C'125

Dans I'idée de suivre la méme démarche que dans les autres cas, nous avons commencé par
chercher les valeurs propres de la matrice M. Nous avons essayé de les calculer en utilisant le
logiciel Maple™ sur des jeux d’inconnues auxiliaires et & chaque fois, nous n’avons pas obtenu
de valeurs propres faciles a approcher. Devant les difficultés rencontrées des le cas 2D, nous
avons décidé d’abandonner cette piste et de revenir a une compréhension des équations plus
basique et fondée sur ce que nous savons faire dans le cas isotrope. Notre objectif est donc
désormais d’exploiter les liens explicites entre le cas isotrope et le cas TTI. Nous espérons
ainsi pouvoir étendre ce que nous savons faire sur les ondes isotropes aux ondes anisotropes.

3.1.2 Construction d’une CLA pour un matériau TTI 2D

Le systeme de ’élastodynamique TTT (3.2) pose des difficultés algébriques essentiellement
dues aux termes supplémentaires qui apparaissent par rapport au cas isotrope (2.2) ou au
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3.1. Processus de construction en 2D

cas VTI (2.32). Mais si nous ramenons la définition d’un milieu & des caractéristiques plutot
géométriques, 'anisotropie T'TI n’est qu’une rotation de I'anisotropie VT, qui n’est elle-méme
qu’une transformation simple de I’isotrope. Cette remarque est le point-clé sur lequel s’appuie
notre méthode de construction de la CLA TTI.

En observant que la CLA d’ordre faible VTT (2.53) ne dépend pas du coefficient de Thom-
sen ¢ et comme un milieu TTI n’est qu'une rotation d’un milieu VTI, nous faisons 'hypothese
qu'une CLA d’ordre faible TTI ne dépend pas de §. Pour faciliter la construction de la CLA
TTI, nous allons donc supposer que . Supposer § = ¢ correspond a ce que 'on appelle
I’anisotropie elliptique. Pour étre honnéte, nous devons préciser qu’il n’existe pas de milieu
de ce type mais nous avons pour objectif de construire une CLA d’ordre peu élevé. Notre
hypothese consiste donc a approcher le milieu par un milieu artificiel aux caractéristiques
plus simples.

Courbes de lenteur

Comme nous ’avons dit, les propriétés algébriques du systeme élastique anisotrope sont
complexes et nous ne voyons pas comment les exploiter dans le cadre d’un calcul de valeurs
propres. Nous nous proposons donc d’étudier plus en détail les propriétés géométriques du
systeme et pour cela, nous pensons que les courbes de lenteur sont un bon sujet. La notion
de courbe de lenteur est utilisée pour 'analyse de PML (par exemple dans [BFJ03]). L’idée
de les utiliser pour construire des CLA a été suggérée dans [SG10a, SG10b, SG12a, SG12b].
Nous pouvons citer aussi [BGH10] ou les courbes de lenteur sont utilisées pour construire des
CLA anisotropes pour ’acoustique.

Les courbes de lenteur sont trés commodes pour représenter 1’anisotropie d’un milieu. Nous
appelons vecteur de lenteur le vecteur porté par la direction de propagation de 'onde dont
le module est égal a l'inverse de la vitesse de phase. Les courbes de lenteur (surfaces en 3D)
sont le lieu des extrémités de ce vecteur de lenteur pour toutes les directions de propagation
des ondes. Dans un milieu isotrope par exemple, la vitesse de propagation d’une onde est la
méme dans toutes les directions. La courbe de lenteur est donc un cercle (une sphére en 3D).

La Fig. 3.1 représente ces formes sur des cas isotrope, VTI et TTI, en différenciant les
configurations elliptique et non-elliptique. Elles sont calculées & partir du logiciel Maple™
(voir annexe A.5). Les courbes de lenteur des ondes S forment un cercle dans les cas isotrope
et anisotrope elliptique. Par contre, les courbes de lenteur des ondes P forment un cercle dans
le cas isotrope, une ellipse dans le cas VTI elliptique et une ellipse inclinée dans le cas TTI
elliptique. Toutes ces formes sont paramétrables facilement a partir des données physiques du
systeme de I’élastodynamique : p, V,, Vs, €, 0.

La méthode de construction de la CLA TTI s’appuie sur la formulation d’un changement
de variables basé sur des géométries simples comme le cercle ou 'ellipse qui décrivent les
courbes de lenteur associées au probleme de propagation considéré. Nous choisissons comme
référence le cas isotrope et les solutions du probléeme correspondant sont repérées grace au
symbole étoile. Soit (v*,o*) la solution du probleme de propagation d’ondes élastiques iso-
tropes et (v, o) celle du probléme anisotrope TTT elliptique. Nous allons exprimer la relation
entre ces deux solutions et nous l'utiliserons ensuite pour déduire une CLA TTI d’une CLA
isotrope. Les géométries simples des courbes de lenteur fournissent un premier changement
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(b) configuration elliptique (6 =€)

FIGURE 3.1 — Courbes de lenteur élastiques : isotropes (& gauche), VTI (au milieu) et TTI (a
droite) avec p = 1 kg.m ™2, V,, = 3000 m.s~!, Vi = 1800 m.s~ !, ¢ = 0.20, § = 0.15 et 6 = 30",
pour les ondes P en rouge trait plein et pour les ondes S en bleu trait pointillé

de variables entre les modes de propagations des systemes isotrope (kj, k3) et TTI elliptique
(kz, k). Il reste & déterminer par identification les changements de variables sur les vitesses
v et v* et les tenseurs des contraintes g et g*.

CLA TTI elliptique pour les ondes P

Les courbes de lenteur des ondes P et des ondes S sont découplées, ne permettant pas de
formuler un changement de variables sur les deux formes géométriques en méme temps (voir
Fig. 3.1). De plus, les CLA d’ordre faible isotrope (2.24) et VTI (2.53) peuvent étre obtenues
en découplant les ondes P et les ondes S, comme nous ’avons vu au chapitre précédent a
la section 2.2.2. Nous allons donc découpler les problemes pour construire des CLA TTI
pseudo-acoustiques en ondes P et en ondes S.

Nous avons vu que la CLA d’ordre faible VTT pour des ondes S (2.80) est identique a la
CLA isotrope puisqu’elle ne fait pas intervenir de coefficients anisotropes. De plus, les courbes
de lenteur des ondes S sont les mémes en isotrope, en VTI elliptique et en TTI elliptique i.e.
un cercle de rayon 1/V;. Il est donc pertinent de supposer que la CLA d’ordre faible TTI pour
les ondes S est inchangée. La suite des développements se concentre donc sur la construction
d’une CLA d’ordre faible TTI elliptique pour les ondes P, c’est-a-dire en fixant temporaire-
ment Vs = 0.
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3.1. Processus de construction en 2D

Etape 1 : changement de variables sur les modes de propagation a ’aide des formes géo-
métriques sur les courbes de lenteur. Il s’agit de lier le vecteur d’onde k = (k,, k,) du milieu
TTI elliptique au vecteur d’onde k* = (kJ, k5) du milieu isotrope. Nous proposons le change-
ment de variables suivant :

ky = ik} k%

k. = NSk; + M4k§

ou {u;},1 < j <4 désignent les coefficients & déterminer.

En rappelant que les composantes k, et k, du vecteur d’onde peuvent s’interpréter comme
les symboles des dérivées 0, et J,, ce changement de variables peut étre réinterprété comme
un changement de variables dans le plan (z, z) de la forme :

¥ = pir+ psz
H1 M3 (3.7)
25 = ¥+ 4z

Nous avons choisi de construire une CLA posée sur la frontiere {x = 0} de normale
extérieure e,. La frontiere artificielle étant une donnée du probleme, le changement de va-
riables ne doit pas la modifier et donc préserver la droite d’équation x = 0. Appliquer une
rotation d’angle TTI 6 n’est pas compatible avec cette contrainte. Nous devons donc construire
une bijection entre un cercle et une ellipse inclinée conservant la droite x = 0. Pour cela, il
faut éliminer le coefficient agissant sur les dérivées en z. Nous imposons donc . Pour
une CLA agissant sur une frontiere de normale extérieure e,, les dérivées en = seraient a
préserver en fixant pu; = 0.

En résumé, le changement de variables a déterminer est finalement :

ky = ik} k%

ky = pak:

De plus, nous imposons que le déterminant du systeme (3.8) soit positif pour conserver Iorien-
tation du repere, c’est-a-dire pujpug > 0. Au final, nous cherchons la combinaison d’une dila-
tation d’axe e, de rapport 1, d’une dilatation d’axe e, de rapport ps et d’une transvection

telle que
M1 K2 _ M1 0 1 % (3 9)
0 0 m)\0 1 '

Les formes géométriques de la Fig. 3.1 se paramétrisent facilement :
— Les modes de propagation des ondes élastiques isotropes (kj, k%) satisfont 1’équation
quadratique :
PV + pVi2ks? =1 (3.10)

— Les modes de propagation des ondes élastiques TTI elliptique (k,, k) satisfont 1’équation
générique :
ik + Eokoks + &3k = 1 (3.11)
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avec Kk = m et
& o= pr2(f€2 cos? 0 + sin? 0)
§o = 2cosfsinfpV2(k* —1) (3.12)
& = pV}?(/{Q sin? @ + cos? ).
En substituant les équations du systeme (3.8) dans la relation (3.11), il vient :

E ki (281 + Eopua)kikE + (E1p3 + Copopia + E3pd)ks? =1 (3.13)

Par identification de (3.13) avec ’équation du cercle (3.10), le changement de variables
sur les modes de propagation (3.8) est déterminé :

pi = pVi/&
pe = —&opa/2& (3.14)
W= V(5 + &)
Nous obtenons finalement :
1 = /1/(k2cos? 6 + sin® )
pe = —(k2—1)cosOsinf/k\/k2 cos? 0 + sin2 0

ps =0
gy = %\/n2c0520+sin29

(3.15)

ol nous avons fixé arbitrairement py > 0 et pg > 0, ce qui respecte bien puqpg > 0.

Etape 2 : changement de variables sur la vitesse. Les notations (vk,v}) et (vg,vy) repré-
sentent les composantes de la variable vitesse pour les systemes isotrope et TTI elliptique

respectivement. En procédant comme a ’étape 1, nous proposons le changement de variables :

{vx = a1V + v} (3.16)

v, = a3V} + U}
ou {oy},1 < j <4 désignent les coefficients & déterminer. Ceci se réécrit de fagon matricielle

comme :

v =Av* (3.17)
avec v = (v, v;) et avec la matrice :

A= <O‘1 0‘2> (3.18)

a3 Oy

En utilisant le systeme de 1’élastodynamique au second ordre, nous faisons disparaitre
la variable auxiliaire du tenseur des contraintes, ce qui permet de ne plus considérer que
la variable vitesse. Pour un matériau TTI elliptique, ce systeme devient par transformée de
Fourier partielle en x et z :

pOiv, = Ciik2vy + Ciskgkov, + Cis(k2vs + kokgpvy)
+ Ciskzk:ve + Cssk2v, + Css(kpkovs + k2vz)
pdtv, = Cisk2vy + Csskykv, + Css(k2v, + kokgpvy)
+ C13kyk,vy + Cazk?v, + Cs5(kikov, + k2v,)

(3.19)
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ou C' désigne la matrice d’élasticité TTI (3.1) calculée pour le cas elliptique (ie § = ¢) et en
fixant Vs = 0.

Ce systeme s’écrit sous forme matricielle :
POV = [Copuk? + Copokok. + Cok2]v (3.20)

avec

Cn Cl5> ( 2C15 (Ciz+ C55)) <055 035>
Cwm = 5 sz - s sz = 3.21
<015 Css (Ci3 + Css) 2035 Cs35 Cs3 (3:21)

Pour un matériau isotrope et en fixant Vy; = 0, le systeme de 1’élastodynamique au second
ordre se simplifie apres transformée de Fourier partielle en x et z en :

82’[)* — V2 k*QU* + kA k*o*
SO SR (3:22)
poivs = pVy (KIkjvy + k27v%)
Ce systeme s’écrit sous la forme matricielle suivante :
POVt = pV2 Lokl + Lo kkS + Lok2" v (3.23)

avec v* = (v}, v}) et

10 0 1 0 0

Nous poursuivons ensuite en exprimant (kz,k,) en fonction de (k, k%) grace a (3.8)

et (3.15) puis en remplacant (v, v,) grace a (3.16) et en injectant le tout dans le systeme (3.20) :
PORAV® = [Coaik + pok?)? + Coupia (il + jok?) + CoopBBZ AV (3.25)

et qui se réécrit :
pOFAV* = (U3 Craks+ (2411 2 Coatopis 2 Coe sk - (13Cas + p2j1aCas+ 3 C2 ) K27 AVE(3.26)

Par construction, le systéme (3.26) doit étre équivalent au systéme isotrope (3.23). Nous
procedons donc a 'identification terme a terme qui conduit & un systeme de trois équations
matricielles de la forme :

A2 C,, A = PVl (3.27a)
A 2p p192Cs + p1p1aClz) A = V2, (3.27b)
A_l(u%Cm + popaChry + uiCZZ)A = pr2IZZ (3.27¢)

Remarquons que si A est solution de (3.27), alors AA est également solution, pour tout
A € R*. Le changement de variables est donc déterminé & une constante multiplicative pres.
Nous introduisons :

(3.28)

a = —ﬁVp(ncosQG+sin29)/\/f£200529+Sin29
b = \/ﬁvp(/@—1)cos9sin9/\//<czcos20+sin26
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et les matrices intervenant dans les équations (3.27a) et (3.27c) peuvent se réécrire :

. [a® ab
A (ab b2> A = PV lua

(3.29)

—ab a

b2 —ab
At ( ) > A = pVZL.,
ce qui conduit aux relations :

{0‘2 = —abja (3.30)

as = ajb/a
En se servant de ces relations, I’équation (3.27b) donne :
a1 = ay (3.31)

Il reste une indéterminée qui traduit le fait que le changement est déterminé a une
constante pres. Si nous fixons arbitrairement «; = a, la matrice de passage devient :

A:(Z; gi):@ —ab) (3.32)

Le changement de variables sur les vitesses (3.16) s’écrit alors :

V.,
vy = VPVp [—(k cos® 6 + sin? B)v* — (k — 1) cos O sin Hv?]
VK2 cos? 0 + sin2 0
(3.33)
v
v, = VPVp [(k — 1) cos O sin Ov* — (k cos® O + sin? 0)v?]
VK2 cos? 0 + sin? 0

Etape 3 : changement de variables sur le tenseur des contraintes. De la méme maniere que
précédemment, o et g représentent les tenseurs des contraintes des systémes isotrope et TTI
elliptique respectivement. Nous posons le changement de variables :

Opz = P10y, + B20%, + B307,
Ozz = ﬁ4o_;m + /650-22 + 560;2 (334)
Ozz = ﬁ?a';x + /880';,2 + 690-;2

ou {Bjh1<jco désignent les coefficients & déterminer.

Dans le systeme de 1'élastodynamique isotrope pour les ondes P seules (i.e. en fixant
Vs = 0), le tenseur des contraintes se résume a une seule variable p*, ce qui simplifie le
probleme (3.34) car o}, = 0, = p* et o}, = 0. Il ne reste donc plus qu'a déterminer trois

coefficients, notés {f3; }1<j<3, tels que :

Ogx = 51]9*
Ozz = BQp* (335)
Orz = /83])*
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En procédant comme dans 1’étape 2, il suffit d’écrire le systeme de I’élastodynamique (1.5)
pour un matériau isotrope en fixant V; = 0 et en appliquant une transformée de Fourier
partielle en z et z :

porv.* = kyp*
pov* = kip* (3.36)
Osp* = p‘/fk;vx*—l—p‘fk;z}z*

puis pour un matériau TTT :

(pOvy = kyOuy + ko0ps
pov, = kyor, + k.0
O10pe = Crikavy + Crz3kzv. + Ci5(kpv. + kzvz) (3.37)
010, = Cizkyvy + Cs3k.v. + C35(kpvs + kzvz)

(0102 = Ciskavs + Csskv. + Css(kyvs + kavy)

ou C' est la matrice d’élasticité TTI (3.1) calculée en elliptique (ie § = ¢) en fixant V; = 0.

Puis, en substituant les changements de variables : sur les modes de propagation (3.8)
obtenu a I’étape 1, sur les vitesses (3.33) obtenu a I’étape 2 et sur les contraintes (3.35) dans

*

le systeme TTI elliptique (3.37), nous obtenons un systeme en o}, 0%,, 0%, de la forme :

pO (1l + agv}) = (u1kls + pak?)Bip* + pak’Bsp*
PO (vl + aqvl) = (pk} + poky)Bsp* + pak’Bap*

& Brp* = Cn(ak? + pok?)(a1v?r + agv?) + Crapak? (azv? + aqv?)
N + Cis5((ky + pok?)(asvy + uvl) + pak’(aavy + agvy)) (3.39)
O Bap* = Cis(pmk} + poks)(cnvy + agvy) + Cszpahk}(asv) + aav})
+ 035((M1k§ + pok?)(asvy + aqvl) + pak’(avy + agvl))
0y Bsp* Cis(piky + pok?)(rvy + agvl) + Caspak(azvy + aavy)
+ 055((M1k$ + pokZ)(asvy + auvl) + paki(avy + agvy))

qui doit étre équivalent au systéme isotrope (3.36).

En procédant par identification dans les trois dernieres équations, nous pouvons déterminer
le changement de variables sur les tenseurs des contraintes (3.35) :

Owx = —/pVp(kcos? 0 + sin? 0)p*
0. = —/pVp(ksin? 0 + cos?® 0)p* (3.39)
02z = /pVp(k — 1) cosfsin Op*

Etape 4 : formulation de la CLA TTI elliptique pour les ondes P. Il suffit d’utiliser la CLA
isotrope pour les ondes P déduite de celle du VTI (2.66), soit : p* = —pV,v}. La CLA TTI va
s’écrire a partir de la CLA isotrope de la facon suivante. Le terme p* est remplacé dans (3.39)
pour exprimer oy, et 0., qui sont les deux termes résultant du produit gn lorsque n = ey,
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en fonction de v}. Puis, le terme v} est exprimé en fonction de v, et v, grace a (3.33). Ce
processus conduit & la CLA TTI pour les ondes P :

K cos? 0 + sin? 6
Oz = _pV

P oo 0 £ S0 [(k cos? @ + sin® O)v, — (k — 1) cos 0 sin v, ]

(3.40)

re = —pV (k —1)cosfsind

» [—(k cos? O + sin® B)v, + (k — 1) cos O sin Hv, ]
VK2 cos2 0 + sin? 0

En résumé :

En se plagant dans le domaine de Fourier en espace, nous exprimons le champ anisotrope
(TTI elliptique) en fonction du champ isotrope. Pour cela, (a) nous initialisons le procédé en
exprimant les vecteurs d’ondes isotropes. L’initialisation peut se faire car nous connaissons
Pexpression des courbes de lenteur et donc les vecteurs d’ondes; (b) une fois les vecteurs
d’ondes connus, nous pouvons exprimer le champ de vitesse apres transformée de Fourier en
espace — cette étape est facilitée par le fait qu’il est possible d’éliminer o grace a la formulation
du second-ordre de 1’équation des ondes élastiques; (c) nous connaissons le vecteur d’onde
anisotrope et le champ de vitesse anisotrope, nous pouvons en déduire le tenseur o; (d) les
champs anisotropes s’exprimant en fonction des champs isotropes, nous appliquons la CLA
isotrope et nous revenons aux champs anisotropes grace au changement d’inconnues inverses,
ce qui nous permet finalement d’obtenir une CLA anisotrope (TTT elliptique).

CLA pour le systeme de 1’élastodynamique TTI elliptique

Pour former une CLA TTI pour le systeme de ’élastodynamique, c’est-a-dire sans découpler
les ondes P et les ondes S, nous proposons d’additionner les contributions des CLA pour les
ondes P elliptiques (3.40) et pour les ondes S (2.80). Nous avons vu a la section 2.2.2 que la
CLA d’ordre faible VTT est égale a la somme des contributions des CLA des sous-problemes
pseudo-acoustiques en ondes P et ondes S et ¢’est ce qui nous incite a proposer cette approche.
En effet, nous savons qu'un milieu TTI peut étre vu comme une transformation simple (a
savoir une rotation) d’un milieu VTI. Nous pouvons donc supposer que la CLA complete pour
le cas TTI s’obtient comme la CLA complete pour le cas VTI. Cette somme donne :

K cos? 0 + sin? 0

—p [(k cos® 6 + sin? B)v, — (k — 1) cos O sin A, ]
g VK2 cos2 6 +sin2 0

Oxx —

(3.41)
-1 6 sin 6
0z = —pVp (1 — 1) cos fsin [—(k cos® 6 + sin? B)v, + (k — 1) cos O sin Ov,] — pViu,
VK2 cos2 0 + sin2 0

Remarque 3.1 Lorsque l'angle d’inclinaison est nul (i.e. 0 = 0), la CLA TTI (3.41) coincide
avec la CLA VTI (2.53).

Remarque 3.2 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (i.e. € = 6 = 0, soit k =
1), la CLA TTI (3.41) redevient isotrope, c’est-a-dire comme (2.24), quel que soit l’angle
d’inclinaison. Ceci est di au fait qu’en isotrope, les vitesses de propagation sont les mémes
dans toutes les directions.

96



3.1. Processus de construction en 2D

3.1.3 Etude expérimentale pour I’élastique TTI 2D

Cas tests

Pour commencer, nous reprenons les cas tests simples déja décrits dans les cas isotrope et
VTI, a savoir un cas homogene, c’est-a-dire avec un seul matériau, puis des cas bi-couches,
de type bande ou coin, voir Fig. 3.2, de dimension 10 km? dont les caractéristiques physiques
sont décrites dans le tableau 3.1 (ot nous considérons que la masse volumique en 2D est une
masse surfacique).

source source
[ ] [ ]
e
source Qf Qs

L]

Qo

92

€
Q7

FIGURE 3.2 — Cas tests TTI 2D homogene (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)

milieu ‘ p kem™?] V, ms7 Vi [ms7 ‘ € ) ‘ 0[]
O 1 3000 1800 0.20 0.10 | 30
Qf 1 3000 1800 0.20 0.20 | 30
Qo 1 2200 1250 0.15 0.05| 15

TABLE 3.1 — Caractéristiques physiques des cas-tests TTI 2D

Source et condition initiale
De méme que pour les cas isotrope et VTI, nous allons suivre la procédure décrite dans

la section 1.1.2 pour construire une condition initiale ou une source afin de ne générer qu’une
onde P, qu’une onde S ou la combinaison d’une onde P et d’'une onde S.

Dans un milieu TTI 2D, la matrice de I’équation de dispersion s’écrit :

Errrap = (

Ch1ks? 4 2C15kek, 4 Cssk,? Cisks? + (Css + C13)kpk, + Cask,?
Cisks? + (Css + C13)kok, + Cssk,? Cssky? + 2035k, k. + C33k,”

(3.42)
ou C est la matrice d’élasticité TTI 2D (3.1).

Dans le cas elliptique, les vecteurs propres de (3.42) sont orthogonaux et font intervenir
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les symboles de Fourier :

A = (X cos? 0 + Z sin? 0)ik, + (X — Z) cos O sin Oik,
P (X = Z) cosOsin ik, + (Z cos® 0 + X sin® 0)ik,

(3.43)
—(X — Z) cos §sinOik, — (Z cos® 0 + X sin” )ik,
\ 0\ (X cos?0 + Zsin?0)iky 4+ (X — Z) cos 0 sin Ok,
ce qui conduit aux opérateurs :
B - (X cos? 0 + Zsin?0)0, + (X — Z) cos 0 sin 00,
P (X = Z) cos0sin 00, + (Z cos® 0 + X sin? 0)0,
(3.44)
B - —(X — Z) cos 0sin 0, — (Z cos® 0 + X sin? 6)0,
| 0\ (X cos?0 + Zsin?0)8, + (X — Z) cos sin 00,
avec X = (/r2VZ —VZet Z = ,/VZ - V2
Nous rappelons que nous avons choisi pour conditions initiales o = 0 et vo(x) =

0
B*(e*WQHX*XOHQ)_ Pour I'équation élastique TTI elliptique 2D, cela conduit aux différents
choix :

( _ [ (X cos®0 + Zsin?0)(z — x0) + (X — Z) cos Osin (= — 2o) —m2[[x—x0l[?
vo(x) = (X — Z)cos@sinf(x — xg) + (Z cos® 6 + X sin? 0)(z — 2) ‘ ’
pour ne générer qu’une onde P, (3.45)
[ —(X = Z)cosOsinb(z — xg) — (Z cos? 0 + X sin? 0)(z — z) —72||x—xo|[2
= ( (X cos® 0 + Zsin® ) (x — wo) + (X — Z) cos i 6(z — z0) ) e |

pour ne générer qu'une onde S,

ou la somme des deux pour générer une combinaison d’ondes P et S.

Pour utiliser une source ponctuelle a la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme, lorsqu’elle est appliquée sur I’équation du tenseur des contraintes, est sg(t)s(x), ou
sp(t) est une amplitude (en Poccurrence une ondelette de Ricker définie en (1.9)). Tl suffit
ensuite de chercher s telle que V - s = B,(dx,). Ecrivons cette égalité pour B, :

OrSpw + 02822\ _ [(X cos? 0 + Z sin? )0, 4 (X — Z) cos 0sin 60, 5 (3.46)
02820 + 0.5, ) — \(X — Z)cosOsin00, + (Z cos® O + X sin? )0, ) *° ‘
L’identification terme a terme conduit & une solution simple : s, = $., = (X —2) cos 0 sin 0x,,
Spe = (X cos? 0+ 27 sin? 0)dx, et s, = (Z cos? 0+ X sin® 6)dx,- En procédant de la méme fagon
pour By, les différentes sources possibles pour ’équation élastique TTI elliptique 2D s’écrivent
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3.1. Processus de construction en 2D

finalement :

(X cos?f + Zsin?0) (X — Z)cosfsinf ,
(x) = 0x,(x) _ ) 5 , pour ne générer qu’'une onde P,
(X —Z)cosfsind (Zcos® 6+ X sin” 0)
(3.47)
—(X —Z)cosfsinf) —(Zcos”8+ X sin
X — Z)cosOsin® —(Zcos?0+ X sin? 9

(X cos?0 + Zsin20) (X — Z)cosfsinb

5(x) = 5xO(X)<

) , pour ne générer qu’'une onde S,

ou la somme des deux pour générer une combinaison d’ondes P et S.

Remarque 3.3 Les matrices qui apparaissent dans les sources TTI (3.47) peuvent également
se déduire de l’étude VTI. Nous notons les matrices des sources VTI (2.86)

X 0 0o —Z
MVTI,P:<0 Z>’ MVTI,S=<X 0)

alors les matrices des sources TTI s’obtiennent par la formule

cosf —sin 9)

M = RI'M R avec Rg = | .
TTI % 9 My i «Fg, 0 snf  cosf

ot Ry est la matrice du changement de base entre le repere cartésien et le repéere TTI 2D.
Les opérateurs intervenant dans les conditions initiales TTI (3.45) et donc les vecteurs
propres de la matrice de dispersion TTI (3.55) peuvent également se déduire de la méme

facon :

iky
Arrrs = RY Myr14Re <zk )

Résultats numériques

Comme pour les cas isotrope et VTI, dans les trois configurations de domaine décrites a la
Fig. 3.2 et dans le tableau 3.1, nous allons considérer une source élastique (ondes P et S) puis
des sources pseudo-acoustiques (onde P ou onde S). Les résultats sur le domaine homogene
sont présentés Fig. 3.3, ceux des domaines bi-couches bande et coin sont présentés Fig. 3.4
et 3.5 respectivement. Le module du vecteur vitesse est représenté pour différents temps de
simulation. A t = 1s, nous observons le front d’onde, ce qui permet de figer 1’échelle des
représentations. At=2sout= 3s, nous commengons a observer le fonctionnement des CLA
car le front d’onde a atteint les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs
continuer jusqu'a t = 5s puis t = 7s. Nous observons ainsi les réflexions parasites propres
aux bords absorbants. Les mémes résultats sont ensuite présentés a 1’échelle de couleurs des
réflexions, calculée au temps, en fonction des cas, ¢t = 5s (homogene) ou ¢t = 7s (bi-couches).
Toutes les valeurs des échelles sont regroupées dans le tableau 3.2.

Remarque 3.4 A notre connaissance, il n'existe aucun travail dédié¢ a la construction de
source ou conditions initiales pertinentes pour tester les performances des conditions aux
limites. C’est étonnant car c’est un point délicat dont nous entendons souvent parler dans
Uindustrie. Nous ne pouvons donc valider la nouvelle condition aux limites en considérant des
résultats de la littérature et c’est pourquoi nous allons plutét utiliser nos expériences dans des
milieuxr VTI et isotropes.
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source temps homogene bi-couche b1-co‘uche

bande coin

pg |18/ 1s/1s| 200 2.00 2.00
5s / Ts | Ts 0.12 0.27 0.27

p 1s / 1s / 1s 1.68 1.85 1.89
bs / Ts / Ts 0.05 0.12 0.10

g 1s /1s / 1s 2.00 2.00 2.00
5s / Ts | Ts 0.12 0.26 0.24

TABLE 3.2 — Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour ’étude TTI 2D

Comparaison avec la CLA isotrope

Nous proposons maintenant de comparer la CLA TTI a la CLA isotrope dans le domaine
homogene TTTI elliptique. Les résultats avec des sources élastiques (ondes P et S) et pseudo-
acoustiques (onde P et onde S) sont représentés pour la CLA isotrope Fig. 3.6 (& comparer
avec la Fig. 3.3). Il apparait avant toute chose que les réflexions sont assez faibles méme en
utilisant une CLA isotrope. La différence la plus importante réside dans la réflexion de 1’onde
P en onde P qui n’apparait pas dans le cas de la CLA TTI et qui est tres visible dans le
cas de la CLA isotrope. Ces réflexions sont plus fortes pour un bord de normale extérieure
e, que pour un bord de normale extérieure e,. Cela vient du fait que I'angle TTT est assez
faible et donc la propagation des ondes dans le sens verticale est proche d’un comportement
isotrope. La réflexion d’onde P en onde S est aussi plus forte avec une CLA isotrope, ceci
peut notamment se vérifier en comparant les échelles de représentation des calculs. Enfin, les
réflexions de 'onde S sont comparables et cela est cohérent puisque l'onde S est & chaque fois
modélisée de la méme fagon.

Non-elliptique

Pour construire la CLA TTI, nous avons supposé que le milieu est elliptique (et donc
artificiel). Cela a eu pour conséquence de simplifier les calculs en éliminant le parametre &
et la condition obtenue ne dépend donc pas de ce parametre. Nous émettons le postulat que
la condition obtenue est aussi valable dans un milieu non elliptique (et donc réel) en nous
appuyant sur la remarque que la CLA d’ordre faible pour un milieu VTI ne dépend pas non
plus du parametre d et que les deux milieux s’expriment simplement 'un par rapport a ’autre
via une rotation. En reprenant ’exemple de configuration non-elliptique dans un domaine
homogene avec les parametres précisés dans le tableau 3.1 et pour une source élastique, nous
obtenons les résultats de la Fig. 3.7, qui sont en effet similaires & ceux du cas VTT (Fig. 2.10).
La comparaison avec 'utilisation d’une CLA isotrope est présentée Fig. 3.8. De méme que
pour le cas elliptique, les réflexions de l'onde P sont beaucoup plus fortes avec une CLA
isotrope.
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3.1. Processus de construction en 2D
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FIGURE 3.3 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration TTI homogene 2D
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102 (f) source S, échelle de couleur fixée a t = 7s
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FIGURE 3.4 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration bi-couche bande TTI 2D
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(c) source P, échelle de couleur fixée & t = 1s

(d) source P, échelle de couleur fixée a t = 7s
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source S, échelle de couleur fixée & t = 1s
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(f) source S, échelle de couleur fixée & t = 7s 103
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FIGURE 3.5 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a droite) sur la configuration bi-couche coin TTI 2D
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(a) source PS, échelle de couleur fixée & t = 1s : 2.00
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(b) source PS, échelle de couleur fixée & t = 5s : 0.14
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source P, échelle de couleur fixée a t = 1s : 1.68
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source P, échelle de couleur fixée & t = 5s : 0.06

source S, échelle de couleur fixée a t = 1s : 2.00
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104 source S, échelle de couleur fixée a t = 5s : 0.14

FIGURE 3.6 — Comparaison avec la CLA isotrope a ¢t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de gauche a droite)
dans la configuration homogene TTI 2D
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FI1GURE 3.7 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a ¢t = 1s, 2s, 5s et 7s pour un
cas 2D TTI non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.10 aux temps
respectifs t = 1s et t = 5s.

=

FI1GURE 3.8 — Comparaison avec la CLA isotrope a t = 1s, 2s, 5s et 7s dans un milieu 2D TTI
non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.16 aux temps respectifs ¢t = 1s
et t = 5s.
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source PS, échelle de couleur fixée a t = 5s
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux TTI

3.1.4 Stabilité des probléemes mixtes TTI 2D

Comme a la section 2.3.1, le systeme de ’élastodynamique (1.5) est lié a la fonction

1
E(t) = 5(] v \%Iyp—i—]\g] \é o-1)- Nous supposons que la solution du probléme est assez réguliere

pour avoir :
d
%E(t) = /F (on)vdx (3.48)

Nous nous plagons sur une frontiére I'y, = {z = 0}. Le vecteur n est la normale extérieure
a Ty doncn = (1,0) et an = (044, 04-). Enfin, les composantes de g sont définies par la CLA
TTI du systeme (3.41). Ainsi :

LE(t) = - / [\/p‘/;,\/HZ cos? 0 + sin? 0[(k cos? 0 + sin® A)v, — (k — 1) cos B sin Hvz}?g 1)
Is :
+pVisv2]dx

Comme cette quantité est négative, I’énergie du systeme continu est décroissante, ce qui as-
sure la stabilité du probleme de I’élastodynamique 2D TTI avec la CLA (3.41).

En suivant les mémes étapes qu’au chapitre précédent, nous pouvons affirmer que I’énergie
Esemid (t) =< at]\4vVh,Vh >+ < atMa,C_lo-hv Oh >) (350)

associée au probleme mixte semi-discret obtenu en appliquant une formulation DG avec flux
centrés est décroissante. Enfin, pour que la quantité

1 1
n+s n—s

1 1
E" = 5 < Myvi,vi > t5 < My o0, 2,0, * > (3.51)

associée au probleme mixte discret obtenu en combinant au probleme semi-discret un schéma
en temps de type Leap-Frog soit une énergie, il faut et il suffit que la matrice

AéthRg(Mmc)l(Rg)T (3.52)

M, —
soit positive, ce qui définit une condition de stabilité du schéma de type CFL

At?
1=~ Mmaz > 0 (3.53)

ol Ajmaz est la plus grande valeur propre de la matrice M, 1R,,(]\Jmcq)_l(RC,)T.

Remarque 3.5 Dans le code DIVA, nous mesurons l’énergie discréte suivant la formule (3.51).
Nous avons également modifié la CFL en implémentant la méthode de la puissance (voir al-
gorithme 2.1), qui a l'avantage de s’appliquer indépendamment a des configurations isotropes
et anisotropes.
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3.1. Processus de construction en 2D

3.1.5 Courbes d’énergies de I’étude TTI 2D

De méme que pour les cas isotrope et VT, la Fig. 3.9 décrit le comportement de 1’énergie
discrete pour des sources données par une onde P, une onde S et une source PS. Ces expériences
se rapportent aux images des fronts d’ondes présentées sur les Fig. 3.3, 3.4 et 3.5. Nous
rappelons que ’énergie s’exprime en J.s 2 car nous travaillons en vitesse et non en déplacement
(et en considérant la masse volumique en 2D comme une masse surfacique). Le cas homogene
permet de décrypter les différentes étapes de la simulation. L’énergie croit fortement puis
décroit par paliers. C’est sur le second palier, & t = 5s environ, que lefficacité d’'une CLA
peut étre mesurée. Sur les trois configurations i.e. homogene, bi-couches bande et coin, les
différences entre les trois types de source sont les mémes que pour les cas isotrope et VTI. Une
simulation avec une source PS a une courbe d’énergie correspondant plutét a 1’ absorption de
I’onde S et ne permettant pas de distinguer les petites réflexions de I'onde P.

Comparaison avec la CLA isotrope

En utilisant une CLA isotrope dans une milieu TTI, nous avons observé a la Fig. 3.6
que les réflexions d’ondes P étaient tres fortes. L’étude de ’énergie sur le cas homogene de
cette expérience est présentée sur la Fig. 3.10. Les courbes de la source en onde P confirment
les observations, les réflexions de 'onde P transformée en onde P, palier a 0.1, mais aussi
transformée en onde S, avec un palier a 0.01, sont plus fortes avec une CLA isotrope qu’avec
une CLA TTI ou nous observons un palier en dessous de 0.01. En comparaison avec les
simulations dotées d’une source en onde PS ou en onde S, la premieére réflexion (onde P
transformée en onde P) se produit alors que I'onde S n’est pas encore totalement absorbée
et la deuxiéme réflexion (onde P transformée en onde S) a une intensité plus faible que les
réflexions de 'onde S (transformée en ondes P et S). Ces réflexions sont visibles sur les images
des fronts d’ondes mais ne se détectent que sur les courbes d’énergie de la simulation avec
une source en onde P.

Non-elliptique

Les énergies correspondant aux expériences avec un milieu TTI non-elliptique (Fig. 3.7)
sont présentées Fig. 3.11 pour une source élastique. Le comportement est le méme que pour un
milieu TTI elliptique (Fig. 3.9). La comparaison avec le cas homogene pour une CLA isotrope
ou VTI est présentée a la Fig. 3.12, correspondant a I'expérience de la Fig. 3.8 ou la CLA
isotrope est utilisée dans un milieu TTI non-elliptique. Comme la source est élastique, les
réflexions de 'onde P visibles sur les images ne sont pas évaluables par les courbes d’énergie.

Simulation en temps long

Nous avons prouvé la stabilité du probleme mixte discret modulo une condition CFL.
Néanmoins, nous savons que l'utilisation de conditions aux limites instables peut faire que la
solution numérique se mette a croitre de facon exponentielle apres un temps long de simu-
lation, c’est-a-dire bien apres les réflexions des ondes. Nous proposons donc ici de mesurer
I’énergie discrete pour un temps long de simulation. La Fig. 3.13 regroupe les énergies discretes
mesurées sur des cas TTI elliptique et TTI non-elliptique pour des configurations homogene,
bi-couches bande et coin avec une source élastique. Une fois la précision machine atteinte, la
mesure de 1’énergie ne montre aucune instabilité en temps long.
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FIiGURE 3.11 — Energie discrete dans les cas TTT 2D non-elliptique
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FI1GURE 3.12 — Comparaison avec les CLA isotrope et VTI sur un cas T'TI 2D non-elliptique
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3.2 Coefhicients de réflexion de la CLA TTI 2D

Au paragraphe précédent, nous avons étudié la stabilité de la CLA. Celle-ci est démontrée
a l'aide d’une technique énergétique. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux réflexions
causées par le bord absorbant. Il s’agit donc d’analyser le comportement de la solution du
probleme mixte.

Nous considérons ici un domaine semi-infini {2 : = €] —o00, 0]} avec une CLA en {z = 0}.
Au bord du domaine, la condition aux limites absorbante réfléchit une partie des ondes. Une
onde P produit deux réflexions d’ondes notées PP et PS, et une onde S produit deux réflexions
d’ondes notées SP et SS. Le champ d’onde total est la somme de ’onde incidente et des ondes
réfléchies :

Y S (ZI N & S ) (3.54)

avec (I, J) représentant (P, S) pour une onde incidente P et (.S, P) pour une onde incidente S.

Soit la matrice de ’équation de dispersion du systeme de 1’élastodynamique en dimension
deux :

15 _ < Chiky® + Cssk.® + 2C15kg k. Ciska® + (Cs5 + Crs)kak. + C35kz2>
T2 Cisks® + (Cs5 4 Ci3)kak + Cask? Csska® + Cs3k.? + 2Cs5k, k.
(3.55)
ou C' est la matrice d’élasticité TTI 2D (3.1).
Sous I’hypothese d’ellipticité (k = /1 + 2e = /1 + 2J), les vecteurs propres de la matrice

Er7r2p sont donnés par :

(X cos? 0 + Z sin? 0)ik, + cos O sin (X — Z)ik,
cos0sin (X — Z)iky + (Z cos® 0 + X sin? 0)ik,
(3.56)

—cosOsinf(X — Z)ik, — (Z cos? 0 + X sin? )ik,
(X cos? 0 + Zsin? 0)ik, + cos Osin (X — 2Z)ik,

avec X = \/k2V2 + V2 et Z=,/V2 + V2. L’angle 0 étant le coefficient de Thomsen de rota-

tion TTI.
Nous notons Ay et Ay les coefficients de réflexion. Ils interviennent de la fagon suivante :

e [(Xcos®0+ Zsin?0)ik, + cosOsin0(X — Y)ik,\ , .
~ \cosOsinf(X — Y)iky + (Z cos® 0 + X sin? )ik,

wr - —(X cos® 0 + Zsin? 0)ikh + cosOsin (X — Y)ik, - (3.57)
—cosOsin (X — Y)ikh + (Z cos? 0 + X sin? 0)ik,
e cos0sin (X — Y)ikS — (Z cos? 0 + X sin® )ik, e
u = s
—(X cos® 0 + Zsin? 0)iks + cosfsin (X — YV)ik, ) "
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3.2. Coefficients de réflexion de la CLA TTI 2D

avec

inc jwt+ikzx+ik,z iwt+ik£z+ik£z

P —¢ iwt+ik] x+ikd 2 (358)

I J
, P =¢ y P =¢€

pour un bord de normale extérieure colinéaire a e,, sur lequel nous avons k‘Z] = kg =k,.

Les coefficients de réflexion de I'onde S peuvent s’exprimer, comme en VTI, en fonction
d’un parametre #y qui correspond a ’angle d’incidence de ’onde sur le bord absorbant. Ce
parametre détermine la valeur des rapports 5 Pour 'onde P, comme le front d’onde est in-
cliné, il est plus simple de se référer directement a I'un de ses rapports. Nous choisissons % et

méme plus directement k.. La Fig. 3.14 représente ces rapports pour une onde incidente P ou
k . , . . o , k. sin 6y
S. Le rapport 7= peut toujours se déterminer par trigonométrie pour 'onde S : — = — %
w s

. kL kJ P s
Contrairement au cas VTL, les rapports £z %z ot “ ne se déduisent plus par symétrie
, pp o, et 2 plus par sy

et par la loi de Snell-Descartes. Ils se calculent maintenant wvia les équations du cercle et de
I’ellipse
Gko + Eokok, + E3k2 =1 (3.59)

avec

& = pV2(k*cos? 0+ sin? 9)
§ = 2cosfsinfpV2(k* —1) (3.60)
& = pV2(k%sin® 6 + cos? 0).

Ainsi, il est possible d’écrire, a k, fixé :

(ke _ =Gk + VR —46(GR2 1) Ky —Gk. — VE2E — 46 (62 — 1)
w 26, ) 261 '
kS 1
et = = —,/ — — k2, pour l'onde P, (3.61)
w V2
S P _ _ 2¢2 2 _
ky _ 005907 Ky _cos@o’ki _ —&ok, VE2ES — 461 (&34 1)’ pour P'onde S.
w Vs w Ve " w 2&,

Les coefficients de réflexion ne sont plus symétriques en k, ou 6y comme en VTI. Pour
I'onde S, le parametre angulaire 6y parcours 'intervalle [—-7, 7]. Pour 'onde P, les extrémités
de l'intervalle de k, correspondent aux points de la courbe de lenteur ou les vitesses de groupe

sont verticales, c’est-a-dire aux points ou la tangente est horizontale (voir Fig. 3.15). Ces points

Vg 2VE
V- + 468" /- + 466

sont la double racine de ’équation de lellipse a k,, fixé : k, €

Remarque 3.6 Au-dela d’un certain angle critique, et comme physiquement Vs < Vj,, le
P
rapport % devient complexe pour l'onde S. De plus, pour les deux ondes, au-dela d’un autre

P
angle critique, les rapports % et % sont tous les deux du méme signe. Nous retrouvons
également cette propriété sur la Fig. 3.14.
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FIGURE 3.14 — Schéma des angles intervenant dans la réflexion de l'onde P (gauche) et de
I'onde S (droite), en TTI

=

FIGURE 3.15 — Domaine d’étude des coefficients de réflexion de I'onde P et de 'onde S en
TTI

Sur un bord de normale extérieure colinéaire a e, le champ total u vérifie la CLA (3.41) :

Cllaaru:v + Cl38zuz + Cl5aacuz + Cl5azuac

26 + sin? 0
= pV, (n;cf)zz o sillr; 0)i/2 O¢[(k cos? 0 + sin? 0)u, + (k — 1) cos  sin Hu,]

C150.uz  + C350;u; + Cs50pu; + Cs50,u,
(k —1)cosfsind
L - r (K2 cos?  + sin? 9)1/2

Ot[(r cos® O 4 sin? 0)uy + (k — 1) cos O sin Ou.] + pVi0su.

(3.62)
Comme au chapitre précédent, la suite du processus consiste a utiliser (3.57) dans la
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3.2. Coefficients de réflexion de la CLA TTI 2D

premiere et la derniére équation de (3.62), pour 'onde P ou l'onde S. Ensuite, le fait de se
placer sur la frontiére, c’est-a-dire en {x = 0}, permet de simplifier les exponentielles (3.58)
des termes p* qui sont toutes égales. Il en résulte un systéme matriciel sur 'onde P ou 'onde
S. Malheureusement, les solutions de ce systeme sont trés complexes et le logiciel Maple™
est dans 'incapacité d’en fournir un développement limité. Il reste néanmois la possibilité de
calculer ces coefficients pour des parametres physiques donnés, voir annexe A.6.

La Fig. 3.16 représente les coefficients de réflexion pour un milieu TTI elliptique, avec la
CLA TTI, la CLA VTI et la CLA isotrope. Les courbes ne sont plus symétriques comme en
VTI mais présentent tout de méme des similitudes avec les courbes VTT (Fig. 2.19). Il existe au
moins un point, hors extrémités, sur chaque courbe de CLA TTT ou les réflexions sont nulles.
Aux extrémités, ce qui correspond a la notion d’incidence rasante en TTI, les coefficients App
et Agg générent une réflexion totale. Le coefficient Apg est assez faible tandis que le coefficient
Agp est plus important. De plus, Apg et Agp sont nuls aux extrémités mais présentent un
pic tout proche. D’ailleurs, la courbe Agp de la CLA TTI dépasse la valeur de 1 dans cette
zone.

La comparaison entre 'utilisation d’'une CLA TTI et d’'une CLA VTI ou isotrope dans un
milieu TTT met en évidence la supériorité de la CLA TTI au centre des intervalles d’observa-
tion, correspondant a la notion d’incidence normale en TTI. Ceci s’observe par des coefficients
moins élevés et surtout par les coefficients App et Apg des CLA isotrope et VTI qui sont
plus importants dans cette zone. Les choix d’approximation et de simplification ont été faits
dans ce sens. Par contre, contrairement au cas d’un milieu VTI, les courbes des CLA isotrope
et VTI ne sont pas toujours en-dessous des courbes de la CLA TTI dans les zones proches
des extrémités.

Remarque 3.7 Ces résultats sont a corréler avec les images des fronts d’ondes de la CLA
TTI (Fig. 3.3), de la CLA isotrope dans un miliew TTI (Fig. 3.6) et des courbes d’énergies
discrétes (Fig. 3.10).
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FIGURE 3.16 — Coeflicients de réflexion de la CLA TTI 2D pour V,, = 3000 ms™, Vy =
1750 m.s™!, € = 0.25 et # = 30°, en fonction de #y ou k., en rouge trait plein, comparaison
avec l'utilisation d’'une CLA VTI, en bleu trait pointillé et d'une CLA isotrope, en vert trait
semi-pointillé, dans le méme milieu TTT elliptique

3.3 Extension au cas 3D

3.3.1 Construction d’une CLA pour un matériau TTI 3D

Nous allons suivre la méme démarche qu’en dimension deux, détaillée dans la section 3.1.
Ici encore, nous nous placons dans un contexte d’anisotropie elliptique, c’est-a-dire en fixant
6 = e. Cette hypothese se justifie apres avoir observé que le coefficient de Thomsen d n’appa-
raissait pas dans la CLA d’ordre faible VTI 2D (2.53) et qu’un milieu TTI 2D peut se décrire
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3.3. Extension au cas 3D

comme une rotation d’un milien VTI 2D. En dimension trois, cette propriété est toujours
vraie et nous allons ’exploiter encore une fois.

En dimension trois, un matériau élastique laisse se propager trois ondes : une onde P et
deux ondes S. Dans le cas d’un matériau isotrope, les deux ondes S sont confondues mais dans
le cas d’'un matériau anisotrope, les deux ondes S sont indépendantes. Pour I'anisotropie de
type transverse isotrope, les deux ondes S sont différenciées par le coefficient de Thomsen -~y
défini dans (1.22).

Surfaces de lenteur

Les surfaces de lenteur sont treés commodes pour représenter ’anisotropie d’un milieu.
La Fig. 3.17 les représentent sur un cas isotrope. En dimension trois, les surfaces de lenteur
sont des spheres pour les cas isotropes. Les Fig. 3.18 et 3.19 concernent les cas VTT et TTI
respectivement, en différenciant les configurations elliptique et non-elliptique. Les courbes ont
6té obtenues via des calculs réalisés & partir du logiciel Maple™ (voir annexe A.7). Comme en
dimension deux, le fait de considérer un cas d’anisotropie TI elliptique conduit a des formes
simples a paramétrer. La surface de lenteur de 'onde P forme un ellipsoide de révolution
(aplati dans le plan (z,y) en VTT). Celles des ondes S forment une sphere et un ellipsoide de
révolution (également aplati dans le plan (x,y) en VTI).

/m)os \\\\ /m)os - /m)oe \\\\

/ g / g / g
/ 0.0004 / 0.0004 / 0.0004
\
/
/

J /
/
//

/ \ / /
{/ 0.0002 \ {/ 0.0002 \ (/ 0.0002 \
-pooos " \-00002 0 00002 0004 0.0005  -p0o00s  |-0.0002 O] 0.0002 }.0004 0.000p  -p.0006  \-0.0002 0] 0.0002 §.0004 0.000
|
\ -0.0002 / \\ -0.0002 / \\ -0.0002 /
/ /
\ / \ / \

\, \, \,

N ~0.0004 \ ~0.0004 \ ~0.0004
\ AN \
AN AN AN

_ - _ P _ P
Nooos - Nooos - Nooos -

FIGURE 3.17 — Surfaces de lenteur élastiques isotropes : plan (z,y) (& gauche), plan (z, z) (au
milieu) et plan (z,z) (& droite) avec p = 1 kg.m™>, V,, = 3000 m.s~! et V; = 1800 m.s~*,
pour les ondes P en rouge trait plein, pour les ondes S en bleu trait pointillé et vert trait
semi-pointillé

La méthode de construction d’'une CLA TTI pour la 3D s’appuie sur la formulation d’un
changement de variables basé sur des géométries simples comme la sphere ou l'ellipsoide de
révolution. Ces géométries sont dictées par les formes connues des surfaces de lenteur. Nous
choisissons comme référence le cas isotrope et les solutions du probléme correspondant sont
repérées grace au symbole étoile. Soit (v*, g*) la solution du probleme de propagation d’ondes
élastiques isotropes et (v, o) celle du probléeme anisotrope TTI elliptique. Nous allons exprimer
la relation entre ces deux solutions et nous l'utiliserons ensuite pour déduire une CLA TTI
d’une CLA isotrope. Les géométries simples des surfaces de lenteur fournissent un premier
changement de variables entre les modes de propagation des systéemes isotrope (k;,k;,k;)
et TTI elliptique (kg,ky,k-). Il reste a déterminer, par identification, les changements de
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(b) configuration elliptique (6 =€)

FIGURE 3.18 — Surfaces de lenteur élastiques VTI : plan (z,y) (a gauche), plan (y,z) (au
milieu) et plan (z,z) (& droite) avec p = lkgm™>, V, = 3000 m.s~!, Vi = 1800 m.s™,
e =0.25, 0 = 0.10 et v = 0.20, pour les ondes P en rouge trait plein, pour les ondes S en bleu
trait pointillé et vert trait semi-pointillé

variables sur les vitesses v et v* et les tenseurs des contraintes o et o*.

CLA TTI elliptique pour les ondes P

Comme en dimension deux, les surfaces de lenteur des ondes P et des ondes S sont
découplées, ne permettant pas de formuler un changement de variables sur les trois formes
géométriques en méme temps (voir Fig. 3.17, 3.18 et 3.19). Nous allons donc & nouveau
découpler les problemes pour construire des CLA TTI pseudo-acoustiques pour les ondes P et
les ondes S. Lorsque v = 0, les ondes S sont confondues, permettant de déduire directement
la CLA d’ordre faible T'TT elliptique pour les ondes S a partir de la configuration isotrope. La
démarche est alors similaire a ce que nous avons fait en 2D. Lorsque v # 0, la surface de len-
teur d’une des ondes S est toujours une sphere, mais celle de la seconde est un ellipsoide. Cet
ellipsoide admet les mémes axes principaux que la surface de lenteur de 'onde P et seuls les
rayons different. Cependant, le processus de construction de la CLA pour cette onde S s’avere
plus compliqué que pour l'onde P car il nécessite de découpler les deux ondes S. La suite
des développements se concentre sur la construction d’'une CLA d’ordre faible TTT elliptique
pour les ondes P, c¢’est-a-dire en fixant temporairement V; = 0 (ce qui ne fait plus intervenir 7).
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(b) configuration elliptique (6 =€)

FIGURE 3.19 — Surfaces de lenteur élastiques TTI : plan (z,y) (& gauche), plan (y,2) (au
milieu) et plan (z,2) (& droite) avec p = 1 kgm ™3, V,, = 3000 m.s~!, V, = 1800 m.s !,
e =0.25,0 =0.10, v = 0.20, 8 = 30° et ¢ = 15", pour les ondes P en rouge trait plein, pour
les ondes S en bleu trait pointillé et vert trait semi-pointillé

Etape 1 : changement de variables sur les modes de propagation a ’aide des formes géo-
métriques sur les surfaces de lenteur. Il s’agit de lier le vecteur d’onde k = (ky, ky, k;) du
milieu TTT elliptique au vecteur d’ondes k* = (kj, ky;, k%) du milieu isotrope. Nous proposons
le changement de variables suivant :

ky = puky + pioky + pisk?
pa1ky + pooky + posk’ (3.63)
k: = paiky + psoky + pssk?

=
<
|

ou {uj}, 1 <1,j < 3 désignent les coefficients & déterminer.

En rappelant que les composantes k., k, et k, du vecteur d’onde peuvent s’interpréter
comme les symboles des dérivées d,, 0, et 0., ce changement de variables peut étre réinterprété
comme un changement de variables dans le plan (z,y, z) de la forme :

¥ = pnw + p21y + p3iz
¥ = 12T + 2oy + 32z (3.64)
¥ = 13T + po3y + pszz
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Nous avons choisi de construire une CLA posée sur la frontiere {x = 0} de normale
extérieure e,. La frontiére artificielle étant une donnée du probleme, le changement de va-
riables ne doit pas la modifier et donc préserver la droite d’équation z = 0. Or, appliquer une
rotation d’angles TTI 6 et ¢ n’est pas compatible avec cette contrainte. Nous devons donc
construire une bijection entre une sphere et un ellipsoide et conservant la droite x = 0. Pour
cela, il faut éliminer les coefficients agissant sur les dérivées en y et z. Nous imposons donc
o1 = p31 = 0 Il reste alors un degré de liberté a fixer qui consiste a choisir poo, o3, ts2 ou
133, du a 'invariance par rotation autour de I'axe TTI. Quel que soit le parametre fixé, nous

obtiendrons la méme CLA et le choix est celui qui nous semble simplifier le plus les
calculs.

En résumé, le changement de variables a déterminer est de la forme :

ke = puky + pioky + pask;
ky = pooky + pask; (3.65)
k. = pssk’

De plus, nous imposons que le déterminant du systeme (3.65) soit positif pour conserver
lorientation du repere, c’est-a-dire p11poop33 > 0. Nous pouvons alors remarquer que nous
cherchons a exprimer analytiquement la combinaison d’une dilatation d’axe e, de rapport
p11, d'une dilatation d’axe e, de rapport pge, d’'une dilatation d’axe e, de rapport pus3 et
d’une transvection telle que

H11 M2 M3 i 00 1 % %
0 poo pa3 | =10 pa O o 1 £ (3.66)
0 0 pus3 0 0 puss 0 0 1

Les formes géométriques des Fig. 3.17, 3.18 et 3.19 ont une représentation analytique
connue que nous allons exploiter. Nous avons :
— les modes de propagation des ondes élastiques isotropes (kJ, k;,, k%) satisfont la fonction
quadratique :
PVIES? + pVi2ks? + pViks? =1 (3.67)

— les modes de propagation des ondes élastiques TTI elliptiques (kg, ks, k.) satisfont
I’équation générique :

Gki + Eokaky + Eskak. + Gk, + Ehyk. + Gek2 = 1 (3.68)
avec :

& = pV2(k?cos? 0 cos? ¢ + w2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢
P

& 2 cos ¢ sin ¢ sin OpVp? (k2 — 1)

&3 25sin 0 cos ¢ cos pV p? (k2 — 1)

& = pV2(k?cos?sin? ¢ + k2 cos? ¢ + sin? O sin? ¢
PVp

5 2sin A sin ¢ cos pVp? (k2 — 1
3 pVp
_ 20,2 ;2 2
§6 = pV, (r°sin”0 + cos” 0)

(3.69)

120



3.3. Extension au cas 3D

En substituant les équations du systeme (3.65) dans la relation (3.68), il vient :

= & (R + pdky® 4 pshks® + 2#11#1216*/6; + 2p01 sk kE + 2pn2p013k k)
& (pnipaskiky + pa1pioskiks + priapaskss® + (p12p03 + paspaz) kiks + pasposks?)
&3 (p11psskiks + paopisskpks + paspssks”)
& (u3aky” + Mzgk*Q + 22 p3ky k)
&5 (aapsskyks + pospsshs®)
&6 M33k§2

(3.70)

o+

puis en factorisant :

(

= @2 51,“%1
kpky (§12p11 112 + Eapi11 p22)
kxks (&12p11p13 + Eoprr1 po3 + E3p0111433)
@2 (G139 + Eopiopion + Eaptdy)
kyky (§12pm2pm3 + a(pizpas + pspaz) + E3papiss + Ea2puazpas + Esp2p433)
k2% (&pds + Eapspos + Eapispiss + Eapds + Espiaspiss + Eopds)

(3.71)

+ 4+ +++

\

Par identification de (3.71) avec I’équation de la sphére (3.67), en simplifiant par p1; dans
les équations 2 et 3 et en simplifiant I’équation 4 a I’aide de ’équation 2 et les équations 5 et
6 a l'aide de ’équation 3 puis en simplifiant par pso dans I’équation 5, il vient :

&1pt = pV2

§12p12 + Eopto2 =0

§12p013 + oo + E3433 =0 (572)
—&1 5o + Eafidy = pV?

Sap13 + §a2p03 + 533 =0

—&1pTs + Eapizs + Espaspss + Eopzz = PV

Le changement de variables sur les modes de propagation (3.63) est maintenant déterminé :

p11 = /1/k%cos?cos? ¢ + k2sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢

p1e = (k2 —1)cos¢singsin® 0/r+/(k2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin® ¢ + sin’ 0 cos? ¢) (k2 cos? O + sin’ 6)
1z = (k% —1)cos@sinf cos (;S/H\/,‘i2 cos? 0 + sin? 0

oz = \/kZcos?0cos? ¢+ k2sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢/k\/ K2 cos? 0 + sin? 0
poz = (k2 —1) cos fsin 0 sin ¢/k\/ K2 cos? 0 + sin? 0

[33 = %\/52 cos2 0 + sin? 0

(3.73)

ou nous avons fixé arbitrairement py; > 0, peg > 0 et psz3 > 0, ce qui respecte bien
pi1 233 > 0.

Etape 2 : changement de variables sur la vitesse. Les notations (vZ, vy, V%) et (Vg, vy, vz)

représentent les composantes de la variable vitesse pour les systemes isotrope et TTI elliptique
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respectivement. En procédant comme a I’étape 1, nous proposons le changement de variables :

— * * *
Vp = Q11V; + Q2vy + Q1307
vy = Qo1Uy + a2y + o3Vl (3.74)
vz = a31v) + 320y + a33v;

ou les coefficients {ay;},1 < 4,5 < 3 désignent les coefficients a déterminer. Le probleme se
réécrit de facon matricielle comme :

v =Av* (3.75)

avec vV = (g, vy, ;) et avec la matrice

a1z o3
A= o axn o (3.76)
azr Q3 033

En utilisant le systeme de ’élastodynamique au second ordre, nous faisons disparaitre
la variable auxiliaire du tenseur des contraintes, ce qui permet de ne plus considérer que la
variable vitesse. Pour un matériau TTI elliptique, ce systeme s’écrit sous forme matricielle
apres transformée de Fourier en espace :

pOiv = [Cook + Caykigky + Cuzkks + Cyykl + Cyokiyk. + Cuzk2]v (3.77)
avec
Cii Cis Cis 2C6 (Ci2+ Ce6) (Cra+ Csp)
Coe = | Ci6 Co6 Cs6 |5 Coy= | (Cr2+ Cés) 2C% (Cap + Cas)
Ci5 Cs¢ Css (Cia + Cs6) (Cap + Cas) 205
205 (Cra+Cs6) (Ciz + Css) Ces Cos Cus
Cr: = | (Cra+ Cs) 2C46 (C36+Cus) |, Cyy =1 Cas Caa Coy |, (3.78)
(Ci3+ Cs5) (Cs6+ Cus) 2C35 Ci6 Coy Cuyy
2C56 (Ca6+ Co5) (C36 + Cus) Css Cus Css
Cy: = | (Cs+ Cos) 2C4 (Cos+Cuy) |, Coo = | Cus Cyg Cyy
(C36+ Cus) (Caz + Cua) 2034 C35 C34 Cs3

ou C' désigne la matrice d’élasticité TTI (1.26) calculée pour le cas elliptique (ie 6 =€) et en
fixant Vi = 0.

Pour un matériau isotrope et en fixant V5 = 0, le systéeme de 1’élastodynamique au second
ordre s’écrit sous forme matricielle, apres transformée de Fourier en espace :

POV = pV2 Lok + Loykskls + Lookk: + Lkl + Lakiks + Lok v (3.79)
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3.3. Extension au cas 3D

avec v* = (vy, vy, v%) et

100 01 0 00 1
L = |00 0|, Ly=|100]|,L.=|0 0 of,
00 0 000 100
(3.80)
000 00 0 00 0
Iy, = o1 0|, L.=]0o0 1|, L.= [0 0 0
000 010 00 1

Nous poursuivons ensuite en exprimant (&, ky, k) en fonction de (k7, &y, k) grace a (3.73)
puis en remplacant (v, vy, v,) grace a (3.74) et en injectant le tout dans le systeme (3.77). 11
vient :

(PO AV = [ Cualpin1k} + piokyy + pisk?)>+

Coy(p1ky + pioky + pisk?) (pazky + posk?)+
Cuz(p11ky + pazky + pasky)ussk:+
Cyy(panky + posk?)*+
Cyz(pazky + poshk?) pask’+
szﬂ?‘)?,k;? JAv*

(3.81)

et qui se réécrit :

pORAV* = pf, Cuak®+
(2p11 12020 + p11p22C0y ) krky+
(2p11113C 20 + p110023C 0y + p1111133C52 ) bk + (3.82)
(N%gcm + p12p22C%y + M%zcyy)k;2+
(2u12p13C%z + (pa2pt23 + pasp22) Cry + p12433C s + 2p22p123Cyy + po2p33Cyz) kyk.+
(

1133050 + p13p23Cay + p131133C 0 + 133Cyy + pio3pia3Cys + 13302 ) k2> AV

Par construction, le systéeme (3.82) doit étre équivalent au systéme isotrope (3.79). Nous
procédons donc a l'identification terme a terme qui conduit a un systeme de six équations
matricielles de la forme :

A} O A = oV,  (3.83a)
AN (2pu11 1120 + pa1p122C0y) A = Vil (3.83b)
A7 (2p11 113000 + p11p23Cay + pi111133C52) A = pV2l,. (3.83c)
AN (13 Crs + 12pi22Cly + 135Cy) A = pVily,  (3.83d)
AN 21201300 + (pa2f123 + pa3iiaz) Cry

+124133C0z + 2i021123Cyy + poop3zCyz) A = pVi2I,. (3.83e)
AN (1353 C + m13p123Cay + p131133C

+N%3ny + p23p33Cyz + M§3CZZ)A = PV;)QIZZ (3.83f)
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Remarquons que si A est solution de (3.83), alors AA est également solution, pour tout
A € R*. Le changement de variables est donc déterminé & une constante multiplicative pres.

Nous introduisons :

;

R = oo 0 R
I

.

X

—‘[pTVp(n sin? ¢ + cos? ¢(k cos? O + sin? )

prvp(’f — 1) cos ¢sin ¢ sin? 6
@(H — 1) cos @ sin 6 cos ¢
VPVp (k — 1) cos ¢sin ¢ sin? 0

zy

‘/f;/” ((k — 1)(cos? ¢ + k) cos? § 4 ksin? ¢ + cos? ¢)

_\CL;/P(K — 1)k cos @ sin O sin ¢ (3.84)
prvp(n — 1) cos @ sin 6 cos ¢
prVp(H — 1) cos @ sin O sin ¢

pr‘/”(/ﬁ cos? 0 + sin? 0)

VK2 cos? 0 cos? ¢ + 12 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢

y = VkK2cos20 + sin?0

et les matrices intervenant dans les équations (3.83a), (3.83d) et (3.83f) peuvent se réécrire :

a’> ab ac

A_l ab b2 be | A = P‘/;;lez
ac be 2
d> de df

ATl de € ef |A = pV2I, (3.85)
df ef f?
9> gh gi

A7l gh B? hi|A = pVPQIZZ
gi hi i°

ce qui conduit aux relations :
azr = anb/a
azr = aqc/a
= d
oz = oxdfe (3.86)
aza = anf/e
a3 = aszg/i
a3 = assh/i
En se servant de ces relations, les équations (3.83b), (3.83c) et (3.83¢) donnent :

Qg = —0411f (3.87)
a33 = —o11?
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3.3. Extension au cas 3D

Il reste une indéterminée qui traduit le fait que le changement est déterminé a une
constante pres. Si nous fixons arbitrairement a7 = a, la matrice de passage devient :

a1 2 o3 a —d —g
A= {ao1 ax ax|=|b0 —e —h (3.88)
a3z 32 (33 c —f —i

Le changement de variables sur les vitesses (3.74) s’écrit alors :

ki sin? ¢ + cos? ¢(k cos? O + sin? 9)

vy =PVl — vy
sV VK2 cos?0cos? ¢ + k2sin® ¢ + sin2 0 cos? ¢
B (k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? @ o
VK2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? g/ k2 cos? 6 + sin? 6 Y
(k—1)cosf@sinfcos¢p |
VK2 cos? 6 + sin? 0
(k — 1) cos ¢sin ¢ sin? 6
vy = VPVl >

VK2 cos?0cos? ¢+ k2sinZ ¢ + sin? f cos? ¢

(k — 1)(cos® ¢ + k) cos? 0 + ksin® ¢ + cos? ¢ © (3.89)
- v )
VK2 cos2 0 cos? ¢ + k2 sin® ¢ + sin? 0 cos? ¢/ k2 cos2 0 + sin®f

(k — 1) cos 0 sin 0 sin gbv*
VK2 cos2 0 + sin2 0

(k — 1) cosBsinf cos ¢ N

v
/K2 cos? 0 cos? ¢+ k2sin ¢ + sin?fcos2 ¢

vz = VPVl

(k — 1)Kk cosBsin O sin ¢ N

+ vy
VK2 cos2 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? g/ k2 cos? 0 + sin® 0

(kcos? 0 + sin? 0) -

_ : *
\ VK2 cos20 +sin? 0

Etape 3 : changement de variables sur le tenseur des contraintes. Nous conservons les mé-
mes conventions que précédemment si bien que ¢* et g représentent les tenseurs des con-
traintes des systemes isotrope et TTT elliptique respectivement. De plus, dans le systeme de
Iélastodynamique isotrope en ondes P (i.e. en fixant Vs = 0), le tenseur des contraintes se
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux TTI

résume a une seule variable p*. Nous posons le changement de variables :

Oxx — ,81]3*
Oyy — Bap™
Ozz = B3p*
oy = Bupt (3.90)
Orz — /85]3*
Ozy — Bﬁp*

ol {f;}1<j<e désignent les coefficients a déterminer.

En procédant comme dans I’étape 2, il suffit d’écrire le systéme de 1’élastodynamique (1.5)
pour un matériau isotrope en fixant Vs = 0 et en appliquant une transformée de Fourier en
espace :

pou* = kip*
porvy* = kyp*
POt = kipt

Orp* = prQ(k;Uw* + kyv.* + kiv.*)

(3.91)

puis pour un matériau TTI :

Patvx = kyOupr + kyo-:ry + k.0
POy = kyopy + kyoyy + k.oy.
pOv, = kpoy, + kygyz + k.0,

01022 = Crikzve + Crakyvy 4+ Ci3k.v. + Cra(kpv, + kzvy) + Cis(kyv, + kvy) + Cre(kevy + kyv,
Ohoyy = Crakyvy + Coskyvy + Cozk.v, + Cos(kyvs + kvy) + Cos(kyv. + kavy) 4+ Cos(kpvy + kyvs)(
01o,, = Cizkgv, + ngkyvy + Cs3k,v, + 034(]61;113 + kzvx) + 035(]€y1}z + k‘zvy) + Cgﬁ(kxﬂy + kyvx
atO'yz = Ciykzv, + C'24kyvy + Cs4k v, + C44(kz1)z + kz’l),z) + C45(/€y'l)z + ]Cz'l)y) + 046(]<7ny + k?y'l)z
0¢04. = Ciskyvy + Coskyvy + Cssk.v. + Cus(kyvs + k2vg) + Css(kyv + kovy) + Cse(kzvy + kyvs
002y = Clekzvy + Coskyvy + Csekv. + Cu(kavs + kzve) + Cse(kyv. + kovy) + Coe(kzvy + kyvs

ou C est la matrice d’élasticité TTI (3.1) exprimée pour un matériau TI elliptique (ie § = ¢)
en fixant V; = 0.

Puis, en substituant les changements de variables : sur les modes de propagation (3.73)
obtenu a I’étape 1, sur les vitesses (3.89) obtenu a l’étape 2 et sur les contraintes (3.90)
dans le systeme TTTI elliptique (3.92), nous obtenons un systéme en o, 0%, 0%, qui doit étre

Txo zz2) rz
équivalent au systéme isotrope (3.91).

Comme en 2D, nous procédons par identification dans les trois dernieres équations, ce qui
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3.3. Extension au cas 3D

nous permet de déterminer le changement de variables sur les tenseurs des contraintes (3.90) :

Oz = —/pVp(ksin? ¢ + cos? ¢(k cos® § + sin? §))p*

Oyy = —+v/pVp(kcos® 0 + sin? 0(k cos® ¢ + sin? ¢))p*

0. = —/pVp(ksin? 0 + cos? 0)p* (3.93)
oy: = /PVp(k — 1) cos 6 sin @ sin ¢pp*

022 = /pVp(k — 1) cosfsinb cos ¢p*

Ory = /pVp(k —1)cospsing sin? Op*

Etape 4 : formulation de la CLA TTI elliptique pour les ondes P. Il suffit d’utiliser la CLA
isotrope pour les ondes P : p* = —pV,v}. La CLA TTI va s’écrire a partir de la CLA isotrope
de la facon suivante. Le terme p* est remplacé dans (3.93) pour exprimer 04, 04y €t 042, qui
sont les trois termes résultant du produit gn lorsque n = e, en fonction de v}. Puis, le terme
v* est exprimé en fonction de vy, v, et v, grace & (3.89). Ce processus conduit & la CLA TTI
pour les ondes P :

#sin? ¢ + cos? ¢(k cos? O + sin? 0)

VK2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢

Ogx = _p‘/p

+(k sin? ¢ + cos? p(k cos® O 4 sin® 0))v,
—(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? fu,,

—(k — 1) cos 0 sin 6 cos v,

(k — 1) cos@sin b cos ¢

VK2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢

Oxz = _P‘/p

—(rsin? ¢ + cos® ¢(k cos® 6 + sin” 0) ), (3.94)

+(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? Ou,
+(k — 1) cos @ sin 6 cos ¢, ]

(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? @

VK2 cos2 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢

Oy = —PVp

—(rsin? ¢ + cos? ¢(k cos® 6 + sin” ) ),
+(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? v,
+(x — 1) cos @ sin 0 cos pv,|

En résumé :

Exactement comme en 2D, en se plagant dans le domaine de Fourier en espace, nous
exprimons le champ anisotrope (TTT elliptique) en fonction du champ isotrope. Pour cela,
(a) nous initialisons le procédé en exprimant les vecteurs d’ondes isotropes. L’initialisation
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peut se faire car nous connaissons ’expression des surfaces de lenteur et donc les vecteurs
d’ondes; (b) une fois les vecteurs d’ondes connus, nous pouvons exprimer le champ de vitesse
apres transformée de Fourier en espace — cette étape est facilitée par le fait qu’il est possible
d’éliminer ¢ gréace a la formulation de I’équation & I'ordre deux; (c) nous connaissons le vec-
teur d’onde anisotrope et le champ de vitesse anisotrope, nous pouvons en déduire le tenseur
o; (d) les champs anisotropes s’exprimant en fonction des champs isotropes, nous appliquons
la CLA isotrope et nous revenons aux champs anisotropes grace au changement de variables
inverse, ce qui nous permet finalement d’obtenir une CLA anisotrope (TTI elliptique).

CLA pour le systéme de ’élastodynamique TTI elliptique (avec v = 0)

Comme en 2D, pour former une CLA TTI pour le systéme de 1’élastodynamique, c¢’est-a-
dire sans découpler les ondes P et les ondes S, il reste & additionner les contributions des CLA
pour les ondes P elliptique et pour les ondes S. Nous considérons ici v = 0 ce qui signifie que
la CLA pour les ondes S est la méme qu’en isotrope. Cette somme donne :

#sin? ¢ + cos? ¢(k cos? O + sin? 0)

Oxx = —pV
? VK2 cos2 0 cos? ¢ + k2 sin® ¢ + sin? 0 cos? ¢
+(k sin® ¢ + cos? P(k cos? O + sin? 0) v,
—(k — 1) cos ¢ sin ¢sin? v,
—(k — 1) cos O sin 6 cos v,
oV (k — 1) cos@sinf cos ¢
Oz = —
? VK2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢
—(ksin? ¢ + cos? p(k cos? 6 + sin® §))v, (3.95)
+(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? Gu,
+(k — 1) cos @ sin 6 cos pv,] — pViv,
o = —pV (k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? @
Y P VK2 cos2 0 cos? ¢ + k2 sin® ¢ + sin? 6 cos? ¢
—(rsin? ¢ + cos? ¢(k cos® § + sin? 0))v,
+(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin? v,
+(k — 1) cos @ sin @ cos pv.| — pViv,

Remarque 3.8 Lorsque 'angle d’inclinaison 0 est nul, la CLA TTI (3.41) fournit une CLA
VTI car la rotation d’angle ¢ se fait alors selon l’axe de révolution de ’ellipsoide aplati.

Remarque 3.9 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (ie € = § = 0, soit k = 1),
la CLA TTI (3.95) redevient isotrope, quels que soient les angles d’inclinaison. Ceci est di
au fait qu’en isotrope, les vitesses de propagation sont les mémes dans toutes les directions.
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3.3.2 Etude expérimentale préliminaire pour 1’élastique TTI 3D

L’étude numérique en 2D a été réalisée sur des cas tests homogene et hétérogene avec des
sources élastique et pseudo-acoustique. Les expériences en 3D étant plus longues a s’exécuter,
nous n’avons pas encore tous les résultats. Nous présentons ici I’expérience sur un cas test
homogene avec une source pseudo-acoustique en onde P, c’est-a-dire la configuration dans
laquelle ’étude des réflexions est la plus intéressante.

Cas test

Nous considérons un cube homogene (voir Fig. 3.20) de dimension 10 km® dont les ca-
ractéristiques physiques sont décrites dans le tableau 3.3. C’est une configuration d’un milieu
elliptique simplifié et avec v = 0.

1
1
1
1
1
1
1
1
T
e
-,
-, /
e

Fi1GuURE 3.20 — Cas test TTI 3D homogene

milieu ‘ pkgm™3] V, ms7! Vi [m.s7 ‘ € 0 0 ‘ 011 ol
Q5| 1 4000 2000 |0.25 025 0.00| 30 15

TABLE 3.3 — Caractéristiques physiques du cas test TTI 3D

Source et condition initiale

De méme que pour les cas 2D, nous allons suivre la procédure décrite dans la section 1.1.2
pour construire une condition initiale ou une source afin de ne générer qu'une onde P. Nous
allons d’abord traiter le cas d’un milieu VTT puis nous en déduirons le cas d’une configuration
TTI.

Dans un milieu VTT 3D, la matrice de I’équation de dispersion s’écrit :

Ch1kz? + Cgeky® + Cuak,? (C11 — Cep) kky (Caa + Ch3)kzk
Evrrsp = (C11 — Ceg) kky Coeks” + Ci1ky® + Cusk,? (Cag + Cr3)kyk.
(044 + ClS)kxkz (044 + ClB)kykz 044kx2 + C’44]{53/2 + 033]{3,22
(3.96)

ou C' est la matrice d’élasticité VTI 3D (1.20).

129



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des matériaux TTI

Dans le cas elliptique et lorsque v = 0, les vecteurs propres de (3.96) sont orthogonaux et
font intervenir les symboles de Fourier :

\ 62VE = V2ik, \/,izva _ VSQ\/V;? — V2k,k, —\[R2V2 — V2ik,
Ap= | \[R2V2 = VZiky |, Ay, = \/“2‘/;;2 _ VSQ\/VPQ —V2kyk. | As, = [K2V2 — V2ik,
V2 = V2ik, —(V2 = V2) (k2 + k) 0

(3.97)

ce qui conduit a 'opérateur pour 'onde P :

/HQVZDQ _ V;Qaz
B, = | \/r2V2 - V29, (3.98)
/sz — V20,

Nous rappelons que nous avons choisi pour conditions initiales : g, = 0 et vo(x) =

B*(e*WQHX*XO||2)_ Pour 'équation élastique VTTI elliptique 3D (et v = 0), cela conduit & :

//<c2Vp2 _ V52($ _ 330)
vo(x) = | /RAVE = V2(y —yo) [ e Xl (3.99)
V Ve — Vi(z — 20)

pour ne générer qu’'une onde P.

Pour utiliser une source ponctuelle a la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme, lorsqu’elle est appliquée sur I’équation du tenseur des contraintes, est sg(t)s(x), ou
sp(t) est une amplitude (en occurrence une ondelette de Ricker définie en (1.9)). Tl suffit
ensuite de chercher s tel que V - s = B,(dx,). Cette égalité donne pour B,

/HQV;? — V20,
8LL‘S$J} + aysxy + 8231’2
Or8yz + Oysyy + 0z5yz | = | \/K2V,E = V20, | 0x, (3.100)
8$3z$ + 6yszy + azszz
/‘/;)2 _ VSZ@Z

L’identification terme a terme conduit a une solution simple : s, = s, =

Say = Syz = 0, Sgw = Syy = /K2VE = V2x, et s, = V2 — V2dx,. La source permettant
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de ne générer qu'une onde P pour I'équation élastique VTI elliptique 3D (et v = 0) s’écrit
finalement :

s(x) = Oxo(x)Myrrp (3.101)

/RQVPQ _ ‘/;2 0 0
Myrrp = 0 \ REVE = V2 0

0 0 V2 - V2

avec

Comme nous ’avions remarqué en 2D (voir remarque 3.3), les sources et les conditions
initiales TTT peuvent se déduire de I'étude VTT en utilisant la matrice Ry 4) du changement
de base entre le repere cartésien et le repere TTI 3D, définie & 1’équation (1.24). Ainsi, la
source permettant de ne générer qu'une onde P pour I'équation élastique T'TT elliptique 3D
(et v =0) est sp(t)s(x) avec

s(x) = dx, (x)R@ o Mvr1PR(p.g) (3.102)

De méme, la condition initiale permettant de ne générer qu'une onde P pour ’équation
élastique TTT elliptique 3D (et v = 0) est

o,(x) =0
(x — x0)
3.103
volx) = B, MyrrpRg | (v ) | e Il? (3:105)
(z — 20)

Résultats numériques

Les résultats sont présentés pour le modele homogene avec une source en onde P. La
Fig. 3.21 est une vue 3D tandis que les Fig. 3.24, 3.22 et 3.23 sont des vues 2D dans les
différents plans du repére cartésien. Le module du vecteur vitesse est représenté a différents
instants de simulation, choisis afin que les résultats soient comparables & 1’étude 2D. At=
0.81s, nous observons le front d’onde, ce qui permet de figer ’échelle des représentations. A
t =1.32s et t = 2.17s, nous commengons a observer le fonctionnement des CLA car le front
d’onde a atteint les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer
jusqu’a t = 3.26s. Nous observons ainsi les réflexions parasites propres aux bords absorbants.
Les mémes résultats sont ensuite présentés a 1’échelle de couleurs des réflexions, déterminée
au temps t = 3.26s.

Comparaison avec la CLA isotrope

Nous nous proposons maintenant de comparer la CLA TTI a la CLA isotrope dans le
domaine homogene TTTI elliptique avec une source pseudo-acoustique en onde P. Les résultats
sont représentés en 3D pour la CLA isotrope Fig. 3.25 (& comparer avec la Fig. 3.21). Les
résultats sont également présentés sur des vues 2D des différents plans du repere cartésien
sur les Fig. 3.28, 3.26 et 3.27. Comme pour ’étude 2D, il apparait avant toute chose que
les réflexions sont assez faibles méme en utilisant une CLA isotrope. La différence la plus
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> < EF

(a) source P, échelle de couleur fixée & t = 0.81s : 5.29

g

source P, échelle de couleur fixée a t = 3.26s : 0.45

FIGURE 3.21 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a ¢ = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 3D

importante réside dans la réflexion de 'onde P en onde P qui n’apparait pas dans le cas de
la CLA TTI et qui est tres visible dans le cas de la CLA isotrope. Ces réflexions sont plus
fortes dans le plan (z,y) que pour un bord de normale extérieure e,. Cela vient du fait que les
angles T'TT sont assez faibles et donc la propagation des ondes dans ’axe vertical est proche
d’un comportement isotrope. Le phénomene de réflexion d’onde P en onde S est aussi plus
fort avec une CLA isotrope : ceci peut notamment se vérifier en comparant les échelles de
représentation des calculs. Enfin, les réflexions de 'onde S sont du méme ordre dans les deux
cas et cela est cohérent puisque 'onde S est a chaque fois modélisée de la méme fagon.
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7N

NS

(a) source P, échelle de couleur fixée & ¢ = 0.81s : 5.29
A» /

'y

FIGURE 3.22 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (y, 2)

7\
N2

(a) source P, échelle de couleur fixée & ¢ = 0.81s : 5.29

(b) source P, échelle de couleur fixée & t = 3.26s : 0.45

(b) source P, échelle de couleur fixée & t = 3.26s : 0.45

FIGURE 3.23 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (z, z)
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7
N 2

(a) source P, échelle de couleur fixée a t = 0.81s : 5.29

—1 ‘\%
3 - \ g

(b) source P, échelle de couleur fixée & t = 3.26s : 0.45

FIGURE 3.24 — Module du vecteur vitesse au cours du temps a ¢t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (z,y)

|- Rl o]

> 4 Y

(a) source P, échelle de couleur fixée & t = 0.81s : 5.32

apn

source P, échelle de couleur fixée a t = 3.26s : 0.38

FIGURE 3.25 — Comparaison avec la CLA isotrope a t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche a
droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 3D
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3.3. Extension au cas 3D

(a) source P, échelle de couleur fixée & ¢ = 0.81s : 5.32

(b) source P, échelle de couleur fixée & t = 3.26s : 0.38

FIGURE 3.26 — Comparaison avec la CLA isotrope a t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche &
droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (y, z)

(a) source P, échelle de couleur fixée & ¢ = 0.81s : 5.32

(b) source P, échelle de couleur fixée & t = 3.26s : 0.38

FIGURE 3.27 — Comparaison avec la CLA isotrope a t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche a
droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (z, 2)
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7 N

\

N

(a) source P, échelle de couleur fixée & ¢ = 0.81s : 5.32

(b) source P, échelle de couleur fixée & t = 3.26s : 0.38

FIGURE 3.28 — Comparaison avec la CLA isotrope a t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche &
droite) dans la configuration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (z,y)
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3.3. Extension au cas 3D

3.3.3 Stabilité des probléemes mixtes TTI 3D

Comme a la sous-section 3.1.4, le systeme de 1’élastodynamique (1.5) est 1ié a la fonction

1
E(t) = §(| |v] \%I’p—i-Hg] \?) o—1)- Nous supposons que la solution du probleme est assez réguliere

pour avoir :

d
%E(t) = /FL (on)vdx (3.104)

Nous nous plagons sur une frontiere I'; = {x = 0}. Le vecteur n est la normale extérieure
aT'; donc n = (1,0,0) et gn = (04z, Oyy, 02-). Enfin, les composantes de g sont définies par
la CLA TTI du systeme (3.95). Ainsi :

[ PVp
T, v/ K2 cos? 0 cos? ¢ + k2sin® ¢ + sin® 0 cos? ¢
[(ksin? ¢ 4 cos? ¢(k cos? O + sin? 0))v, (3.105)
—(k — 1) cos ¢sin ¢ sin? Gv, — (K — 1) cos O sin 6 cos gv,)?
+pVs(vy + v2)]dx

#EM) = -

Comme cette quantité est négative, I’énergie du systéme continu est décroissante, ce qui as-
sure la stabilité du probleme de ’élastodynamique 3D TTI avec la CLA (3.95).

En suivant les mémes étapes qu’au chapitre précédent, nous pouvons affirmer que 1’énergie
Esemid (t) =< atMvVh,Vh >+ < GtMmcqah, oy >) (3.106)

associée au probleme mixte semi-discret obtenu en appliquant une formulation DG avec flux
centrés est décroissante. Enfin, pour que la quantité

n—l

1 1 1
Ej = 5 < Myvji, Vi > 45 < My 1oy, 2,07 2> (3.107)

associée au probleme mixte discret obtenu en combinant au probleme semi-discret un schéma
en temps de type Leap-Frog soit une énergie, il faut et il suffit que la matrice

M. —A—tzR (My.c) N (Rs)T (3.108)
v A o o,C o .

soit positive, ce qui définit une condition de stabilité du schéma de type CFL

At?
1— TA’”‘” >0 (3.109)

ol Amagz est la plus grande valeur propre de la matrice My 'Ry (Mg o-1) ! (Rs)T.

Remarque 3.10 Dans le code DIVA, nous mesurons l’énergie discréte suivant la formule (3.107).
Nous avons également modifié la CFL en implémentant la méthode de la puissance (voir al-
gorithme 2.1), qui a l'avantage de s’appliquer indépendamment a des configurations isotropes

et anisotropes.
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3.3.4 Courbes d’énergies de I’étude préliminaire TTI 3D

En utilisant une CLA isotrope dans une milieu TTI, nous avons observé a la Fig. 3.25
que les réflexions d’ondes P étaient tres fortes. L’étude de I'énergie sur le cas homogene de
cette expérience est présentée sur la Fig. 3.29. Les expériences en 3D étant plus longues a
réaliser, nous présentons ici seulement les résultats pour une source en onde P dans un milieu
homogene TTI elliptique. Les courbes confirment les observations, les réflexions de 'onde P
transformée en onde P et en onde S forment des paliers distincts. Elles sont plus fortes avec
une CLA isotrope qu’avec une CLA TTI (exactement comme en 2D, voir Fig. 3.10).

100 ey . - S
ABC Type in TTI medium
A iSO —X—
VT —O—
10 i T A -
> 1
(2]
@
je
w
o 0.1
(0]
o 0.01
0.001
0.0001

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Iterations

FI1GURE 3.29 — Comparaison avec les CLA isotrope et VTI dans un milieu homogene TTI 3D
avec une source P

3.3.5 Cas d’une frontiere artificielle plane générale

Dans cette section, nous montrons comment étendre la CLA formulée précédemment
pour une frontiere plane parallele & un des axes au cas d’une frontiere plane de normale
n = (ng,ny,n,). Nous présentons uniquement la construction en 3D, le cas 2D pouvant étre
considéré comme un cas particulier avec n, = 0 et ¢ = 0.

Nous définissons tout d’abord le vecteur T'TI définissant la direction d’anisotropie :

cos ¢ sin 0
u= | sin¢gsiné (3.110)
cos 0

Dans le cas n = e,, nous avons vu a la section précédente que la CLA TTI s’écrivait sous
la forme générique :

Oxx = a:px(ea ¢)U$ + awy(ea Cf))’Uy + amz(97 QZ))UZ
Ozy = ayx(ga d’)vx + ayy(ev ¢)vy + ayz(97 qb)”z (3'111)
azx(97 d’)vx + azy(ea ¢)Uy + azz(97 ¢)Uz

Ozxz
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3.3. Extension au cas 3D

Nous allons déterminer I’équation de la CLA en quatre étapes : (a) nous déterminons
une base orthonormée (n,7q,7T2) et la matrice de rotation P transformant (e,,e,,e.) en
(n,T1,7T2) ou 7 désigne le vecteur tangent a la surface artificielle ; (b) nous exprimons le vec-
teur TTI dans la nouvelle base & ’aide d’une matrice notée P ; (c) nous pouvons alors écrire
I’équation de la CLA dans le repere (n, 71, 72); (d) nous terminons en écrivant I’équation de
la CLA dans le repere (e, ey, e.) a 'aide de la matrice P.

Etape 1 : déterminer les vecteurs 71 et 79 pour former une base orthonormée avec n. Il
faut distinguer 2 cas :
— sin? +n§ # 0, et donc |n,| # 1
nous appliquons une rotation d’angle cos ¢ = —=22— sin); = ——=~— autour de 'axe
\/n2+ng \/n2+ng

e, du repere (e, ey, e;). Cette rotation est caractérisée par la matrice

Ny _ Ny 0
Vo e
P= | n__
1 \/n:%+n§ \/n%Jrn?/
0 0 1
Nous obtenons un nouveau repere (e, e, e’) tel que
_Ng S TR
A /n%Jrn% A /n%+n§ 0
/I Ny !/ Ny !/ _
e === |.,e,=| 22— |,e,=10] =e
x /nTJrng » Sy /7n%+n§ ) Cz . z
0 0

Nous appliquons ensuite une rotation d’angle cosyy = (/n2 + ng, sin g9 = n, et d’axe

/ p /
—e, au repere (€}, e

/
Y

2 2
n n
Y fid 2 2
nZ4n2 ' nZ4nZ\/ g Ty

2
Py=| =i (1= /02 +n5) i + e 2 + 1) e
NN Nnyn
A /na%jn% A /n%jn% V TL% + nZQI
et la matrice de rotation s’écrit
Mg — Zy s ngnz 3
\/Z”IJrny V ngjny
zZ
P=PP=|" Tpagz ~ \/n%+n§

U

Nous en déduisons donc le nouveau repéere

e’,). Cette rotation est caractérisée par la matrice

Naty (] 2 2 NgNz
gL —yna ) — e
2

2 2
0 \/ Mg 1y
NgTy

Ty
——— 21,2
Ny \/n2+ng T?Z;:erny
_ _ Ny - | ===
n=1|ny|,71= \/m » T2 ,/n?ﬁJrn%
Uz

0 \/ Nz +n
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— sin2 +n12/ =0, ie. |ny =1.
Il suffit d’appliquer une rotation d’angle n.§ autour de —e; pour obtenir le nouveau
repere. Nous avons alors

cos(n.5)=0 0 —sin(n.3)
P= 0 1 0
sin(n.%) 0 cos(n.5) =0
soit
0 0 -1 0 0 1
P=101 0 sin,=1,etP=]10 1 0] sin,=-1
10 O -1 0 0
Nous avons alors
0 -1
n=|0)|,7m1=1[1],72=1] 0 sin,=1
1 0 0
0 0 1
n=|0 ]|, mm=11],72=|0] sin,=-1
-1 0 0

Etape 2 : Nous pouvons maintenant exprimer le vecteur de direction T'TT dans le nouveau
repére u’ = Pu. Nous obtenons

(n;Ij cos ¢ + ny sin gb) sin@ + n cos 6
/ ( cos ¢ + sin ¢) sin @

v BE g i fna| #1
—NgNy _ nyn: D) 5
(\/mcosgb \/TSIHQZ))SIHQ+\/MCOSG
cos 0 —cos 6
u = | singsind sin, =1, etu = | singsinf | sin,=—1
—cos¢sinf cos ¢ sin

Nous en déduisons alors les sinus et cosinus des angles 6" et ¢’ caractérisant le milieu TTI
dans le repere (n, 71, 72) en utilisant le fait que

cos @' sin 6’
u' = | sin¢’sin ¢’

cos 8’

Nous avons donc

cos = 2 cos¢— —L—Z—sing sinf 4y /n2 +n2cos 0 si n,| # 1
\/ N2 +n2 1/n2+n2

et
cosf = —n, cospsinf si |n,| =1
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3.3. Extension au cas 3D

Nous posons sin @ = /1 — cos? 8’ (par convention héritée des coordonnées sphériques, le sinus
de langle 6 est toujours positif). Il nous reste maintenant a déterminer cos ¢’ et sin ¢’. Nous

avons
cos¢’'sin® = (ngcosd+ nysing)sind + n, cosf
sin ¢’ sin 0’ (\/ﬁ cos ¢ + \/ﬁ sin ¢) sin 6
si|ny| #1et
cosd’'sinf = n,cosf
sin¢’'sinf = sin¢sinf
si|ny| = 1.

Il faut donc distinguer a nouveau 2 cas :
— sisin® # 0, alors

cos¢’ = (ngycos¢+ nysing) :me + zgi?lsg
sing/ = (R 4 Loy
si ’nz‘ 75 1 et
cosg/ = et
sing/ = SETRO
si |n,| = 1.

— si sin® = 0, alors nous pouvons choisir cos ¢’ et sin ¢’ arbitrairement car I’anisotropie

est dirigée suivant 7o. Pour simplifier, nous prenons cos ¢’ =1 et sin¢’ = 0.

Etape 3 : nous pouvons maintenant exprimer la CLA dans le repere (n, 71, 72)

on-n = (0, )V -+ ayy (0, )V T1+ ap (0,9 )v -T2
Ay (0", ) v -+ ayy (0, ¢")v- 11+ ay (0, ¢ )v -T2
on -7y = a(0,¢)v-n+ay(0,)v-T1+a..(0,¢)v- T2

an - Tq

Etape 4 : il reste maintenant a revenir dans le repere (e., e, e,). Nous avons

v-n = UgNg + UyNy + VN,
Ty n
+ vy
\/n%-l—nz Y \/n%—l—nQ
. NzNz NyNz 2 2
V:-Tyg = —0 — +v ng+n
Ve R Y e B VA

Nous pouvons donc écrire la CLA sous la forme

VT = —U

gn-n = OQnaVz + QnyUy + Qp 2V,
an - T = Ozl + Qo yUy + O LU,
an -T2 = QryzUg + QryyUy + Opy 20z

(3.112)

(3.113)

(3.114)
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I1 ne reste plus qu’a exprimer les vecteurs on dans la base (e, ey, e;). Nous utilisons pour
cela la matrice P :

an-eg OpzVz + QpyUy + OV,
an-ey | = P | arzvz + aryvy + a0,
an-e; QryzVz + QryyUy + Qpy 2V,

Nous pouvons également tout exprimer sous forme matricielle. (3.112) se réécrit (on)n r, 7, =
_ p-1 _ pT — p—1(;m
Avnr 7, Nousavons v ry 7y = P Ve, ep6. = 7 Ve, ey 0. €6 (CM)nri 7y = P77 (gN)e, ey . -

_ T
Donc (gn)eneyyez - PAP Vez,ey»ez .

3.4 Conclusion

L’approche proposée par Engquist et Majda s’avere tres compliquée & mettre en oeuvre
dans le cas d’un milieu TTI et ceci méme si nous nous limitons au cas 2D. Cela peut s’expli-
quer par le fait que cette technique de construction s’appuie sur la représentation algébrique
du systeme d’équations aux dérivées partielles wvia le calcul symbolique. Or, le passage au
systeme algébrique ne simplifie en rien les parametres caractérisant le milieu. Notamment,
les parametres gouvernant l'inclinaison de I’axe d’orthotropie contribuent au remplissage du
tenseur des contraintes. Nous sommes donc face au calcul des valeurs propres d’un tenseur
plein a coeflicients variables dont les formules représentatives sont difficilement exploitables.
Nous avons donc proposé une autre approche pour le cas d’un milieu TTT qui est basée sur le
cas isotrope. Cette démarche permet de contourner les difficultés que nous venons d’exposer
et est rendue possible car ’on peut lier les caractérisations des milieux isotrope et TTI par
des changements de variables. Nous pouvons ainsi transformer le systeme TTI elliptique en
un systeme isotrope pour lequel nous connaissons ’expression d’'une CLA et en déduire une
CLA adaptée au milieu anisotrope en appliquant le changement de variables inverse.

Comme nous avons remarqué quune CLA VTI d’ordre faible ne fait pas intervenir le
coefficient §, nous avons décidé de considérer un cas d’anisotropie elliptique (i.e. & = ¢).
Cette configuration est trés intéressante car dans ce cas, les courbes de lenteur associées
au systeme sont facilement paramétrables, a savoir elles décrivent une ellipse inclinée pour
des ondes P et un cercle pour des ondes S. Un autre point important est le fait que dans
un milieu isotrope ou VTI, la CLA d’ordre faible était égale & la somme des contributions
des CLA des sous-problemes pseudo-acoustiques. Nous avons alors opté pour le découplage
des problemes pour les ondes P et les ondes S, ce qui simplifie beaucoup la méthode de
construction. Nous pouvons en effet nous limiter & la construction de CLA pour les ondes
P car en étudiant les courbes de lenteur associées aux ondes S, nous observons que la CLA
d’ordre faible TTTI elliptique 2D pour les ondes S est la méme que pour un milieu isotrope.
La construction de la CLA d’ordre faible TTI elliptique pour les ondes P se fait, quant & elle,
en plusieurs étapes. Le changement de variables sur les formes géométriques des courbes de
lenteur TTT elliptique et isotrope traduit une relation sur les vecteurs d’ondes. En comparant
ensuite les formulations au deuxiéme ordre des systemes de 1’élastodynamique TTT elliptique
et isotrope dans le domaine de Fourier, il vient un changement de variables sur les vecteurs
vitesse. Puis, les formulations au premier ordre permettent de déduire une relation sur les
tenseurs de contraintes. Il ne reste plus qu’a injecter dans la CLA isotrope pour les ondes P
les changements de variables sur les vitesses et les tenseurs des contraintes pour obtenir une
CLA TTI elliptique 2D pour les ondes P.

142



3.4. Conclusion

Nous avons ensuite étendu le processus de construction a la dimension trois d’espace. La
CLA TTI elliptique 3D pour les ondes P s’obtient en suivant les mémes étapes, la surface de
lenteur associée formant un ellipsoide incliné. Le cas des ondes S est plus délicat car elles se
dédoublent en 3D et 'une d’elle est déformée par le coefficient TI . Nous avons considéré
ici v = 0, ce qui permet de définir la CLA d’ordre faible TTT elliptique 3D pour les ondes S
comme celle de l'isotrope. Il s’agit d’un résultat préliminaire somme toute intéressant car il
s’avere que les géophysiciens se concentrent principalement sur les ondes P. L’étude du cas
~v # 0 est bien évidemment a faire et constitue une des perspectives de ce travail. Enfin, nous
avons proposé une généralisation dans le cas d’une frontieére plane quelconque, c’est-a-dire
non parallele a un des axes du repere. Cette généralisation n’est pas un point clé de notre
travail car en pratique les calculs numériques sont réalisés dans des boites dont les cotés sont
paralleles a un des axes du repere. Toutefois, il pourrait s’avérer intéressant d’utiliser des
frontieres planes “inclinées” pour réduire la taille du systéme.

Afin de mieux évaluer les réflexions dues aux CLA proposées, nous avons construit des
sources et des conditions initiales permettant de ne générer qu’une onde P ou qu’une onde S
dans un matériau TTI elliptique 2D et qu’une onde P dans un matériau TTI elliptique 3D.
Nous avons été étonnés de ne rien trouver a ce sujet dans la littérature car la construction
de données est un point clé dans ’élaboration de cas test. L’étude expérimentale que nous
avons faite a 2D dans un milieu TTI a révélé un comportement similaire aux précédentes
études dans un milieu isotrope ou VTI (elliptique ou non), tant sur la localisation que sur
Pintensité des réflexions parasites. En comparant ensuite la CLA TTI et les CLA isotrope
et VTI cette fois dans un méme milieu TTI 2D (elliptique ou non), nous avons illustré la
supériorité de la CLA TTI, essentiellement sur la composante en onde P, la composante en
onde S étant strictement la méme dans tous les cas. L’étude expérimentale 3D, bien que
préliminaire, montre des réflexions parasites cohérentes avec ce qui est observé a 2D, ainsi
que lintérét d’utiliser la CLA TTI plutot que la CLA isotrope dans un milieu TTI 3D.

Nous avons aussi étudié la stabilité du probleme mixte continu résultant du couplage de
I’élastodynamique avec la CLA TTT 2D ou 3D et du probleme semi-discret associé écrit en
formulation DG avec flux centrés. De la méme maniere que pour le cas VTI, la stabilité
des énergies associées aux problemes continu et semi-discret (formulation DG a flux centrés)
sont obtenues formellement grice a la positivité des parametres physiques intervenant dans
les équations. Le probleme discret (schéma en temps de type Leap-Frog) permet de définir
une énergie discrete, c’est-a-dire une fonctionnelle positive a chaque pas de temps, sous une
condition de type CFL. La stabilité du probleme discret découle alors de la décroissance
de I'énergie discrete. Les résultats de stabilité sont illustrés par des courbes d’énergies qui
montrent aussi que la CLA TTI 2D ou 3D fonctionne mieux que les CLA isotrope ou VTI
dans un milieu TTI 2D ou 3D (elliptique ou non).

Pour finir, nous avons tracé les coeflicients de réflexion App, Apg, Asp et Agg de la CLA
TTI 2D pour un milieu TTT elliptique fixé, en fonction de I'angle d’incidence 6y pour 'onde S
et du parametre k, du vecteur d’onde pour 'onde P. Dans le cas TTI, les coefficients ne sont
plus symétriques et ils ne sont plus nuls & incidence normale (i.e. lorsque 6y = 0). Néanmoins,
leurs comportements présentent des similitudes avec les courbes VTI : il existe au moins un
point, hors extrémités, sur chaque courbe de CLA TTI ou les réflexions sont nulles. De plus,
nous avons montré que la CLA TTI 2D était meilleure que les CLA isotrope ou VTI dans un
milieu TTI elliptique. L’étude des coeflicients de réflexion de la CLA TTI 3D est une autre
de nos perspectives de travail.
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En résumé, nous avons obtenu les résultats suivants :

Théoreme 3.1 Une CLA pour des matériaur TTI 2D dans le cas d’une frontiére plane de
normale extérieure e, est :

K cos? 0 + sin® 6

—-p
P \//{2 cos? 0 + sin®

Ope = [(k cos? @ + sin” O)v, — (k — 1) cos fsin Hu,]

(3.115)
-1 6 sin 0
Or: = —pVjp (1 — 1) cosfsin [—(k cos® 0 + sin? B)v, + (k — 1) cos O sin Bv,] — pViu,
VK2 cos2 0 + sin2 0

et une CLA pour des matériaux TTI 3D dans le cas d’une frontiére plane de normale extérieure
e, est :

rsin? ¢ + cos? ¢(k cos? 6 + sin? 0)

Ozz = —pV,
o P VK2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢

+(rsin ¢ + cos? ¢(k cos? O + sin? 0))v,
—(k — 1) cos ¢ sin ¢sin® G,

—(k — 1) cos @ sin 6 cos ¢puv, |

(k — 1) cosfsinf cos ¢

Ozz = —pV,
v P VK2 cos? 0 cos? ¢ + k2 sin? ¢ + sin? 0 cos? ¢
—(rsin? ¢ + cos? ¢(k cos? O + sin” 0))v, (3.116)
+(k — 1) cos ¢ sin ¢sin® G,
+(k — 1) cos @sin 6 cos pv,| — pVsv,
Kk — 1) cos ¢ sin ¢ sin? @
A (5= 1) cossin

VK2 cos? 0 cos? ¢ + 12 sin® ¢ + sin? 0 cos? ¢

—(ksin? ¢ + cos? ¢(k cos? § + sin® ) )v,
+(k — 1) cos ¢ sin ¢ sin” fu,,
+(k — 1) cos @sin 6 cos ¢pv,] — pViu,

Théoréeme 3.2 La CLA TTI 3D peut étre formulée pour une frontiere plane de normale
extérieure quelconque n = (ng,ny,n;). Soit A la matrice formée des coefficients de la CLA

TTI 8D (3.116) obtenue dans le cas d’une frontiére plane de normale extérieure e, telle que
ge, = A6, ¢)v. Soit 6 défini par :

/ _ —NgMNy _ NyNz . . 2 2 .
cos = <\/mcos¢ msmgﬁ)) sind + \/n3 +ngcost si |n.| # 1
cost = —n,cosgsing si|n,| =1
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et
sin@ = +\/1 — cos26'.

Soit ¢' défini par :

— sisinf #0,
cos@’ = (ngcos¢+nysine) :111?99/ +n, ;:1?1800' ,
sing/ = (‘"ycosd) nysing sinf ,  Ssing| #1
\/n%—l—n% \/n%—&—n% sin 6/
CcoS ¢/ _ nzcosd
sin 6/ si |TL | -1
: ¢/ __ singsinf z
S - sin 0/

— sisinf =0
cos¢ =1 et sing’ = 0.

Soit la matrice P définie par

— si|ny| #1 .
_ Y _ Mg N
n Nz __Nyne
v n2+n2 \/n2+n2
N, 0 n2 + n2
- si|ny =1
cos(n;5) =0 0 —sin(n.%)
P = 0 1 0
sin(n. %) 0 cos(n.5)=0

Alors la CLA TTI 3D pour une frontiére plane de normale extérieure n = (ng,ny,n;) est

on= PA(#,¢)PTo.

Théoreme 3.3 Pour ne générer que des ondes P ou des ondes S dans un matériau TTI
elliptique 2D, il suffit d’appliquer au systéme de [’élastodynamique non homogene :

{p<w>atv<m,t> = V- g(a1)
2)

(3.117)
o (,t) = C(@) e(v(w t)) + sr(t)s(@)

les sources :

1Y
/\

(X cos? 0+ Zsin?6) (X — Z)cosfsinf
(X — Z)cosfsinf  (Zcos? 6+ X sin? )

) , pour me générer qu’une onde P,
(3.118)

s()

—(X — Z)cosfsinf —(Zcos? O + X sin?0)
X00529+Zsm 0) (X —Z)cosfsinf

ot X = [r2VZ = V2 et Z = |V2 = V2 et, par exemple, sg est donnée comme une ondelette

de Ricker de fréquence pic f, :

) , pour ne générer qu’une onde S,

sr(t) = (1 —2n2f2%)e ™ it (3.119)
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ou de considérer le probleme de Cauchy :

p(z)ov(z,t) = V-o(z,t)

do(zt) = C(z) e(v(z,1)) (3.120)
v(0, x)) = vo(x)

a(0,z)) = g,(2)

en choisissant pour conditions initiales g, = 0et:

( B (XCQSZQ—FZSiHQ@)(«T_xO)+(X_Z) cos fsinf(z — zp) —72||z—o |2
w(@) = (X — Z)cosOsinO(x — z0) + (Z cos® 6 + X sin 0)(z — 29) ’ ’
pour ne générer qu’une onde P, (3.121)
B —(X — Z) cos@sinf(x — xg) —(Zcos20+XSin29)(Z_ZO) —m2||z—zo||?

pour ne générer qu’une onde S.

De la méme maniére, pour ne générer que des ondes P dans un matériau TTI elliptique
3D, il suffit de résoudre le systéme de l’élastodynamique (3.117) non homogéne avec pour
source :

g(w) = (5930(:1,')R?€7¢)MVTI7PR(97¢) (3.122)

ou R gy désigne la matrice de changement de base entre le repére cartésien et le repére TTI
3D, définie par I’équation (1.24) et

/,{2‘/;)2 _ Vs2 0 0
Myrrp = 0 \/R2VE = V2 0

0 0 Vp2—V82

ou en choisissant pour le probléme de Cauchy (3.120) la donnée initiale :

o,(@ =0
(x — x0)
3.123
w(@) = B, MyrrpReg | (- 0) | e el (3:125)
(z — 20)

Théoreme 3.4 Les problemes mixtes continu, semi-discret et discret obtenus en couplant
lélastodynamique avec la CLA TTI 2D (3.115) ou 3D (3.116) sont stables au sens suivant :
— pour le probléme continu, nous définissons la forme quadratique :

1
E(t) = 5 (Ilolid, + Izl o) (3.124)
— pour le probléme semi-discret, nous définissons la forme :

Esemid(t) =< Ot Myvp, vy, > + < 8tMo-,C—10'h7 o, >) (3.125)
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3.4. Conclusion

— pour le probléeme mizte discret, nous définissons la forme :

+3 n—3

1 1 3
Ej =5 < Mothi, 0 > +5 < Mo ooy, 2,0, > (3.126)

2

Alors, (3.124) et (3.125) sont toujours décroissantes au cours du temps et (3.126) est
positive et décroissante si et seulement si la matrice

AlQ1~2(,(z\4¢,,c)*1(1~20)T (3.127)

M, — 1

est positive.

Corollaire 3.4.1 Le probléme mixte discret est stable sous la condition de type CFL
At?
1-— T)\mm >0 (3.128)

0l Apag €st la plus grande valeur propre de la matrice My ' Ry(My c-1) "' (Ro)T.
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Conclusion a la partie I

La simulation de la propagation des ondes élastiques anisotropes est décrite par des
équations linéaires. Elle differe du cas isotrope par le nombre de coefficients non-nuls et
indépendants de son tenseur d’élasticité, sa traduisant par la présence d’intégrales supplé-
mentaires dans les équations. L’anisotropie du sous-sol est communément considérée comme
TTI (Tilted Transverse Isotropy), ce qui signifie que les vitesses de propagation des ondes
varient selon les directions spatiales, avec des fronts d’ondes admettant une symétrie par rap-
port a un axe incliné. La symétrie seule implique seulement une modification des coefficients
existants dans le tenseur d’élasticité isotrope, les rendant plus indépendants mais conservant
la structure creuse du tenseur. L’inclinaison, quant a elle, entraine la transformation complete
de la structure du tenseur, qui devient alors dense, c’est-a-dire que tous les coefficients de-
viennent non-nuls, comme dans un cas d’anisotropie totale. Pour autant, cette complexité est
essentiellement algébrique car tous les coefficients ne sont pas indépendants.

D’un point de vue numérique, l'introduction de conditions aux limites permettant de
simuler la propagation d’une onde au-dela du domaine discret pose probleme dans le cas TTI.
La solution la plus commune repose sur 'utilisation de couches parfaitement adaptées (PML
- Perfectly Matched Layers), mais elles sont mathématiquement instables. Nous avons choisi
dans cette these de construire une Condition aux Limites Absorbantes (CLA) pour un milieu
TTI

Une méthodologie efficace et rigoureuse a été proposée par Engquist et Majda. Elle passe
par le calcul des valeurs propres de la matrice associée a la propagation des ondes dans
une direction donnée. Elle peut étre directement appliquée au systeme de 1’élastodynamique
anisotrope et elle met en évidence des termes de couplage entre les ondes P et les onde
S. Ces termes relevent de la physique et se traduisent, dans le meilleur des cas, par des
valeurs propres faisant intervenir des opérateurs pseudo-différentiels, rendant délicate mais
encore possible leur approximation. Les cas plus généraux comme ’anisotropie TTI sont plus
complexes et les valeurs propres sont difficiles a calculer, méme par un logiciel de calcul formel.
Le plus souvent, elles ne sont pas assez explicites pour pouvoir étre exploitées.

La solution que nous avons développée repose sur 'utilisation de formules géométriques
sous quelques hypotheses permettant de simplifier un peu le probleme :

— La premiere hypothese consiste a supposer qu'une CLA peut s’exprimer en sommant
les contributions des différentes ondes. Nous proposons ainsi de séparer les ondes P et les
ondes S en fixant I'une ou I'autre des vitesses a zéro dans le systeme de 1’élastodynamique.
Cette approche est souvent retenue en géophysique ol 'onde P est souvent la seule a
étre calculée avec des vitesses d’ondes S fixées selon des criteres de stabilité numérique,
indépendamment de leurs valeurs réelles.

— La seconde hypothése consiste a dire que le milieu est décrit par une anisotropie TTI
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de type elliptique, c’est-a-dire lorsque les premiers coefficients de Thomsen sont égaux

(quels que soient les angles). Nous espérons que cette hypothése n’a aucun impact sur

la CLA d’ordre faible TTI comme c’est le cas dans un milieu VTT non-elliptique.
Sous ces deux hypotheses, la méthode d’Engquist et Majda n’est toujours pas facile a mettre
en ceuvre. Cependant, ’étude des surfaces de lenteur devient possible, 'ellipticité condui-
sant a des surfaces de formes facilement paramétrables. 11 s’agit de spheres et d’ellipsoides
inclinés. Nous avons choisi de nous concentrer sur la cas des ondes P, la CLA en ondes S
étant alors la méme qu’en isotrope. Des lors, une succession de changements de variables
permet de formuler une CLA TTI elliptique pour les ondes P a partir de la CLA du cas
isotrope. Il suffit alors d’appliquer la somme des CLA pseudo-acoustiques pour les ondes P et
S pour obtenir une CLA élastique. Ceci se justifie car un milieu TTI n’est qu’un milieu VTI
incliné et la somme des CLA des problemes découplés dans un milieu VTI est la méme que la
CLA obtenue sur le probléme non-découplé VTI, quand il s’agit d’'une CLA d’ordre peu élevé.

La stabilité mathématique des problemes mixtes continu et semi-discret a été prouvée. La
stabilité numérique du probleme discret dépend d’une CFL et a été vérifiée en temps long.
Les tests de validation, sur des cas TTI généraux (i.e. non-elliptique) ont mis en évidence
la supériorité de cette CLA par rapport a des solutions plus simplistes (comme une CLA
isotrope) et surtout, ont permis la réalisation de simulation dans des configurations ou les
PML sont instables.

Ces travaux ont été présentés dans plusieurs conférences internationales : Acoustics2012,
ICOSAHOM2012, Waves2013 et ECCOMAS2014 notamment. Un résumé de la partie TTI
2D a été accepté pour publication : [BBCD14], la partie 3D va étre soumise prochainement.
D’un point de vue industriel, la CLA a été intégrée dans le code DIVA de Total ou elle est
utilisée pour les simulations TTI. Enfin, cette CLA a été utilisée avec succes dans les autres
codes de I’équipe, reposant sur des formulations au deuxieme ordre de I’équation des ondes,
en temporel et en fréquentiel.

Pour aller plus loin, il est possible d’améliorer la CLA en diminuant les réflexions res-
tantes. Pour cela, il faut considérer des développements limités & des degrés supérieurs. Les
termes supplémentaires requierent alors l'utilisation de fonctions auxiliaires dans le schéma
numérique, ce qui n’est pas forcément une bonne chose pour les performances du code pa-
rallélisé. Une autre fagon d’améliorer la CLA est d’ajouter une couche faiblement absorbante
autour du domaine. C’est ce que 'on appelle un “taper”. Cette solution est efficace mais
conduit au méme désavantage que les PML, a savoir 1’obligation de faire des calculs subsi-
diaires dans la zone d’intérét, ce qui augmente de fagon non-négligeable le temps de simulation,
surtout en 3D.

Nous envisageons plusieurs suites possibles a ces travaux. Dans un premier temps, nous
souhaitons comparer la CLA avec les couches dites SMART d’Halpern et al. [HPBR11] et
Métivier et al. [MBL™14]. Elles utilisent une couche autour du maillage permettant de traiter
le probleme TTI acoustique. Cela nécessite donc d’abord une extension des SMART vers
I’élastodynamique TTI. Ensuite, nous aimerions coupler la CLA et la couche SMART en
posant la CLA au bord du domaine afin de limiter la taille de la couche. Le tout pourrait
aussi étre comparé a 'utilisation d’un “taper”. Une différence importante entre la CLA et les
couches SMART est que la CLA s’applique facilement & des formulations du premier et du
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second ordre alors que les couches SMART ne s’appliquent pour l'instant qu’aux systeémes du
second ordre.

11 nous semble aussi intéressant de comparer le comportement des CLA entre les systeémes
du premier et du second ordre, numériquement mais également d’un point de vue HPC. Enfin,
nous travaillons déja sur I'étude détaillée des CLA TTI 3D, avec notamment le calculs des
coefficients de réflexion pour les ondes P et le découplage des ondes S qui permettrait en
suivant notre méthodologie de construire une CLA lorsque v # 0 et d’analyser les coefficients
de réflexion pour les ondes S.
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Deuxieme partie

Programmation a base de taches
sur support d’exécution
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Introduction a la partie II

Les supercalculateurs, interconnexions d’ordinateurs, sont aujourd’hui un outil incontour-
nable de la simulation numérique. La plupart des laboratoires d’ingénierie, public ou privé,
possedent le leur ou en louent un acces. Cette démocratisation a débuté avec 1’ére des machines
massivement paralleles a la fin des années 1980. A cette époque, les évolutions sur les pro-
cesseurs se traduisaient directement en gain de performance sur ’exécution des programmes
informatiques. Citons par exemple 'augmentation exponentielle du nombre de transistors
ou de la fréquence d’horloge, mais aussi la complexité grandissante du parallélisme des ins-
tructions de 'unité de contrdle (en anglais ILP, Instruction-Level Parallelism), ou encore
I’augmentation de la taille des niveaux de mémoire cache.

Cette évolution a atteint ses limites au cours des années 2000 (voir Fig. 3.30) en se heurtant
principalement au “mur thermique”. En effet, la miniaturisation des composants, associée a
des fréquences d’horloge tres élevées, ne permettait plus une bonne dissipation de la chaleur.
A cela s'est ajouté un probléeme de consommation électrique, trop directement proportionnelle
a la puissance de calcul, précipitant la fin de ’architecture processeur mono-cceur.

Néanmoins, le nombre de transistors a continué a évoluer selon la loi de Moore !, suivant
un nouveau type d’architecture intrinsequement parallele : multi-coeurs puis hyperthreading
(voir Fig. 3.31). Deés lors, exploiter efficacement les ressources de ces machines va requérir un
travail spécialisé, marquant une rupture avec l’ere précédente, comme 'avait observé Herb
Sutter en 2005 dans son article au titre évocateur, “The free lunch is over” [Sut05].

Cette architecture parallele est logiquement devenue prédominante dans les supercalcula-
teurs. Cependant, comme la fréquence d’horloge n’augmentait plus, et que les optimisations
de I'ILP et de la mémoire cache n’étaient plus aussi marquées, il fallait dorénavant beaucoup
plus de processeurs a chaque renouvellement de machine, pour obtenir les mémes marges de
progression qu’au cours des années précédentes.

La Fig. 3.32 représente 1’évolution des supercalculateurs selon le classement du top500 2.
La puissance de calcul effective est exprimée en Flops (de I'anglais FLoating-point Operations
Per Second), mesurée sur le benchmark de référence LINPACK 3. Malgré le changement bru-
tal d’architecture, les performances ont continué a croitre de maniére continue.

1. Laloi de Moore, dérivée d’un article de 1965 [Moo65], prévoit que le nombre de transistors des processeurs
double tous les deux ans. Les constructeurs s’en sont rapidement servi comme feuille de route technologique.

2. Le top500 [DMS97] est un recensement tous les six mois des 500 supercalculateurs les plus puissants.
C’est la référence historique et toujours actuelle des tendances et évolutions pour la communauté HPC.

3. Le benchmark LINPACK [Don88], introduit par Jack Dongarra en 1979, mesure le temps de résolution
d’un systéme matriciel dense par une méthode directe. Ce test de performance historique devrait prochainement
évoluer en considérant une résolution matricielle creuse par une méthode itérative [DH13].
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FIGURE 3.31 — Architectures des processeurs, mono-coeur (gauche), multi-cceurs (centre) et
hyperthreading (droite)

Depuis quelques années, 1’évolution des supercalculateurs est confrontée a une nouvelle
difficulté. L’augmentation exponentielle du nombre de processeurs fait exploser la consom-
mation électrique, dont une partie importante est dédiée au refroidissement des machines.
Sur ce point, un nouveau classement de performance par watt, le Green500, a été établi afin
de mettre en avant l'efficacité énergétique. Au-dela d’un probléeme écologique et économique,
I'utilisation simultanée d’un tres grand nombre de coeurs pose des problemes d’acces efficaces
aux données, ce qui détériore le passage a ’échelle des performances effectives.

Pour pallier en partie ce probleme de consommation tout en augmentant la puissance
de calcul, la communauté HPC s’est tournée a la fin des années 2000 vers les accélérateurs.
Ces cartes annexes, qui s’ajoutent aux nceuds existants des supercalculateurs, ont permis
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d’augmenter les performances théoriques par watt (et par dollar). Il convient de distinguer
leurs architectures :

— Les GPGPU (General Purpose on Graphic Processing Units), font référence a des cartes
graphiques détournées pour la simulation numérique. Ils possedent une architecture
particuliere, les unités de calculs y sont trés nombreuses, trés spécialisées et se partagent
quelques unités de controle tres simplifiées (voir Fig. 3.33). Leur utilisation requiert de
réécrire les codes avec un langage de programmation spécifique. Le parallélisme est a
exprimer sur une grille virtuelle et les optimisations sont souvent complexes. Dans le
reste du manuscrit, nous utiliserons le terme GPU, faisant implicitement référence au
GPGPU.

— Les coprocesseurs sont quant a eux une modification des processeurs classiques pour
le calcul intensif. Il sont apparus un peu plus tard, au début des années 2010. Leur
architecture est une évolution du modele multi-coeurs vers un modele “many-coeurs”,
comme celle de I'Intel Xeon Phi appelée MIC (Many-Integrated Cores, voir Fig. 3.33).
Les cceurs sont plus nombreux que sur les processeurs multi-coeurs. Le controle de flot
est plus simple et compensé par un support matériel de I’ hyperthreading. Leur utilisation
est simplifiée par rapport aux GPU car elle fait appel aux mémes outils que sur les CPU.
Toutefois, leur utilisation optimisée reste un défi complexe.

Dans la pratique, c’est aux développeurs que revient le soin de répartir le travail sur les
ressources disponibles (processeurs standards et accélérateurs) en fonction de leur capacité de
traitement : nombre d’unités de calcul, puissance de ces unités (en fonction du degré d’ILP
et de la présence d’hyperthreading), caractéristiques des différents niveaux de mémoire de
chacune des architectures. Programmer de telles machines hétérogenes a amené Herb Sutter
a écrire en 2012 un nouvel article [Sut12] dont le titre, “Welcome to the jungle”, évoque toute
la complexité de la tache.

Ce caractere hétérogene des ressources informatiques continue aujourd’hui de s’amplifier.
En effet, la miniaturisation tend a atteindre 1’échelle atomique et pourrait d’ici quelques di-
zaines d’années stopper sa progression. Suivant la loi de Moore, ’architecture des processeurs
standards commence déja a s’orienter vers celle des many-cceurs. Citons par exemple la ver-
sion processeur des Intel Xeon Phi (“Knights Landing” ), qui sera disponible ’année prochaine,
ou, plus orienté basse consommation, le MPPA de Kalray qui propose déja une alternative
similaire sur un autre jeu d’instructions.
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FIGURE 3.33 — Architectures CPU (gauche), GPU (centre) et MIC (droite)

En ajoutant & cela la course a l'exascale [DBeall] (c’est-a-dire atteindre 'exaFlops :
10'® Flops), se traduisant par la gestion de milliards d'unités de calculs, la problématique
d’avoir des codes performants, portables et flexibles devient incontournable et centrale. Or,
les programmes informatiques, lorsqu’ils sont optimisés pour des machines hétérogenes, se
retrouvent dépendants du matériel, au détriment potentiel d’évolutivité.

Ce constat met en évidence une limite potentielle des modeles de programmation do-
minants actuels : il faut maintenant les composer pour exploiter plusieurs niveaux de pa-
rallélisme. Par exemple, pour programmer une machine composée de noeuds accélérés par des
GPU, le modele le plus répandu permettant 1'utilisation de ce type d’architecture hétérogene
est le triptyque MPI+thread+CUDA. MPI [MPI98] (Message Passing Interface) se charge
de la communication entre les différents nceuds, le niveau thread (par exemple POSIX ou
OpenMP) est spécialisé pour gérer plus efficacement les différents coeurs d’un méme noeud et
CUDA (ou OpenCL) est utilisé pour exploiter les GPU.

Sur la base de ces modeles, demander aux développeurs de la performance sur une ma-
chine hétérogene nécessite alors beaucoup de temps et d’expertise, notamment pour la gestion
des transferts de données et la répartition équilibrée des calculs. De plus, a chaque évolution
architecturale, une grande partie du travail d’optimisation est & recommencer.

La programmation & base de taches, a I'aide de supports d’exécution (en anglais task-
based runtime system), permet de limiter la dépendance du code a I’architecture sous-jacente.
Le code est décrit par des taches, sans lien direct a priori avec le matériel. Le support
d’exécution se charge ensuite d’exécuter ces taches sur les ressources disponibles, tout en as-
surant la cohérence des données, c’est-a-dire ’assurance d’utiliser une copie d’une donnée pour
laquelle toutes les modifications antérieures sur d’autres copies de cette méme donnée ont été
appliquées. Pour étre efficaces, ils mettent en place des politiques d’ordonnancement avancées
(statiques ou dynamiques). Certains d’entre eux peuvent aussi se charger des transferts de
données distantes de facon transparente, comme nous le verrons a la section 5.2.

Un programme peut ainsi étre modélisé par un graphe dont les noeuds représentent les
taches élémentaires et les arétes décrivent les dépendances entre ces taches. Ecrire un code
performant revient alors a construire un graphe de taches exprimant beaucoup de parallélisme,
c’est-a-dire dont les dépendances entre les taches sont limitées. Optimiser ce code pour une
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architecture donnée consiste des lors principalement a réécrire les taches élémentaires selon
les spécificités du matériel (si besoin) et a choisir une politique d’ordonnancement permet-
tant une adéquation entre ’application et I’architecture. Les supports d’exécution fournissent
souvent des algorithmes d’ordonnancement prédéfinis qu’il suffit généralement de paramétrer
convenablement. Cependant, il se peut qu’en passant d’une architecture a une autre, le pa-
rallélisme fourni par le graphe de taches ne convienne plus. Dans ce cas, il est nécessaire d’en
affiner son expression.

L’objectif de cette deuxiéme partie consiste alors & mettre au point une approche par
taches du code de propagation des ondes élastiques de Total, puis a utiliser un support
d’exécution, en l'occurrence PaRSEC (voir section 5.3). Le plan se décompose en quatre
chapitres.

Le chapitre 4 décrit 1'algorithme de propagation des ondes du code DIVA de Total. La
section 4.1 donne le pseudo-code parallele par passage de messages de 'implémentation initiale
avec MPI. Une étude de performance est présentée 4.2 pour illustrer la problématique de ce
modele basé sur une décomposition de domaines. Le chapitre 5 fait une présentation générale
du paradigme de parallélisme par taches et des supports d’exécution servant a ordonnancer
ces taches. En particulier, la section 5.1 détaille comment porter un exemple simple en taches
sur deux modeles différents. La section 5.2 dresse un état de ’art des supports d’exécution
pour la programmation en taches et la section 5.3 résume les spécificités de celui que nous
avons utilisé : PaRSEC.

Le chapitre 6 est consacré a la description du portage du code DIVA en taches. La sec-
tion 6.1 reprend ainsi les différentes étapes décrites au chapitre précédent pour le code DIVA.
Puis, la section 6.2 explique comment exploiter efficacement les architectures a mémoire par-
tagée avec une illustration des points clés sur un processeur. Le chapitre 7 présente ’étude
expérimentale comparative entre 'implémentation initiale en MPI et le code porté en taches.
Le cas test est décrit a la section 7.1 et les résultats sont développés a la section 7.2, notam-
ment pour des machines ccNUMA et Intel Xeon Phi.

Dans le cadre de 'action stratégique DIP, ce travail a été réalisé au sein d’une collaboration
avec George BOSILCA de I'ICL (Innovative Computing Laboratory, University of Tennessee,
USA), développeur en chef de PaRSEC, sous la coordination d’Emmanuel AGULLO chargé
de recherches Inria dans 1’équipe Hiepacs. George a passé plusieurs mois en France, ce qui a
facilité les échanges directs et intensifs sur le projet.

Commencons par rappeler quelques définitions fondamentales du calcul parallele auxquelles
nous allons nous référer dans ce manuscrit.

Efficacité

L’efficacité d’un code parallele traduit I'utilisation adéquate des ressources disponibles.
C’est une valeur comprise entre zéro et un. Plus cette valeur est proche de 1, plus le code
utilise les capacités maximales de la machine. Soit p le nombre de ressources paralleles et
T le temps. T représente le temps de référence pour une exécution sur une seule unité de
calcul, appelé temps séquentiel, et T}, le temps d’exécution sur p unités de calcul, appelé temps
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parallele. L’efficacité est alors définie par la formule :

E(p) = (3.129)

p. T,

Speedup

Pour mesurer le gain éventuel de la modification d’un code, le rapport du temps d’exécution
obtenu avec le code initial, noté Tj,;;q1, sur le temps d’exécution obtenu avec le code final,
noté T'tinal, est appelé speedup. C’est une valeur positive. Lorsque cette valeur est plus grande
que un, le code final est plus rapide que le code initial. En programmation parallele, il existe
aussi un indicateur speedup obtenu cette fois par le rapport du temps séquentiel sur le temps
parallele (T /T},). C’est la premiere définition qui est utilisée dans cette these. Ainsi, la formule
du speedup S utilisée est :

S — initial (3130)
Tfinal

Passage a I’échelle

Dérivé de I’anglais scalability, le passage a 1’échelle correspond & l'adéquation entre le
temps d’exécution d’une expérience et le nombre de ressources paralleles utilisées. Il est
d’usage de différencier deux définitions :

— scalabilité forte : les expériences concernent toujours le méme cas test (a taille fixée).
Dans ce cas, le temps d’exécution idéal diminue autant que le nombre de ressources
augmente, par exemple pour deux fois plus de ressources, le temps d’exécution idéal est
divisé par deux.

— scalabilité faible : la taille des cas tests varie avec le nombre de ressources, afin de
garder une charge de travail constante pour chaque ressource quel que soit le cas test.
Cette fois, le temps d’exécution idéal reste le méme, par exemple pour deux fois plus
de ressources et un cas test deux fois plus gros.

Granularité

Diminuer la taille des taches élémentaires d’un programme permet d’exhiber potentielle-
ment davantage de parallélisme, mais en contrepartie, leur surcout de traitement peut aug-
menter. La granularité représente le rapport entre la taille des taches et leur surcotut de traite-
ment. Ainsi, optimiser la granularité consiste & déterminer un compromis entre un découpage
en beaucoup de petite taches (grain plus fin) et la gestion de leur surcout de traitement en
limitant le nombre et donc la taille des taches (grain plus grossier).

La Fig. 3.34 illustre ce compromis. Chacun des quatre schémas représente la méme quantité
de calculs : la surface pointillée blanche, qui est découpée en 1, 4, 16 et 64 taches de gauche
a droite. Le surcott de traitement est représenté en noir. Schématiquement, il dépend de la
taille des taches tout en conservant une largeur fixe. Sur le schéma de gauche, il n’y a pas de
parallélisme, le temps d’exécution correspond a la surface du schéma, c’est le temps séquentiel.
Sur les autres schémas, le parallélisme est de plus en plus important, jusqu’a obtenir tout a
droite, des taches si petites que leur surcott de traitement est largement supérieur a leur
quantité de calculs.
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Pour un grand nombre de ressources paralleles, il peut étre intéressant de tendre vers un
grain tres fin et d’attribuer chaque petite tache a une ressource. Cependant, l'efficacité peut
ne pas étre bonne si l'essentiel du temps d’exécution est dédié au surcout de traitement (cela
se vérifie en comparant la surface totale des schémas). Le passage a 1’échelle peut ne pas étre
assuré non plus, puisque le temps d’exécution peut augmenter plus vite que le nombre de
ressources (cela se vérifie en comparant la surface d’une tache sur chaque schéma).

....................

....................

FIGURE 3.34 — Illustration des effets potentiels de la granularité

Equilibrage de charge

L’exécution d’un code parallele se décompose en calculs et en communications ou syn-
chronisations. Lorsque les calculs ne prennent pas le méme temps sur chaque ressource, les
ressources les moins chargées peuvent étre amenées a attendre les plus chargées pour pouvoir
poursuivre 'exécution du code. L’équilibrage de charge, en 'anglais load balancing, mesure
cette répartition des calculs, ce qui a pour objectif de limiter ces temps d’attentes. La Fig. 3.35
illustre ’équilibrage de charge possible sur deux ressources paralleles, pour autant que la gra-
nularité soit suffisamment fine. Les blocs contiennent les taches et leur surcott de traitement.

plus grossier
cur [
cPU 2 | |
grain
cor [T 7T 7] cut [ [T [0
olusfin' CPU2 | | | | | | cruz| | | |
< >
moins équilibré charge plus équilibré

FI1GURE 3.35 — Illustration de ’équilibrage de charge sur deux CPUs, grain fin et grain grossier
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Chapitre 4

Etude du code DIVA initial pour la
propagation des ondes

Ce chapitre décrit 1'algorithme de propagation des ondes utilisé dans le code DIVA. Les
équations physiques ont été discrétisées en un systeme matriciel et nous commengons par
présenter ’algorithme séquentiel correspondant. Nous détaillons ensuite la parallélisation qui
repose sur une décomposition du domaine d’étude et I'utilisation du paradigme de parallélisme
par passage de messages. Pour finir, nous étudions les propriétés du code parallele en illustrant
son comportement sur une machine ciblée. Ceci va nous permettre d’identifier le probleme
majeur de I'implémentation initiale et notre objectif sera de le corriger.

4.1 Implémentation par passage de message

4.1.1 Pseudo-code séquentiel a partir de la discrétisation de la partie I

Dans la premiere partie de cette these, nous avons expliqué comment le systeme de
I'élastodynamique est discrétisé (voir section 1.3). Nous utilisons une méthode d’éléments
finis DG en espace et un schéma Leap-Frog en temps. Ce choix favorise le parallélisme en
découpant le travail maille par maille. Les matrices de masse M, et B, ont alors une struc-
ture diagonale par blocs et les matrices de rigidité R, ont un stencil fixe (seulement les données
des mailles directement voisines par les faces sont nécessaires). En contrepartie, le nombre de
degrés de liberté total est plus élevé que dans les méthodes d’éléments finis continus. Nous
pouvons toutefois remarquer que de nouvelles méthodes DG dites hybrides (voir [CGL09] pour
larticle de référence et [BGCDL14] pour une application & I’élastodynamique) commencent &
émerger et nous pouvons observer qu’elles conservent les mémes avantages que les méthodes
DG tout en utilisant un nombre de degrés de liberté raisonnable et comparable & celui requis
par les méthodes continues.

Le maillage est non structuré, composé de N, mailles K. Les inconnues vecteur vitesse v
et tenseur des contraintes ¢ sont approchées par des vecteurs, notés vy, et o respectivement.

L’intervalle de temps [0, T est divisé en N; pas de temps At. En notant v} 'approximation vy,

au temps discret t = nAt et O'Z—H/ ? celle de o, au temps discret intermédiaire t = (n+ %)At,
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le systeme discret s’écrit :

nt+l _ on n+1 n
M"%Tt%jLRUUZHm*B"w — 0 (4.1a)
o_n+3/2 . O_n+1/2
Mg =t + Ryvitl =0 (4.1Db)

Les matrices de masse M, et B, sont diagonales par blocs, chacune de taille proportionnelle
au nombre de degrés de liberté de chaque maille, variant entre 4 et 20 (voir Tab. 1.2). Il
est donc possible de les inverser pour un cout tres faible et le systéme se réécrit de fagon
quasi-explicite :

vith = (M, +3B) 7 (M — 3B Vi — (Mo +3B)) 7 Roo) T
(4.2)
O'Z+3/2 _ GZ+1/2 _ AtM(;levzﬂ

Pour simplifier la présentation de la méthode, nous allons considérer des conditions aux
limites triviales By, = 0, ce qui correspond physiquement a une condition de surface libre. Ce
ne sont pas les conditions aux limites correspondant & I'utilisation habituelle du code DIVA
car nous avons décidé de nous concentrer dans un premier temps sur le coeur des calculs.
Le probleme des conditions aux limites est un sujet important qu’il est préférable de traiter
dans un second temps. En effet, I'utilisation de conditions aux limites ajoute de la complexité
dans Palgorithme et, selon le choix de ces conditions, le comportement du code peut étre tres
différent. Cependant, ce point fait partie de nos perspectives de travail a court terme.

Le systeme que nous considérons est alors le suivant :

Vit = v — AtM;'R,o !/ (4.32)

o = e A M R VI (4.3b)

Le pseudo-code séquentiel associé a la résolution de ce systéeme correspond a 1’algo-
rithme 4.1. Les équations (4.3a) et (4.3b) sont représentées par des fonctions de mise a jour
des variables, lignes 4 et 7 respectivement. La discrétisation se traduit par la présence d’une
boucle en temps, ligne 2, et d’une boucle en espace pour chaque équation, lignes 3 et 6. Les
calculs sont effectués maille par maille par les fonctions de mise a jour qui nécessitent les deux
variables vy, et o au pas de temps courant pour 'une et au demi-pas de temps précédent
pour l'autre. De plus, les matrices de rigidité R, font intervenir les valeurs locales mais aussi
directement voisines de la variable prise au demi-pas de temps précédent. Pour une maille K,
cet ensemble de valeurs situées sur les degrés de liberté des faces des voisins est noté par la
suite K (par analogie avec I'adhérence, voir Fig. 4.1). Ainsi, les deux mises & jour des variables
ne peuvent étre faites dans une seule boucle en espace.

4.1.2 Pseudo-code parallele par passage de messages

Le parallélisme repose sur la décomposition du domaine spatial en sous-domaines, sans
recouvrement. La Fig. 4.2 illustre un exemple de découpage sur un maillage 2D. Les pointillés
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FIGURE 4.1 — Ensemble K des degrés de liberté qui interviennent dans la matrice de rigidité
locale a la maille K sur un exemple 2D ou 'ordre de discrétisation des mailles voisines n’est
pas homogene.

Algorithme 4.1 : Pseudo-code séquentiel de DIVA (discrétisation DG + Leap-Frog)
Data : Nh, At, Nt

Result : vy, o),

[v1, 0'2/2] +Initialization(Ny, A¢);

1
2 for n =1..N; do
3 for K =1..N;, do
+1 . n+1/2 .
4 ‘ VZK +— UpdateVelomty(vZK,ahf s A);
5 end
6 for K =1..N;, do
‘ 0223/2 — UpdateStress(aZ}tl/Q,vﬁgl, Ay);
end
9 end

représentent les données nécessaires aux calculs sur un sous-domaine voisin, correspondant
aux degrés de liberté des faces au contact des interfaces. Cette décomposition constitue la
premiere étape de la parallélisation, ligne 1 de I'algorithme 4.2 du pseudo-code parallele de
DIVA (les différences par rapport au pseudo-code séquentiel, algorithme 4.1, sont notées en
bleu). L’implémentation initiale du code crée autant de sous-domaines que de ressources pa-
ralleles disponibles INV,,. Une fois cette décomposition effectuée (et les données réparties sur les
processus correspondants), chaque processus initialise ses variables locales, v, et o, ligne 2,
sur les IVp, . mailles locales constituant son sous-domaine. La boucle en temps, ligne 3 reste
inchangée tandis que les boucles en espace, lignes 5 et 9, ne s’appliquent maintenant qu’aux
mailles locales au sous-domaine. Le changement le plus important concerne les mailles situées
aux bords d’un sous-domaine. Les degrés de liberté des faces des voisins ne sont plus directe-
ment accessibles puisque les mailles voisines sont sur un autre sous-domaine, donc inconnues
localement. C’est ici qu’interviennent les phases de communications, lignes 4 et 8. Les données
situées localement aux interfaces sont envoyées et les données situées sur les faces voisines aux
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interfaces sont recues, permettant les calculs sur K (voir Fig. 4.1). Pour finir, les fonctions de
mise a jour, lignes 6 et 10, sont identiques au code séquentiel, excepté qu’elles correspondent
a des calculs locaux avec des données d’entrée et de sortie appartenant au sous-domaine local.

FIGURE 4.2 — Exemple de découpage d’un maillage 2D en trois sous-domaines (vert, bleu et
rouge), les pointillés correspondent aux données a échanger

Algorithme 4.2 : Pseudo-code parallele de DIVA par passage de messages
Data : Np, Nh, At, Nt

Result : vy, oy,

Ny,,. < DomainDecomposition(NV,);

=

[V}, aiﬂ] «Initialization(Np,,_, A¢);

2
3 for n =1..N; do
n+1/2 L n+1/2y

4 Oh Communication(o, _"7);

5 for K = 1..Ny,,, do //— numérotation interne au sous-domaine
n+1 : n+1/2 .

6 ‘ Vi UpdateVelomty(vZK,crh? s A);

7 end

8 VZ;I — Communication(vzzl);

9 for K = 1..Ny,,, do //- numérotation interne au sous-domaine
n+3/2 n+1/2 _nil .

10 ‘ Ty UpdaﬁceStress(a’hK Vi yA);

11 end

12 end

Cet algorithme par passage de messages est composé de phases de calculs et de commu-
nications entrelacées, sans barrieres de synchronisation globale. Nous appellerons ce schéma
“compute and exchange”. Dans notre cas, les communications ne concernent qu’un volume tres
faible de données, a savoir les degrés de liberté des faces aux interfaces. L’essentiel du temps
d’exécution correspond donc a du temps de calcul effectif. Cet algorithme est implémenté en
MPI dans le code DIVA initial.
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4.2. Etude de performance

4.2 Etude de performance

S’il n’y a pas de synchronisation globale, chaque processus doit malgré tout échanger avec
ses voisins avant de pouvoir entamer une nouvelle phase de calcul. L’équilibrage de charge
est donc primordial pour éviter qu'un processus peu chargé attende un processus plus chargé.
La décomposition de domaine étant réalisée en amont de la phase de calculs, elle se base sur
une estimation a priori des temps de calculs. Pour assurer un équilibrage de charge cohérent,
I’étape de découpage du domaine prend en compte le nombre de degrés de liberté de chaque
maille. Il faut également prendre en compte le nombre de degrés de liberté des faces des
mailles voisines, ce qui permet au moins de calculer le nombre exact des opérations interve-
nant dans les fonctions de mise a jour. Cependant, en fonction des capacités des ressources
matérielles (degré d’ILP, taille des caches, ...), le nombre exact d’opérations ne donne pas le
temps de calculs exact. Nous retrouvons ici le probleme de I’hétérogénéité. Dans la pratique,
nous nous servons de formules approximatives pour prendre en compte ’architecture sous-
jacente. Obtenir un équilibrage de charge parfait est donc délicat. Un travail d’optimisation
est toujours possible a posteriori pour améliorer l'efficacité du code mais de fagon dépendante
a ’architecture, donc non portable. C’est ainsi la limite de ce modele de programmation pour
le code DIVA.

La Fig. 4.3 présente une trace d’exécution de 10 itérations du code DIVA en MPI sur
32 coeurs. Les traces représentent les temps d’activité et d’inactivité de chaque ressource au
cours de l'exécution, disposées en ligne. Les noyaux de calcul de la vitesse et du tenseur des
contraintes sont représentés en orange et rouge respectivement. Le gris clair met en évidence
les temps d’attente dus aux communications par MPI. Cet exemple montre que, méme si
la plupart du temps est passé a effectuer des calculs, il subsiste un léger déséquilibrage de
charge (certains cceurs en attendent d’autres), cela se vérifie en comparant la taille des blocs
de couleurs correspondants aux mises & jour des variables. Comme le code DIVA est répétitif
et que les sous-domaines restent fixes, ce phénomene se reproduit a chaque itération. Au
final, beaucoup de zones grises apparaissent, traduisant une sous-utilisation potentielle des
ressources.

FIGURE 4.3 — Trace d’une exécution du code DIVA sur 32 coeurs (un par ligne) et 10 itérations.
Les calculs sont en orange (vitesse) et rouge (contraintes) et les temps d’attente en gris clair

Nous présentons maintenant une étude de performance du code DIVA. Le cas test considéré
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ici est un cube 3D hétérogene, c’est-a-dire contenant différents milieux physiques, dont les
spécificités sont détaillées a la section 7.1. Nous considérons deux tailles de maillages constitués
de 200.000 et 800.000 tétraedres, générés avec Tetgen. Le nombre de degrés de liberté de
chaque maille dépend de ses caractéristiques physiques locales. La machine utilisée est ho-
mogene, constituée de 8 processeurs Intel Xeon E7-8837, composé chacun de 8 CPUs cadencés
a 2.67 GHz. Chaque cceur CPU possede 64 KB et 256 KB de cache L1 et L2 respectivement,
et chaque processeur dispose de 24 MB de cache L3.

La Fig. 4.4 présente Uefficacité parallele du code DIVA basé sur MPI. La figure de gauche
correspond & une discrétisation homogene, c’est-a-dire avec le méme nombre de degrés de
liberté dans chaque maille. Dans cette configuration, I'efficacité reste bonne pour les deux
tailles de maillages et ne décroit que tres légerement. La figure de droite correspond a une
discrétisation hétérogene, ce qui signifie que le nombre de degrés de liberté dans chaque maille
est différent. C’est la configuration classique. Dans ce cas, 'efficacité décroit au fur et & mesure
que le nombre de processeurs augmente, et ce quelle que soit la taille du maillage utilisé. En
effet, la connaissance du nombre exact d’opérations ne suffit généralement pas pour déduire
par des formules le poids exact des calculs de chaque sous-domaine lorsque les données ne
sont pas homogenes.

1.1 : ‘ ‘ ‘ w 11
1 M x ! * * * x
§E<‘ \
0.9 0.9 <% —
> >
% § /‘A
3 08 2 08
© ©
0.7 0.7
0.6 A 0.6 A
perfect scaling —¢— perfect scaling ——
small mesh —e— small mesh —6—
05 large mesh —&— 05 large mesh —&—
A 2 4 8 16 32 64 T 2 4 8 16 32 64
number of cores number of cores
(a) maillage homogene (b) maillage hétérogene

FIGURE 4.4 — Etude de Defficacité parallele du code DIVA

Dans la suite de ce manuscrit, nous étudions la possibilité de répondre a ce probleme de
déséquilibrage de charge du a I’hétérogénéité et donc de perte d’efficacité en changeant de
paradigme de parallélisme pour la programmation par taches.
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Chapitre 5

Programmation en taches et
support d’exécution

Ce chapitre se veut étre une introduction générale sur le paradigme de parallélisme par
taches et les supports d’exécution servant a ordonnancer ces taches. Nous présentons d’abord
la notion de graphe de taches et les différents modeles de programmation a base de taches a
partir d’un algorithme simple. Nous dressons ensuite un état de ’art des supports d’exécution
pour la programmation en taches ainsi que deux classifications, par modeles et par architec-
tures. Nous terminons par une présentation du support d’exécution PaRSEC, celui sur lequel
nous allons porter DIVA.

5.1 Paradigme de parallélisme par taches

La programmation a base de taches consiste a découper le travail en morceaux — appelés
les taches — et & décrire le flot des données entre ces morceaux (en anglais dataflow?!). Les
dépendances entre ces taches sont définies par les conditions de Bernstein [Ber66]. Soient
deux taches T et Ty. Soient (I1,01) et (I2,02) leurs couples de variables d’entrée et de
sortie, respectivement. Il existe alors trois types de dépendance :

— 81 O1 NIy # 0, c’est une dépendance de donnée,

— 81 Oy N 11 # 0, c’est une anti-dépendance (de donnée),

— 81 01 N O3 # (), c’est une dépendance de sortie.

Les taches sont indépendantes et peuvent étre exécutées en parallele si et seulement si ces
trois ensembles sont vides. Paralléliser un code revient donc a déterminer les dépendances
entre les taches élémentaires qui le composent.

Dans la suite du manuscrit, les taches font référence a des fonctions a exécuter au sein
d’un unique programme. Pour autant, le paradigme de parallélisme par taches ne se limite
pas a ce niveau. Il est tout a fait possible de gérer I’exécution de plusieurs programmes, dont
les taches sont les programmes eux-mémes. Par exemple la gestion de programmes sur une
grille informatique (i.e. un ensemble de machines délocalisées, autonomes et tres hétérogenes)
est appelée workflow et l'intergiciel DIET [CDO06] est un exemple de mise en ceuvre de ce

1. Une architecture de processeurs est basée sur cette idée de flot des données, inventée dans les années
1970 par Jack Dennis [Den74]. Cependant, 'apparition du paradigme d’exécution dans le désordre (en anglais
Out of Order execution) est devenu rapidement largement prédominant au début des années 1990.
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principe, notamment sur la grille Grid5000 [BCC™06].

Nous allons maintenant construire le graphe de taches d’un algorithme simple pour intro-
duire les notions et définir deux modeles de programmation. Dans le chapitre suivant, nous
appliquerons ce processus pour porter le code DIVA.

5.1.1 Du code séquentiel au graphe de taches

Soit un pseudo-code basique réalisant 1’algorithme 5.1, correspondant a l’exécution de
quatres fonctions. L’ordre d’appel des fonctions fun2 est ici arbitraire. En considérant chaque
fonction comme une tache, il est possible de représenter la réalisation du programme sous
forme d’un graphe. Les taches forment alors les nceuds et les dépendances, c¢’est-a-dire les flux
de données, sont décrites par les arétes (voir Fig. 5.1). Ces arétes sont orientées et le graphe
est acyclique, c’est ce que l'on appelle un DAG (Directed Acyclic Graph). Le programme,
ainsi représenté dans un DAG, exhibe plus directement le parallélisme entre les taches (ici
sur fun2).

Algorithme 5.1 : Pseudo-code basique en séquentiel
Result : C

1 A<+ funl();

2 B« fun2(A);

3 C + fun2(A);

4 C <+ fun3(B,C);

F1GURE 5.1 — DAG du pseudo-code basique

5.1.2 Différents modeles de programmation a base de taches

Il existe plusieurs modeles de programmation a base de taches. Ils sont similaires dans la
mesure ou ils décrivent le méme DAG. Ils se distinguent dans la maniere dont ils décrivent
ce DAG. Nous présentons ici deux modeles bien que d’autres classification pourraient étre
envisagées.

Le premier modele de programmation a base de taches est le modéle séquentiel, c’est celui
qui se rapproche le plus de I'algorithme séquentiel 5.1. Les dépendances sont déterminées par
rapport a ’ordre d’insertion des taches. C’est 'exemple de I'algorithme 5.2, ou les taches sont
définies par la primitive InsertTask qui consiste a insérer une tache dans le DAG. La tache
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funl est insérée a la ligne 1. Cette insertion est une instruction non bloquante demandant au
moteur d’exécution de traiter la tache de maniere asynchrone. Elle travaille avec la donnée A
en écriture. Puis, la tache fun2 est insérée a la ligne 2. Elle travaille avec les données A en
lecture et B en écriture. A partir de 1a, une dépendance de donnée sur A est identifiée entre
les taches funl et fun2. Ainsi, le moteur d’exécution ne traitera la tache fun2 qu’une fois
la tache funl terminée. Puis, ligne 3, la seconde tache fun2 est insérée. Elle travaille avec
les données A en lecture et C en écriture. De méme, une dépendance de donnée sur A est
identifiée entre les taches funl et fun2. Les taches fun2 travaillent toutes les deux sur la
donnée A mais en lecture, il n’y a donc pas de dépendance de sortie sur la donnée A entre ces
taches. Enfin, la tache fund est insérée a la ligne 4, elle travaille sur les données B en lecture
et C en lecture/écriture. Il y a une dépendance de donnée sur B entre la premiere tache fun2
et la tache fun3 et une dépendance de donnée sur C' entre la seconde tache fun2 et la tache
fun3.

Algorithme 5.2 : Pseudo-code basique en taches, modele séquentiel
Result : C
msertTask
insertTask
insertTask
insertTask

funl, A[Write]);

fun2, A[Read], B[Write));
fun2, A[Read], C[Write]);
fun3, B[Read], C|ReadWrite]);

N N N N

W N =

Le second modele de programmation a base de taches est le modéle paraméiré. 11 consiste a
décrire explicitement les taches identifiées de I’algorithme 5.1 (funl, fun2 et fun3), éventuel-
lement a I’aide de parametres, ainsi que leurs dépendances et les données sur lesquelles portent
ces dépendances. Ici, nous allons utiliser un parametre n pour différencier les appels a fun?2.

— La tache funl est décrite aux lignes 1 — 4. Dans le détail, la ligne 1 définit un nom
arbitraire, ici T'ask_funl. Les lignes 2 et 3 spécifient que la tache travaille sur une donnée
A en écriture avec une dépendance sur les taches Task_fun2(1) et Task_fun2(2). Le
sens de la fleche indique que la donnée A est un argument de sortie de Task_funl et
un argument d’entrée de Task_fun2(x). La ligne 4 indique que la liste des données est
términée et que la suite concerne le code a exécuter pour réaliser cette tache. La ligne
5 est ainsi simplement un appel a la fonction funl.

— Les deux taches fun2 sont décrites dans une seule tache aux lignes 7 — 13. Le nom
arbitraire de cette tache est Task_fun2, ligne 7, qui dépend d’un parametre n. Nous
nous servons de ce parameétre pour différencier les deux taches fun2, qui vaut alors un
ou deux, comme 'indique la ligne 8. Cette tache travaille sur deux données A en lecture
et X en écriture. La ligne 9 précise la dépendance de A qui est un argument d’entrée et
qui provient de la réalisation de la tache Task_funl (par le sens de la fleche). La donnée
X, qui est un argument de sortie, a un nom arbitraire, elle a une double dépendance
de donnée avec la tache Task_fun3 pour laquelle elle est un argument d’entrée. La
distinction se fait par le test de condition sur le parameétre n. Le nom de cette donnée
pour la tache Task_fun3 est alors B ou C, lignes 10 et 11. La ligne 12 indique la fin de
la liste des données et la ligne 13 est 'appel générique a la fonction fun?2.

— La tache fun3 est décrite aux lignes 15 — 19. Elle s’appelle Task_fun3, ligne 15. Elle
dépend de deux données B en lecture et C' en lecture/ecriture. Ces sont des arguments

171



Chapitre 5. Programmation en taches et support d’exécution

d’entrée provenant des réalisations de la tache paramétrée Task_fun2 (définissant deux
dépendances de données), lignes 16 et 17. La ligne 18 indique la fin de la liste des
données et la ligne 19 est I'appel a la fonction fun3.

— Le DAG est finalement créé a la ligne 21.

A ce stade, chaque type de tache est défini et, a partir d’une instance de taches, il est possible
de déterminer ses successeurs et ses prédécesseurs. Une fois la description de toute les taches
effectuée, la primitive dag.enqueue commence la traversée du DAG. A noter que, malgré
I’absence d’ordre séquentiel, le moteur d’exécution peut construire un ordre topologique. En
particulier, il détecte que funl n’a pas de prédécesseur et commence donc par exécuter la
tache correspondante.

Algorithme 5.3 : Pseudo-code basique en taches, modele paramétré
Result : C

1 Task_funl()

2 WRITE A — A Task_fun2(1)

3 — A Task_fun2(2)

4 BODY

5 A=funl()

6

7 Task_fun2(n)

8 n=1..2

9 READ A + A Task_funl()

10 WRITE X — (n==1)? B Task_fun3()
11 — (n==2)? C Task_fun3()
12 BODY

13 X=fun2(A)

14

15 Task_fun3()

16 READ B « B Task_fun2(1)
17 RW C <« C Task_fun2(2)
18 BODY

19 C=fun3(B,C)

20

21 dag.enqueue(Task );

Le modele séquentiel permet une productivité élevée puisqu’il est proche de I'algorithme
d’origine, tandis que le modele paramétré requiert d’exprimer plus explicitement les dépen-
dances. Ce point est relativement complexe, comme le montre I'algorithme 5.3 par rapport
a l'algorithme 5.2, qui décrivent pourtant tous deux le méme DAG (celui de la Fig. 5.1). Le
modele paramétré offre cependant plus de flexibilité a ’exécution pour explorer le DAG du
fait qu’il est entierement connu & ’avance.

Un autre modele de programmation a base de taches est trés répandu mais ne repose
pas str la notion de graphe, c’est le modéle de boucles. Lorsque le travail a paralléliser se
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trouve a 'intérieur d’une boucle, ce modele de programmation plus simple, également a base
de taches, consiste en un découpage statique ou dynamique de la boucle a exécuter. Selon
les supports d’exécution, les dépendances de données peuvent ne pas étre obligatoirement a
spécifier et la cohérence des données n’est alors pas toujours assurée. Le programmeur doit
alors veiller a ce que I'algorithme reste juste en détaillant quelles données sont a partager et
quelles données sont locales aux taches (données dites privées). C’est le cas d’OpenMP par
exemple. A noter que OpenMP 4.0 supporte également la notion de tache et propose une
interface de programmation relativement similaire au modele séquentiel discuté ci-dessus.

Malgré sa complexité, nous avons choisi de porter le code DIVA en taches sur le modele
paramétré afin de pouvoir exploiter au mieux les propriétés du DAG. Il s’agit, a notre connais-
sance, du premier portage d’un code industriel sur ce modele et en particulier sur le moteur
d’exécution PaRSEC.

5.2 Etat de l’art des supports d’exécution pour la program-
mation a base de taches

Le terme support d’exécution (en anglais runtime) désigne simplement un outil dont les
programmes se servent pour étre exécutés. Il en existe a plusieurs niveaux. Les systemes d’ex-
ploitations multiprocesseurs, ou les langages de programmation interprétés sont par exemple
supportés par un moteur d’exécution. Les implémentations de la norme MPI peuvent également
définir un support d’exécution. Nous pouvons également citer les langages PGAS (Partitio-
ned Global Address Space) qui sont spécialisées dans ’exécution de parallélisme de boucles
sur des processeurs a mémoire distribuée mais qui ne se basent pas sur la notion de taches.
En principe, 'exécution d’un programme a base de taches a vocation a étre supportée par
un moteur d’exécution et dans ce qui suit, nous nous focalisons sur les supports d’exécution
pour cette programmation en taches.

Le role des supports d’exécution pour la programmation en taches est d’orchestrer la
réalisation des taches en respectant leurs dépendances. Ils se chargent de la répartition des
taches sur les ressources matérielles disponibles (potentiellement hétérogenes) tout en assurant
la cohérence des données. Certains d’entre eux prennent en charge les transferts de données
distantes, par exemple entre des CPUs ne partageant pas un espace de mémoire locale ou
entre CPU et GPU, automatiquement ou par le biais de taches explicites.

Pour étre efficaces, ils se servent de politiques d’ordonnancement (statiques ou dyna-
miques), ce qui ne signifie pas que les choix soient optimaux. En effet, trouver le meilleur
ordonnancement pour un graphe de taches quelconque est un probleme d’optimisation NP-
complet au sens fort 2,

5.2.1 Petit historique des supports d’exécution

Deés l'apparition des premieres machines paralleles, dans les années 1980, des supports
d’exécution émergent pour améliorer 1’équilibrage de charge, voir par exemple le livre de
Sarkar [Sar89], basé sur des graphes de tache statiques. La subdivision et le choix de répartition

2. Un probleme est dit NP-complet si sa résolution nécessite un temps d’exécution super-polynomial en
fonction de la taille des données. Le sens fort indique que ce temps ne change pas en modifiant ’algorithme
(base,. . .).

173



Chapitre 5. Programmation en taches et support d’exécution

du travail se font avant I’exécution du code, en fonction du nombre de ressources. A cette
époque, P'architecture des processeurs était encore séquentielle (mono-coeur) et les machines
paralleles étaient généralement a mémoire partagée.

La notion de vol de taches (en anglais work-stealing) apparait ensuite, ce qui rend les
ordonnanceurs dynamiques. Concretement, les taches peuvent maintenant étre ordonnancées
a l'exécution, des qu’une ressource est disponible. Le meilleur exemple historique est ce-
lui de Cilk [BJKT96], apparu des 1994 et toujours développé actuellement sous le nom de
Cilk++ [Leil0]. Il est basé sur la gestion du modele séquentiel et les taches sont décrites avec
le mot clé spawn. Les supports d’exécution basés sur le modele paramétré deviennent eux
aussi dynamiques avec, notamment, I’apparition d’un formalisme de paramétrisation PTG
(Parametrized Task Graph), voir [CJ99] et récemment [DBBT14], qui permet de décrire de
fagon plus compact le DAG.

Le cas d’OpenMP [DM98] est particulier. Comme nous ’avons dit plus haut, ¢’est un des
supports d’exécution de taches spécialisés dans le modele de boucles. Il repose entierement sur
des directives de compilation. Apparu en 1997, il ajoute le mot-clef de tache (task) en 2008
dans sa version 3 mais sans notion de dépendances de données. Plus récemment, la version
4 tend vers un modele séquentiel en ajoutant la possibilité de décrire des dépendances de
données. Il est stirement le support d’exécution de taches le plus répandu aujourd’hui.

Avec l'architecture de processeurs multi-coeurs du début des années 2000, plusieurs res-
sources se retrouvent au sein d’un seul processeur, ce qui permet d’exprimer plus de pa-
rallélisme au niveau local. Citons par exemple, Intel TBB ( Threading Building Blocks) [Rei07],
qui a été développé des 2006 par le constructeur Intel spécialement pour ses processeurs multi-
ceeurs, et SMPSs [PBLO7] en 2007 qui a maintenant évolué vers OMPSs (voir plus bas).

La gestion de ressources distantes, en mémoire distribuée, se fait alors généralement par le
programmeur. C’est le paradigme de parallélisme par passage de message qui est le plus utilisé,
notamment par la norme MPI. Il existe tout de méme des supports d’exécution qui prennent
en charge ces transferts de mémoires distants, comme par exemple KAAPI en 2006 [GBP07]
(son développement n’est plus poursuivi actuellement, au bénéfice de X-KAAPI, voir plus
bas).

Plus récemment, a la fin des années 2000, la révolution des accélérateurs entraine 1’ap-
parition de supports d’exécution dédiés, avec la gestion des transferts mémoire CPU-GPU,
comme StarPU [ATNW11, Augll], PaRSEC [BBD*13] (anciennement DAGuE [BBD"12]),
X-KAAPI [GLFR13] et STARSs (devenu OMPSs [DPAT08] par fusion avec SMPSs, Clus-
terSs, CellSs,. . .), venus de différents horizons. Ces supports d’exécution adressent aujourd’hui
toutes les architectures, c’est-a-dire mémoire partagée, mémoire distribuée et accélérateurs.

Pour revenir a l'adressage des accélérateurs, des supports d’exécution basés sur le pa-
rallélisme de boucles existent aussi dans ce domaine. Citons OpenACC [Opell], qui provient
d’une demande industrielle, et, plus récemment, OpenMP version 4.0, qui ajoute également
cette possibilité. En ce qui concerne les co-processeurs Intel Xeon Phi sortis en 2012, comme
leur architecture est basée sur des CPUs classiques & mémoire partagée, reposant sur le méme
jeu d’instructions x86, la plupart des supports d’exécution permettent leur gestion.

Pour finir ce tour d’horizon, il existe des supports d’exécution qui adressent les architec-
tures & mémoires partagée et distribuée (sans rappeler les précédents qui gerent en plus les
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accélérateurs), comme CnC [BBCT10] (trés récemment en version 1.0) et Taggre [RHAT13].
Ce dernier est en cours développement & Total pour traiter un probléme spécifique de granu-
larité des taches trop fine en faisant de ’agrégation de taches. Les communications distantes
y sont instanciées soit automatiquement (PaRSEC, StarPU, CnC), soit explicitement par des
taches (X-KAAPI, OMPSs, Taggre).

5.2.2 Classification et utilisation par la communauté

Les supports d’exécution cités plus haut appartiennent donc aux trois catégories : pa-
rallélisme de boucles, modele paramétré et modele séquentiel. Le tableau 5.1 résume cette
répartition en précisant éventuellement une gestion de plusieurs modeles. Nous utilisons
les signes “+4” et “4” pour préciser lorsqu’un modele est mis plus en avant dans les
spécification ou les publications. Le tableau 5.2 décrit les architectures adressées par ces sup-
ports d’exécution, en précisant pour la gestion de la mémoire distribuée si elle est implicite
via un gestionnaire de mémoire ou si elle doit étre explicitée par le programmeur.

Il existe d’autres classifications possibles, comme le fait d’utiliser une API (Application
Programming Interface) ou de fournir un compilateur source to source, ou encore le fait de
gérer les conflits et copies de données. Ce dernier point est important, lorsqu’il n’est pas pris
en charge c’est au programmeur a y veiller, par exemple en précisant si les données sont
partagées ou privées, comme nous l'avons vu précédemment. Heureusement, cela concerne
principalement les supports d’exécution pour le modele de boucles, généralement pour des
architectures & mémoire partagée.

runtime modele de boucles modele paramétré modele séquentiel
Cilk ++
Cilk++ ++ ++
OpenMP < 3.1 ++
OpenMP 4.0 ++ +
OpenACC ++ +
Intel TBB + ++
OMPSs + ++
Intel CnC + ++
PaRSEC ++
StarPU ++
Taggre + ++
X-KAAPI + ++

TABLE 5.1 — Classification des supports d’exécution en fonction du modele de programmation
en taches

Les exemples d’utilisation de supports d’exécution basés sur des graphes de taches se multi-
plient depuis quelques années. La communauté d’algebre linéaire dense est la premiere a avoir
intensivement utilisé ces outils. En effet, les taches concernent alors des blocs d’opérations
dont la taille et les dépendances sont entierement déterminées au préalable, ce qui facilite
I'optimisation de leur ordonnancement. Citons par exemple [BLKD08, QOQOC™08] pour les
architectures & mémoire partagée, [BBDT11a] pour les architectures & mémoire distribuée
et [QOIQOvVAG09, AADT10, AAD*11b, AAD"11a] pour I'adressage des accélérateurs.
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runtime mémoire partagée mémoire distribuée accélérateurs GPU
Cilk X
Cilk++ X
OpenMP < 3.1 X
OpenMP 4.0 X X
OpenACC X X
Intel TBB X
OMPSs X explicte X
Intel CnC X implicite
PaRSEC X implicite
StarPU X implicite/explicite X
Taggre X explicte
X-KAAPI X explicte X

TABLE 5.2 — Classification des supports d’exécution en fonction des architectures supportées

Ces succes ont conduit au développement de bibliotheques de solveurs denses comme, par
exemple pour les architectures & mémoire partagée, PLASMA [KLY *13], basé sur le support
d’exécution QUARK [YKD11], et FLAME [ZCvdG™09], basé sur SuperMatrix [CQQv0T7];
pour les architectures & mémoire distribuée, DPLASMA [BBDT11b], basé sur PaRSEC; et
pour ladressage des accélérateurs, MAGMA [DDG'12], étendu pour utiliser les supports
d’exécution QUARK et StarPU.

Plus récemment, c’est 'algebre linéaire creuse qui se voit améliorée par la programmation
a base de taches. Le travail sur ’équilibrage de charge y est plus délicat puisque les taches ne
sont plus parfaitement déterminées au préalable (taille et dépendances). Citons par exemple
les méthodes directes [ABGL13, LFR"14], les méthodes itératives (Krylov) [AGGT12] ou les
“algorithmes rapides” [LSAT13, ABC*T14, Kril4, LY14].

5.3 Le support d’exécution PadRSEC

PaRSEC est développé a I'ICL (Innovative Computing Laboratory, University of Ten-
nessee, USA) par une équipe supervisée par George BOSILCA. C’est un des rares supports
d’exécution instanciant de fagon automatique les communications distantes. Il est aussi ca-
pable de gérer les configurations ccNUMA ? (cache-coherent Non-Uniform Memory Access),
ainsi que les accélérateurs (GPU et Intel Xeon Phi).

La bibliotheque de solveurs denses DPLASMA (version “mémoire distribuée” de PLASMA)
est basée sur PaRSEC. 1l est composé principalement d’un ordonnanceur dynamique et d’un
compilateur source-to-source, pour interpréter la paramétrisation du graphe de taches. Ceci
est complété par un ensemble d’outils de débogage et d’analyse de performance, comme un
gestionnaire de traces, pour suivre ’activité précise de chaque ressource, ou un générateur
graphique pour visualiser le graphe de taches.

Le modele de description des taches dans PaRSEC est paramétré. Nous avons vu plus haut
que le PTG (Parametrized Task Graph) s’était démocratisé pour leur représentation. PaRSEC
se sert d’une extension propre, appelée JDF (Job Data Flow), comme langage de description

3. Une configuration ccNUMA implique un coiit d’acces variable & la mémoire partagée (voir section 6.2.3).
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de la paramétrisation. Cela permet de se rapprocher du langage mathématique de 1’algo-
rithme, en utilisant une représentation symbolique, comme nous ’avons vu précédemment a
I’algorithme 5.3 qui est donc un exemple de JDF.

Les taches sont donc décrites par le flux de leurs données. Il s’agit de lister les données
nécessaires au déclenchement d’une tache, en prenant soin de préciser de quelles autres taches
ces données proviennent et vers quelles autres taches elles se dirigent. Lors de 1’exécution,
PaRSEC ne construit pas I’ensemble du graphe mais se représente a chaque instant les taches
en cours ainsi que les taches & suivre directement, ce qui correspond a une coupe du DAG.

Chaque nceud peut contenir un certain nombre de ressources paralleles accédant a une
mémoire locale (au noeud) partagée. Les transferts de données au sein d’un nceud ne nécessi-
tent pas de surcotit de traitement lourd par le runtime, ce qui ne signifie pas que 'acces a ces
données n’ait pas de surcott propre, comme par exemple dans une machine ccNUMA.

Pour gérer cela, PaRSEC permet d’agréger virtuellement des ressources partageant un
méme niveau de mémoire au sein d’une seule entité, un wvirtual process. Ainsi, ’ordonnan-
cement des taches dans cette entité est optimisé par rapport a la localité des données. Par
ailleurs, il est toujours possible de faire du vol de taches entre les virtual processes, pour cor-
riger un éventuel déséquilibrage de charge.

Nous avons choisi d’utiliser PaRSEC comme support d’exécution pour la programmation
du code DIVA en taches parce qu’il permet d’adresser toutes les architectures et qu’il prend en
charge de facon automatique les communications distantes. En effet, nous souhaitons obtenir
une bonne efficacité sur des machines diverses comme ccNUMA ou Intel Xeon Phi. De plus,
nous verrons qu’une grande partie du code peut étre réutilisée pour passer d’une architec-
ture & une autre (le moteur d’exécution prenant en charge la gestion des détails techniques
architecturaux), ce qui permet de se concentrer sur les besoins algorithmiques dans le but de
maintenir une performance élevée. Par contre PaRSEC ne permettait pas d’utiliser un code
en Fortran facilement et nous avons profité de ce projet en collaboration pour ajouter cette
fonctionnalité au support d’exécution.
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Chapitre 6

Formulation a base de taches du
code de propagation des ondes

Ce chapitre détaille les différentes étapes pour passer au paradigme de parallélisme a base
de taches dans le code DIVA. Nous commencons par créer le DAG associé, a partir de I’al-
gorithme du pseudo-code parallele présenté au chapitre 4. Une fois les taches identifiées nous
les décrivons suivant le modele paramétré et plus précisément en JDF, le langage de descrip-
tion de taches de PaRSEC. Nous allons ensuite montrer comment exploiter efficacement les
différentes architectures cibles. Pour cela, il faut diminuer la granularité des taches en générant
plus de sous-domaines qui seront alors plus petits, tout en conservant une certaine localité.
Il devient alors possible d’exploiter le vol de taches. Nous illustrons ici I'importance de ces
deux points clés sur un processeur classique. Nous terminons en décrivant la configuration
ccNUMA et 'option de PaRSEC qui permet de la gérer efficacement.

6.1 DAG et description JDF des taches du code DIVA

6.1.1 DAG du code DIVA

Nous avons vu au chapitre 4 que le code DIVA fait intervenir deux variables : le vecteur
vitesse et le tenseur des contraintes. Nous utiliserons les notations V' et S respectivement
pour nous référer a chacune d’elles. L’algorithme parallele 4.2 repose sur une décomposition
de domaine initiale et une boucle en temps dans laquelle se situent deux boucles en espaces
de mise a jour des variables ainsi que deux phases de communication, au début de chaque
boucle. C’est un algorithme du type “compute and exchange”, sur deux variables a chaque
pas de temps. Chaque domaine possede ses propres variables.

Voici comment en dériver le DAG correspondant. Nous appelons les fonctions de mise a
jour Compute V' et Compute_S, il y en a une par sous-domaine et par pas de temps. Les
phases de communication vont étre instanciées automatiquement par le support d’exécution
mais il faut néanmoins préparer les données a échanger. Pour cela, nous utilisons des taches
de préparation et de répartition, il y en a autant par sous-domaine que le nombre de sous-
domaines voisins, pour chaque pas de temps. Les premieres, Pack_V et Pack_S, se chargent
de remplir un vecteur avec les données & envoyer (situés sur les degrés de liberté des faces
externes au sous-domaine). Les secondes, Unpack_V et Unpack_S, mettent a jour les variables
principales avec les données regues.
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Chaque itération en temps fait ainsi appel aux mémes taches : Compute_ V', Compute_S,
Pack_V, Pack_S, Unpack_V, Unpack_S avec les mémes dépendances de données. Nous avons
représenté sur la Fig. 6.1 le DAG de DIVA pour une itération et pour trois sous-domaines
comme décrits a la Fig. 4.2. Les dépendances sont représentées par les fleches avec le nom de la
donnée concernée. Il n’y a pas de notion d’envoi ou de réception avec d’autres sous-domaines.
Au moment de ’exécution, un processeur peut tres bien avoir plusieurs sous-domaines a gérer
ou plusieurs processeurs peuvent avoir leurs sous-domaines situés sur un espace de mémoire
partagée. Dans ce cas, une copie de donnée locale suffit et c’est le gestionnaire de mémoire
du support d’exécution qui se charge de ces copies ou si besoin des envois et des réceptions.

y Compute_S Compute_S y
S S V S S

One iteration

Y y 4 Y
l I Pack_S l | Pack_S | l Pack_S | | Pack_S | l

F1GURE 6.1 — DAG correspondant a une itération temporelle de 1’algorithme DIVA pour un
maillage découpé en trois sous-domaines comme dans la Fig. 4.2

6.1.2 Description paramétrée en JDF

La description du DAG de DIVA peut se faire de différentes maniéres en fonction du sup-
port d’exécution, voir chapitre 5. Nous avons vu que PaRSEC se sert d’un langage propre
pour cela, le JDF (Job Data Flow). Nous allons donc utiliser le modele paramétré présenté a
la section 5.1 pour décrire les taches du DAG 6.1.

Comme nous ’avons dit plus haut, chaque sous-domaine fait appel aux mémes taches et
ce pour chaque itération temporelle. Nous allons donc paramétrer les taches avec
— 4t = 1..Nt, l'itération courante, comprise entre 1 et Nt, le nombre total d’itérations,
— d = 1..Nd, le sous-domaine local, compris entre 1 et Nd, le nombre total de sous-
domaines.
De plus, les taches de communication seront paramétrées avec d,, = 1..nb_neigh(d), la liste
des voisins d’'un domaine d, variant de 1 a Nd, le nombre de voisins du domaine d. Pour cela,
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nous avons ajouté une fonction nb_neigh() qui renvoie le nombre de voisins d’un sous-domaine.

Nous allons décrire les taches sur la variable vitesse V' seulement (algorithmes 6.1, 6.2
et 6.3), les taches sur la variable contraintes S possédant des structures tout a fait symétriques
(algorithmes 6.4, 6.5 et 6.6 respectivement).

— L’algorithme 6.1 décrit la tache Compute_V, ligne 1, pour la mise a jour de V. Les pa-
rametres de l'itération courante et du sous-domaine courant sont listés aux lignes 2 et 3
respectivement. Cette tache a deux variables S et V, la premiere en lecture et la seconde
en lecture/écriture, comme cela est précisé aux lignes 4 et 6. La variable S provient des
taches Unpack_S de l'itération courante, du sous-domaine courant et de chaque voi-
sin. Cette information est inclue ligne 4 dans les parametres de (it,d, 1..nb_neigh(d)).
Cette variable servira ensuite pour la tache Compute_S de l'itération courante et du
sous-domaine local, ligne 5. La seconde variable V provient de la tache Compute_S
de litération précédente et du sous-domaine local, ligne 5, parametres (it — 1,d) . La
distinction si ce n’est pas le premiére itération se fait par le test [ (it # 1) 7 |. Cette va-
riable est ensuite nécessaire aux taches Pack_V de 'itération courante, du sous-domaine
courant et de chaque indice de voisin, ligne 7. La description de la tache se termine par
la section BODY, ligne 8, qui contient I’appel a la fonction de mise a jour V, ligne 9.

— L’algorithme 6.2 décrit la tache Pack_V, ligne 1, pour la préparation des données de
V' a envoyer. Les parametres de l'itération courante, du sous-domaine courant et de
I’indice du voisin considéré sont listés aux lignes 2, 3 et 4 respectivement. Cette tache
a une seule variable V' en lecture, ligne 5. Elle provient de la tache Compute V de
Iitération courante et du sous-domaine courant, ligne 5. Cela renvoie a la ligne 7 de
I’algorithme 6.1. Cette variable servira ensuite pour la tache Unpack_V de 'itération
courante, du sous-domaine courant et faisant référence au méme indice de voisin, ligne
6. Dans ce cas elle servira a recevoir les données d’un voisin distant. Mais cette variable
doit également étre envoyée a son voisin direct. Pour cela, la ligne 7 précise que la
variable est nécessaire a une autre tache Unpack_V de l'itération courante, dont les
deux derniers parametres se basent sur des appels de fonctions faisant correspondre un
sous-domaine & ses voisins et fournissant leurs indices dans la numérotation distante :
num-dom() et index_at_neigh() respectivement. La description de la tache se termine
par la section BODY, ligne 8, qui contient I'appel a la fonction de préparation sur V,
ligne 9.

— L’algorithme 6.3 décrit la tache Unpack_V, ligne 1, pour la répartition des données de
V recues. Les parametres de l'itération courante, du sous-domaine courant et de l'in-
dice du voisin considéré sont listés aux lignes 2, 3 et 4 respectivement. Cette tache a
une seule variable V' en lecture/écriture, ligne 5. Elle provient de la tache Pack_V de
I'itération courante, du sous-domaine courant et faisant référence au méme indice de
voisin, ligne 5. Cela renvoie a la ligne 6 de I'algorithme 6.2. Elle provient également de
la tache Pack_V de l'itération courante, du sous-domaine voisin et de I'indice distant,
tous deux déterminés a partir des fonctions num_dom() et index_at_neigh(), ligne 6.
Cela renvoie a la ligne 7 de ’algorithme 6.2. Cette variable servira ensuite a la tache
Compute_S de 'itération courante et du sous-domaine courant, ligne 7. La description
de la tache se termine par la section BODY, ligne 8, qui contient I’appel a la fonction
de répartition sur V, ligne 9.

Nous avons ainsi décrit tous les noeuds du DAG en fonction de parametres. Pour chaque
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Algorithme 6.1 : Description JDF de la tache Compute V'
1 Compute_V(it, d)

2 it = ].Nt

3 d = 1..Nd

4 READ S «+ S Unpack_S(it,d, 1..nb_neigh(d))

5 — S Compute_S(it, d)
6

7

8

9

RW V « (it #1)7 V Compute_S(it — 1,d)
— V Pack_V(it,d, 1..nb_neigh(d))

BODY

call_compute_V(S,V);

Algorithme 6.2 : Description JDF de la tache Pack_V
1 Pack_V(it,d, d,)

2 it = 1Nt

3 d = 1..Nd

a4 dy=1..nbneigh(d)

5 READ V « V Compute_V(it, d)

6 — V Unpack_V(it,d, d,,)
7

8

9

— V Unpack_V (it, num_dom(d, dy,), index_at_neigh(d, d,))
BODY
call_pack_V(V);

Algorithme 6.3 : Description JDF de la tache Unpack_V
1 Unpack_V(it,d, d,)

2 it = 1Nt

3 d = 1..Nd

a4 dy=1..nbneigh(d)

5 RW V « V Pack_V(it,d,d,)

6 < V Pack_V(it,num_dom(d, dy,), index_at_neigh(d, d,))
7 — V Compute_S(it, d)

8 BODY

9 call_.unpack_V(V);

donnée (les variables V' et S), il est précisé de quelle tache elle provient, éventuellement de
I'itération précédente et pour quelle tache elle sera nécessaire, éventuellement a l'itération
suivante. L’ensemble de ces informations est équivalent a ’ensemble des arétes du DAG. Les
étapes de décomposition de domaines et d’initialisation des données ne sont pas inclues dans
le graphe de tache dans le cadre de ce travail.

A noter que, ainsi décrites, les arétes encodent non seulement les dépendances entre les
taches mais également les données sur lesquelles elles portent. PaRSEC est donc en mesure
d’effectuer automatiquement les transferts de données a partir de ces informations s’il a be-
soin de déplacer des données, comme c’est le cas sur une architecture a mémoire distribuée.
Toutefois, dans le cadre de ce manuscrit, nous n’évaluons pas cette possibilité qui est en cours
de développement.
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Algorithme 6.4 : Description JDF de la tache Compute_S

Compute_S(it, d)
it = 1..IVy
d =1.N,

READ V « V Unpack_V(it,d, 1..nb_neigh(d))
— (it # Ny)? V Compute_V (it + 1, d)
RW S + S Compute_V(it, d)
— (it # Ny)? S Pack S(it + 1,d, 1..nb_neigh(d))
BODY
call_compute_S(V,S);

© W N O A W N

Algorithme 6.5 : Description JDF de la tache Pack_S
1 Pack_S(it,d, d,)

2 it = 1Nt

3 d = 1Nd

a4 dy=1..nbneigh(d)

5 READ S « (it # 1) 7 S Compute_S(it — 1,d)

6 — S Unpack_S(it, d, dy,)
7

8

9

— S Unpack_S(it, num_dom(d, d,), index_at_neigh(d, d,))
BODY
call_pack_S(S);

Algorithme 6.6 : Description JDF de la tache Unpack_S

1 Unpack_S(it, d, dy)

2 it = 1Nt

3 d = 1..Nd

a4 dy=1..nbneigh(d)

5 RW S « S Pack_S(it,d, dy)

6 + S Pack_S(it, num_dom(d, d,), index_at_neigh(d, d,))
7

8

9

— S Compute_V(it, d)
BODY
call_unpack_S(S);

Il reste donc maintenant & appeler PaRSEC pour exécuter le DAG du code DIVA. Cepen-
dant, nous allons voir qu’il faut encore au moins modifier la granularité des taches et activer le
vol de taches pour pouvoir corriger les problemes d’équilibrage de charge sur une architecture
simple.

6.2 Extensions pour architectures a mémoire partagée

6.2.1 Granularité et localité

Dans notre modele de programmation, le DAG est a priori décorrélé de 'architecture. En
particulier, le nombre de sous-domaines n’est plus dépendant du nombre d’unités de calculs
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disponibles, comme c’était le cas pour 'implémentation par MPI. Il est donc possible de faire
varier la granularité des taches en exprimant d’avantage de parallélisme. L’idée est de diminuer
le grain en créant plus de sous-domaines, qui deviennent alors plus petits. La charge de travail
de chaque tache est ainsi réduite. Les étapes de communications impliquent alors moins de
données mais sont plus nombreuses. Cependant, elles sont indépendantes puisqu’elles agissent
sur des sous-domaines différents.

Plusieurs sous-domaines peuvent étre affectés a une unité de calculs. Afin de favoriser la lo-
calité des données, le maillage global est d’abord découpé en un nombre de sous-domaines égal
au nombre d’unités de calculs, puis, chacun de ces sous-domaines est subdivisé en fonction de
la granularité choisie. La Fig. 6.2 illustre cela sur 'exemple précédent du maillage 2D a trois
sous-domaines (voir Fig. 4.2). Chaque sous-domaine en trait continu est subdivisé en quatre,
en traits discontinus, permettant un découpage du domaine initial en 12 sous-domaines avec
une localité pour chaque groupe de sous-domaines (en couleurs) qui sont alors adjacents. Les
données a échanger entre ces sous-domaines se feront alors par simples copies locales.

FIGURE 6.2 — Exemple de subdivision dans un maillage 2D

Cette possibilité de gestion du nombre de sous-domaines indépendants du nombre d’unités
de calculs a été ajoutée au code DIVA dont la décomposition de domaine initiale était fixée
au nombre de processus MPI. La fonction de subdivision étant appelée sur chaque sous-
domaine, il est possible de créer un nombre quelconque de niveaux de décomposition par
récursivité. Cela est notamment nécessaire pour une meilleure gestion des architectures a
mémoire distribuée des nceuds contenant des coprocesseurs.

Il n’est pas nécessaire de modifier la description des taches. Par contre, il faut préciser a
I'initialisation de PaRSEC la localité des sous-domaines a traiter de préférence sur chaque
unités de calcul. Le vol de taches permet alors a une unité de calcul de déclencher des taches
sur des sous-domaines qui ne font pas partie de ses préférences mais qui se situent sur le méme
espace de mémoire partagée. Une fois le vol effectué, les préférences des unités de calculs ne
sont pas modifiées.

6.2.2 TIllustration expérimentale

Nous nous concentrons pour cette expérience sur I'illustration des points-clés d’un support
d’exécution pour la programmation a base de taches, a savoir le vol de taches et 'importance
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de la granularité fine. C’est aussi I'occasion d’observer que, méme sur un seul processeur, la
programmation en taches peut étre bénéfique.

Le cas test considéré est le cube 3D hétérogene dont les spécificités sont détaillées a la sec-
tion 7.1. Nous considérons deux tailles de maillages constitués de 200.000 et 800.000 tétraedres
(générés avec Tetgen). La machine est ici formée d’un seul processeur classique, Intel Xeon
E7-8837, composé de 8 CPUs cadencés a 2.67 GHz. Ils possedent chacun 64 KB et 256 KB
de cache L1 et L2 respectivement, et se partagent 24 MB de cache L3.

La Fig. 6.3 représente le speedup obtenu avec le code DIVA en téaches exécutées avec
PaRSEC, par rapport au code initial en MPI. Nous rappelons que la granularité du code MPI
correspond au découpage du domaine en autant de sous-domaines que d’unités de calculs dis-
ponibles, ici de 1 & 8 CPUs. Nous observons que, premierement, il apparait clairement qu’uti-
liser le support d’exécution avec la méme granularité (grossiere) que MPI n’apporte aucun
gain (barres rouges traits pleins). En diminuant cette granularité, c’est-a-dire en découpant
le domaine en plus de sous-domaines (plus petits), les communications de données se font
sur des interfaces plus petites, certes plus nombreuses aussi, mais de fagon indépendantes. Le
fait d’exprimer plus de parallélisme permet alors un meilleur ordonnancement, observé sur
les autres barres. Nous observons également que, sans activer le vol de taches (barres vertes
traits discontinus), le gain reste faible et le mauvais équilibrage de charge est prédominant.
En activant le vol de taches (barres bleues traits pointillés), le gain est plus significatif. Des
qu’une ressource est disponible, le support d’exécution a plus de choix sur les taches a activer
pour optimiser les temps d’attente dus aux communications. Sur un seul CPU du processeur,
il n’y a évidemment aucune différence a activer ou non le vol de taches.

1.2 T T 1.2 T T T
coarse granularity coarse granularity
fine granularity /w work-stealing s fine granularity /w work-stealing s
fine granularity w/ work-stealing - me— fine granularity w/ work-stealing s—
1.15 1.15
o Q
> >
3 1.1 3 1.1
(9 [0}
Q. Q
2] 2]
1.05 : 1.05
1 1r

1 2 4 8 1 2 4 8
number of cores number of cores
(a) maillage grossier (b) maillage fin

FIGURE 6.3 — Speedup sur un processeur, effets de la granularité et du vol de taches

Cette expérience démontre qu’il est possible d’avoir un gain méme sur peu de CPU et que
ce gain est maximal si la granularité est fine et si le vol de taches est activé.
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6.2.3 Gestion des nceuds ccNUMA

Le terme ccNUMA, de anglais cache coherent Non-Uniform Memory Access, désigne une
architecture de machine parallele & mémoire partagée. Dans une configuration NUMA, la
mémoire est physiquement répartie en bancs (ou noeud, mais ce terme peut étre confondu
avec un noeud de processeurs). Chaque banc est localisé prés d’un processeur, lui permettant
un acces plus rapide. A I'inverse, les autres processeurs ont un temps d’acces a ce banc plus
élevé, dépendant de la distance physique les séparant. C’est le facteur NUMA.

Lorsque les processeurs disposent de mémoire cache et que le systéme assure la cohérence
des données entre la mémoire globale (bancs) et les caches internes, la configuration est
précisée cache coherent et abrégée ccNUMA. La Fig. 6.4 représente un noeud d’architecture
ccNUMA avec 4 processeurs. Le plus souvent, les processeurs sont groupés par deux, modifiant
légerement le facteur NUMA.

— m
e ALU ALU 2
3 bus 5
g cache L1 cache L1 ‘ cache L1 g
° I cache L2 I ] cache L2 ] e
| bus | | bus |
~ <
2 ALU ALU ALU ALU 2
o bus I
e ] cache L2 | I cache L2 | e

FIGURE 6.4 — Exemple d’architecture ccNUMA & 4 processeurs

PaRSEC permet de gérer cette mémoire partagée a cotits d’acces variables en utilisant ses
virtual processes (VP), décrits a la section 5.3. Pour cela, il n’est pas nécessaire de modifier la
description des taches. Une option a I'exécution permet de définir le nombre d’unité de calculs
a agréger virtuellement. Par défaut 'option définit un seul espace de mémoire partagée et il
est possible de I'utiliser de deux fagons :
— en précisant manuellement un découpage régulier : =V rr : ${N} : ${S} : ${T'} on
N est le nombre de VP, S est le nombre d’unités de calcul de chaque VP et T est le
nombre total d'unités de calcul (T'= N % S)

— en utilisant 'outil hwloc [BCOMT10] : —V hwloc qui détecte automatiquement les
ressources disponibles et qui déduit de leurs architectures le nombre de VP et le nombre
d’unités de calcul dans chacun d’eux.
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Chapitre 7

Etude expérimentale

Ce dernier chapitre illustre les résultats obtenus sur plusieurs machines cibles avec le code
DIVA programmé en taches et ordonnancé par PaRSEC. Ils sont comparés a I'implémentation
initiale utilisant le paradigme de parallélisme par passage de message de la bibliotheque MPI.
Nous commencons par présenter le cas test physique, un cube 3D contenant un dome de sel.
Nous listons ensuite les différentes configurations matérielles que nous utilisons, ccNUMA
et Intel Xeon Phi. Cette étude ne concerne donc que des architectures & mémoire partagée.
Nous montrons que les résultats de comparaison de speedup donnent I’avantage a la version
en taches avec PaRSEC et que les efficacités sont toujours meilleures que la version MPIL.

7.1 Description des cas tests

Géophysique d’un dome de sel 3D

L’ensemble de I’étude expérimentale est réalisé sur le méme cas test géophysique. Pour se
rapprocher des cas de prospection pétroliere utilisés en RTM, nous avons construit un domaine
artificiel 3D. Il représente un déme de sel (en blanc) sous plusieurs couches géologiques, elles-
mémes sous une couche d’eau (en bleu), comme illustré Fig. 7.1. Chaque couche possede des
caractéristiques physiques différentes, avec des extrema dans les couches d’eau et de sel.

Deux discrétisations hétérogenes sont proposées, formant des maillages non-structurés de
tétraedres. Le plus grossier est composé de 200.000 mailles, le plus fin de 800.000, tous deux
générés avec le logiciel Tetgen. Le nombre de degrés de liberté (noté nb_ddl) de chaque maille
varie de 4 a 20 en fonction des caractéristiques de chaque milieu, voir tableau 7.1.

couche | p V), Vs € 1) ~y 0 ¢ | nb_ddl
bleue | 1 1500 750 0 0 0 0 0 4
jaune | 1 1800 900 0.1 0.01 01 O O 10
brune | 1 2000 1000 0.15 0.05 0.15 15 30 10
noire 1 2500 1250 0.25 0.01 0.2 15 30 20

blanche | 1 4000 2000 0 0 0 0 0 20

TABLE 7.1 — Caractéristiques des couches géologiques du cas test, en m.s~! pour les vitesses
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FI1GURE 7.1 — Cas test géologique d’un dome de sel 3D

Architectures & mémoire partagée

Le banc d’essai de I’étude expérimentale sur architectures a mémoire partagée porte sur
trois configurations machines, deux nceuds ccNUMA et un coprocesseur :
— Un nceud classique formé de 2 processeurs Intel Xeon E5-2670 v2, composé chacun de

10 CPUs cadencés a 2.50 GHz. Chaque coeur CPU possede 64 KB et 256 KB de cache
L1 et L2 respectivement, et chaque processeur dispose de 25 MB de cache L3. Cette
configuration est dénommée par la suite 20-core Xeon.

Un nceud plus atypique, formé de 8 processeurs Intel Xeon E7-8837, composé chacun
de 8 CPUs cadencés a 2.67 GHz. Chaque coeur CPU possede 64 KB et 256 KB de cache
L1 et L2 respectivement, et chaque processeur dispose de 24 MB de cache L3. Cette
configuration est dénommé par la suite 64-core Xeon.

Un coprocesseur many-coeurs Intel Xeon Phi 7120P, composé de 61 CPUs cadencés a
1.238 GHz, avec un hyperthreading par 4, totalisant 244 threads. Chaque cceur CPU
possede 64 KB et 512 KB de cache L1 et L2 respectivement. Il n’y a pas de cache L3.
Cette configuration est dénommée par la suite Xeon Phi.

Facteurs NUMA des machines de tests

Le tableau 7.2 présente les distances entre les bancs mémoire de la machine 20-core Xeon.
Le nombre 10, correspondant & la distance d’acces au banc mémoire local est indicatif, il ne
représente pas de colt réel. La distance d’acces au banc mémoire distant est a diviser par la
distance de référence pour donner un facteur NUMA de 2. Ce qui indique que le coit d’acces
au banc distant sera deux fois plus élevé que sur le banc local.

Le tableau 7.3 présente les distances entre les bancs mémoire de la machine 64-core Xeon.
La distance de référence est aussi notée 10. Le facteur NUMA d’acces aux bancs distants varie
de 1.3 & 4.8. II est facile d’identifier sur cette table les bancs regroupés au sein d’une méme
groupe. Le temps d’acces au banc distant d’'un groupe n’est multiplié que par 1.3 tandis que
les autres bancs sont au minimum a 4 de distance.
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7.2. Résultats numériques

banc | 0 1 2 3 4 5 6 7

0 10 13 40 40 40 40 48 48
13 10 40 40 40 40 48 48
40 40 10 13 48 48 40 40
40 40 13 10 48 48 40 40
48 48 10 13 40 40 40 40
48 48 13 10 40 40 40 40
48 48 40 40 40 40 10 13
48 48 40 40 40 40 13 10

N Ot W N

TABLE 7.3 — Facteurs NUMA de la machine 64-core Xeon

7.2 Reésultats numériques

7.2.1 Machines a un nceud ccNUMA
Nceud classique 20-core Xeon

Les premiers tests concernent la configuration classique 20-core Xeon. La Fig. 7.2 présente
les différents speedup obtenus sur les maillages grossier, 7.2(a) et fin, 7.2(b). Pour une gra-
nularité similaire au code MPI, en rouge trait plein, il n’y a pas de gain. Plus la granularité
diminue, plus le gain est significatif, jusqu’a une certaine limite. Par exemple pour une gra-
nularité correspondant a 16 subdivisions de chaque sous-domaine initial, le speedup est moins
bon que pour une granularité 8 et méme 4 sur 20 coeurs CPU sur le maillage grossier.

granularity x1 —%— ’ granularity x1 —¢—
135 granularity x2 —6— 1.35 granularity x2 —&—
: granularity x4 —&— : granularity x4 —&—
13 granularity x8 —w— 13 granularity x8 ——
E granularity x16 —&— . granularity x16 —&— />\<
1.25 1.25 s
\;
g 12 g 12
13 Q
g 115 / / g 115 4 o
11 / g)\K‘& 14 /{ \9\
1.05 1.05
<]
1 e 1‘ 6 /
=
0.95 — 0.95
1 2 4 8 10 20 1 2 4 8 10 20
number of cores number of cores
(a) maillage grossier (b) maillage fin

FIGURE 7.2 — Speedup sur 20-core Xeon, pour différentes granularités

La Fig. 7.3 résume les résultats obtenus avec la meilleure granularité pour chaque expérience.
Le speedup est présenté Fig. 7.3(a) et lefficacité Fig. 7.3(b). Le code MPI a une efficacité
décroissante au fur et a mesure que le nombre de coeurs CPU augmente. A Iinverse, le code
utilisant PaRSEC produit une efficacité constante, trées proche de 1, ce qui traduit une uti-
lisation adéquate des ressources disponibles. Les courbes décrochent pour 20 coeurs CPU, ce
qui est a imputer en partie au facteur NUMA de 2 qui intervient dans ce cas précis.
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FIGURE 7.3 — Résultats 20-core Xeon, meilleur speedup et efficacité

Noeud atypique 64-core Xeon

Les tests concernent maintenant la configuration plus atypique 64-core Xeon. Nous rap-
pelons que sur cette machine le facteur NUMA atteint un maximum de 4.8. L’utilisation des
virtual processes (VP) de PaRSEC est alors incontournable. La Fig. 7.4 illustre cela sur un
échantillon des résultats obtenus sur le maillage fin avec un nombre de processeurs variant
de 16 a 48, soit un nombre de bancs NUMA variant de 2 a 6. La figure de gauche 7.4(a) ne
différencie pas les bancs NUMA et considere la mémoire partagée a égale distance des coeurs.
Cela conduit a des speedup inférieurs a 1, traduisant un code plus long que I'implémentation
d’origine en MPI. En effet, 'option numactl —localalloc permet & une exécution MPI de ne
pas étre impactée par le facteur NUMA. La figure de droite 7.4(b) représente les résultats sur
le méme maillage fin, obtenus en utilisant un nombre de VP égal au nombre de bancs NUMA.
Dans cette configuration, nous retrouvons le comportement observé sur la configuration 20-
core Xeon, a savoir un speedup qui augmente lorsque la granularité des taches diminue.

La Fig. 7.5 résume les résultats obtenus avec la meilleure granularité pour chaque expérience,
sur les maillages fin et grossier. Le nombre de coeurs varie de 1 a 64, soit un nombre de bancs
NUMA variant de 1 & 8. Les speedup du maillage fin (barres vertes traits pointillés) montrent
un gain quel que soit le nombre de processeurs, ainsi qu’une efficacité excellente jusqu’a 32
ceeurs et qui décroit légerement & 64 coeurs. Pour le maillage grossier par contre, les speedup
(barres rouges traits pleins) deviennent inférieurs & 1 a partir de 16 coeurs, ce qui se vérifie
sur les courbes d’efficacité qui deviennent moins bonnes que I'implémentation de référence a
partir de 16 coeurs. Cela s’explique par la taille du maillage qui produit des sous-domaines
trop petits lorsque la granularité est fine, conduisant & un surcott de traitement plus impor-
tant que le temps de calcul effectif des taches.

Ces résultats sont obtenus avec 'utilisation des virtual processes (VP) de PaRSEC. Chaque
processeur, correspondant a 8 ceeurs CPU, forme un VP, assurant une distinction entre le banc
de mémoire local et les banc distants. Le vol de tache est ici limité au périmetre de chaque VP.
(La Fig. 7.4 présente les résultats obtenus sur le maillage fin avec un nombre de processeurs
variant de 16 a 48 en n’utilisant qu’un seul VP, c’est-a-dire en autorisant le vol de taches sur
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FIGURE 7.4 — Détails de résultats avec le maillage fin sur 64-core Xeon pour la prise en compte
des facteurs NUMA
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FIGURE 7.5 — Résultats 64-core Xeon, meilleur speedup et efficacité

tous les bancs mémoire. Cette fois les performances sont dans tous les cas moins bonnes que le
code de référence, jusqu’a atteindre un speedup rédhibitoire de 0.3, soit un temps d’exécution
multiplié par 3.) Le changement de granularité seul n’aide pas suffisamment pour combler les
facteurs NUMA.

La Fig. 7.6 reprend 'exemple d’exécution sur 32 cceurs CPU du chapitre 4. Les traces
représentent les temps d’activité et d’inactivité des ressources. Les taches de calculs du vecteur
vitesse et du tenseur des contraintes sont représentées en orange et rouge respectivement. Le
gris clair met en évidence les temps d’attente, notamment dans le code MPI, Fig. 7.6(a), ou
la répartition de charge n’est pas parfaite. La Fig. 7.6(b) correspond & une granularité divisée
par 6 par rapport au code MPI. Il n’y a presque plus de temps d’attente par rapport au cas
MPI et la partie en gris foncé illustre le temps gagné.

191



Chapitre 7. Etude expérimentale

(a) code MPI (b) code PaRSEC

FI1GURE 7.6 — Comparaison de traces d’exécution sur 32 cceurs, MPI et PaRSEC, a la méme
échelle de temps (la partie gris foncé de la figure (b) correspond au gain)

7.2.2 Coprocesseur Intel Xeon Phi

Le second type d’architecture machine a mémoire partagée concerne la configuration
many-coeurs Xeon Phi. Ce coprocesseur offre 244 threads pour 61 coceurs CPU. Comme un
thread est dédié a la gestion des interactions avec le noeud hote (voir [JR13]), les expériences
se bornent a 60 cceurs CPU, soit 240 threads. De plus, les résultats sont affichés en fonction
du nombre de threads de telle sorte que, de 1 & 60, un thread est attribué a chaque coeur CPU,
puis ’hyperthreading est activé, seulement par 2 jusqu’a 120 threads, et par 4 jusqu’a 240.
Ce qui signifie par exemple pour 120 threads que chaque coeur CPU est partagé par 2 threads.

La Fig. 7.7 regroupe les différents speedup obtenus en faisant varier la granularité, sur
les deux maillages, grossier en 7.7(a) et fin en 7.7(b). En gardant la granularité du code
MPI, courbe rouge trait plein, le gain est nul, excepté sur 240 threads, ce que nous n’avons
pas étudié en détails. L’utilisation de PaRSEC offre ici un gain intéressant, jusqu’a 1,6 de
speedup pour 60 cceurs. La diminution de la granularité permet de meilleures performances,
jusqu’a une certaine limite. En présence d’hyperthreading, c¢’est méme la plus grande granu-
larité (mais toujours plus fine que le code MPI) qui occasionne le plus fort gain. Une fois de
plus, nous n’avons pas regardé en détails le comportement a 240 threads. L’hyperthreading
est un probleme a part entiere et tous les codes ne se comportent pas de la méme maniere en
I'utilisant. Ce sont donc les résultats jusqu’a 60 threads qui nous intéressent davantage. Nous
avons néanmoins décidé de laisser I’ensemble des résultats, ce qui montre par ailleurs qu’avec
I’hyperthreading, I'utilisation de PaRSEC reste bénéfique sur Intel Xeon Phi.

La Fig. 7.8 résume les résultats obtenus avec la meilleure granularité pour chaque expérience.
Le speedup est présenté Fig. 7.8(a) et lefficacité Fig. 7.8(b). Le code MPI a une efficacité
décroissante au fur et & mesure que le nombre de coeurs CPU augmente, jusqu’a 60 threads.
A I'inverse, le code utilisant PaRSEC produit une efficacité constante, tres proche de 1, ce qui
traduit une utilisation adéquate des ressources disponibles. L’ensemble des courbes décroche
séverement apres 60 threads, ce qui est normal car la formule appliquée ne tient pas compte
de I'hyperthreading.

En effet, cette efficacité est mesurée par rapport au temps d’un thread disposant d’un
coeur CPU pour lui seul. Or, I’hyperthreading signifie que plusieurs threads se partagent
un cceur CPU. Il convient donc de mesurer 'efficacité relative a 1’hyperthreading, c¢’est-a-
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7.2. Résultats numériques

granularity x1 —>— granularity x1 —>—
Sranulariy x4 —a— 18f Sanariy i —a—
1.8 granularity X6 —v— 17 granularity X6 —v—
\ 16 ™
1.6

speedup
speedup

N P N
NVae \/ i
P - b A

2 4 8 16 32 60 120 240 2 4 8 16 32 60 120 240
number of threads number of threads
(a) maillage grossier (b) maillage fin

FIGURE 7.7 — Speedup sur Xeon Phi, pour différentes granularités

dire par rapport au temps que mettent 2 threads sur un coeur puis 4 threads sur un coeur.
La tableau 7.4 présente cette efficacité relative. Le premier nombre correspond au maillage
grossier et le second au maillage fin. Pour 120 threads, lefficacité du code basé sur PaRSEC
reste bien supérieure au code de référence MPI et toujours proche de 1. Pour 240 threads par
contre, les efficacités sont dégradées pour les deux codes, avec toutefois un léger avantage a
la configuration utilisant PaRSEC.

small mesh =
large mesh

speedup
efficiency

Perfect scaling —%—
PaRSEC large mesh —&—
MPI large mesh ----Et---

0.2 PaRSEC small mesh —6—
MPI small mesh ----g---
1 2 4 8 16 32 60 120 240 1 2 4 8 16 32 60 120 240
number of threads number of threads
(a) speedup (b) efficacité

FIGURE 7.8 — Résultats Xeon Phi, meilleur speedup et efficacité

MPI PaRSEC
Nombre de threads . . . . . :
maillage grossier maillage fin ‘ maillage grossier maillage fin
120 0.66 0.71 0.80 0.91
240 0.53 0.80 0.62 0.84

TABLE 7.4 — Efficacité relative a 1’hyperthreading pour la machine Xeon Phi
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7.3 Prochaines étapes

Le projet est toujours en cours de développement, avec des objectifs a court terme et &
moyen terme. Ce dernier point concerne les optimisations du JDF de la description du graphe
de taches, comme par exemple, I'ajout de priorités ou de poids sur les taches, le change-
ment d’heuristiques pour 'ordonnancement, . .. Les autres points se focalisent essentiellement
sur ’adressage de ’architecture machine a mémoire distribuée et 1'utilisation détournée de
I’ hyperthreading des coprocesseurs Intel Xeon Phi.

Architectures & mémoire distribuée

Le choix d’adresser en premier lieu les architectures machines a mémoire partagée est
clairement lié au souhait d’utiliser les coprocesseurs many-coeurs mais aussi parce que ces
architectures sont plus simples a considérer. Cependant, les choix de développement tels que la
description du JDF ou la construction des VP, ont été généralisés pour les deux architectures,
mémoire partagée et distribuée. Ceci devrait limiter le temps nécessaire au portage du code
pour les machines a mémoire distribuée.

De plus, la subdivision des sous-domaines qui sert a faire diminuer la granularité est prévue
pour un nombre quelconque de sous-subdivisions. Ainsi, chaque sous-domaine de la premiere
subdivision est associé a un nceud. Puis une deuxieme subdivision répartit la charge de tra-
vail sur les ressources disponibles au sein de chaque noeud. Enfin, une troisieme subdivision
permet a chaque ressource d’avoir plusieurs sous-domaines a traiter, favorisant une gestion
performante par un support d’exécution.

Hyperthreading des Intel Xeon Phi

L’hyperthreading est une capacité permettant dans certains cas un gain de performance.
Comme le nombre de ressources physiques reste le méme, tous les codes n’en profitent pas.
Pour cette raison, PaRSEC envisage d’utiliser 1’hyperthreading pour améliorer les transferts
de données locaux et distants plutot que pour ajouter des ressources virtuelles pour du calcul.
Ce qui peut occasionner un effet inverse en augmentant le temps d’exécution.

Chaque coeur CPU dispose d’un cache L2 propre mais il n'y a pas de cache L3 partagé
comme sur les coeurs CPU classiques. De plus, les mouvements de données entre ces caches
se font a travers un anneau bidirectionnel tres rapide, ce qui bouleverse les techniques d’op-
timisations classiques. Pour cela, il n’est pas toujours efficace d’utiliser des wvirtual processes
lors de ’adressage d’un coprocesseur Intel Xeon Phi, comme dans notre cas par exemple.
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L’évolution des supercalculateurs a suivi la loi de Moore au prix d’une complexification des
architectures : multi-processeurs et hyperthreading au début des années 2000, accélérateurs
GPU et coprocesseurs a la fin des années 2000. Quant a ’avenir, les processeurs s’orientent
déja vers une architecture many-ceeurs pour relever le défi de I’ezascale en 2020. Cela conduit
a des machines composées de différentes unités de calcul, possédant chacune leurs propres
niveaux de mémoires, formant ce que I'on appelle I’hétérogénéité. La problématique vient
du fait qu’il est difficile pour un programmeur d’optimiser un code informatique exploitant
efficacement ces machines. En effet, il faut répartir intelligemment le travail sur les ressources
disponibles, qui n’ont pas toutes les mémes capacités, tout en se chargeant des transferts
mémoires distants et des optimisations de mémoire cache. Cela demande beaucoup de temps
et s’avere le plus souvent tres dépendant de la machine ciblée, rendant le code non-portable.

Les bibliotheques d’algebre linéaire sont tres utilisées en simulation numérique et sur tous
les types de machines. Pour conserver un code portable, tout en exploitant efficacement les
machines hétérogenes, certaines d’entre-elles ont opté pour le paradigme de parallélisme a
base de taches. Dans ce modele, le flot d’exécution est décrit dans un arbre de taches dont
les noeuds représentent les fonctions et les arétes sont les dépendances de données entre ces
fonctions. Il n’y a plus de référence directe a ’architecture sous-jacente, comme dans un
pseudo-code mathématique.

L’exécution d’un programme a base de taches a vocation a étre supportée par un moteur
d’exécution. Son role est d’orchestrer la réalisation des taches en respectant leurs dépendances.
Pour étre efficace, un support d’exécution se sert de politiques d’ordonnancement statiques
ou dynamiques. Certains se chargent également des transferts mémoires distants et peuvent
aussi adresser des accélérateurs. C’est le cas de PaRSEC, développé a I’(Innovative Compu-
ting Laboratory, University of Tennessee, USA) par 'équipe de George BOSILCA. C’est un
exemple de support d’exécution polyvalent, stable et mature.

Le code de propagation des ondes DIVA de Total repose sur une discrétisation par la
méthode d’éléments finis DG associée a une schéma en temps Leap-Frog. Nous travaillons
avec la formulation du premier ordre qui fait apparaitre deux variables, le vecteur vitesse et
le tenseur des contraintes. Le fait que des matrices de masses DG sont diagonales par blocs
permet d’écrire le systéme matriciel sous une forme quasi-explicite (une inversion de matrice
locale restant a faire a l'initialisation).

L’algorithme du pseudo-code parallele est basé sur une décomposition de domaines. Dans
I'implémentation initiale, reposant sur le paradigme par passage de message de la bibliotheque
MPI, le nombre de sous-domaines est alors égal au nombre de processus MPI, c’est-a-dire au
nombre d’unités de calculs CPU. A chaque itération, comme la mise a jour d’une variable
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dépend de l'autre variable, les calculs sont effectués dans deux boucles différentes sur les
sous-domaines, une par variable, chacune apres une étape de communication des données a
I'interface des sous-domaines.

Un avantage de la méthode DG est de pouvoir représenter des zones de calcul avec plus
ou moins de degrés de liberté. Cela conduit a des maillages hétérogenes ou la taille des
variables est différente selon les mailles. Il est possible de calculer le nombre exact d’opérations
dans chaque sous-domaine mais cela ne donne pas le temps exact des calculs qui dépend des
capacités des ressources informatiques. Nous avons illustré ce probleme d’équilibrage de charge
pour le code DIVA ainsi que la décroissance de son efficacité parallele.

La solution que nous avons proposée est de changer le paradigme de parallélisme en choi-
sissant la programmation a base de taches. La faisabilité d’un tel portage, pour un code a
I’échelle industrielle, restait a démontrer. Dans le cadre du partenariat DIP, nous avons pro-
fité de la venue de George BOSILCA pour mener ce projet en collaboration et nous avons
donc choisi le support d’exécution PaRSEC. Nous avons ainsi contribué également a son
développement en améliorant la prise en charge des codes en Fortran.

Nous avons commencé par écrire le graphe de taches associé au code DIVA. Chaque
étape de calculs ameéne deux taches de mise a jour des variables. Il n’y a plus de notion de
communication mais il faut néanmoins préparer les données a transmettre avec les autres
sous-domaines et répartir les données qui proviennent de ces derniers. Cela crée un nombre de
taches par itération égal a quatre fois le nombre de sous-domaines voisins par sous-domaine.

Nous avons ensuite décrit ces taches suivant un modele paramétré et plus spécifiquement en
JDF (Job Data Flow), I'extension propre de PaRSEC pour la description des taches. Il faut et
il suffit de décrire pour chaque donnée de chaque tache, la donnée et la tache en provenance
et la donnée et la tache en destination. Le mode de traitement de ces données est aussi a
préciser : lecture, écriture ou lecture-écriture. Cela permet d’optimiser I’ordonnancement qui
respecte la cohérence des données.

Enfin, nous avons diminué la granularité des taches en les rendant plus petites. Pour
cela nous avons modifié la décomposition de domaines pour ajouter une étape de subdivision
supplémentaire. Ceci nous a permis de garder une certaine localité des sous-domaines. En
effet, il y a maintenant plus de sous-domaines que d’unités de calcul et chaque unité a une
préférence pour un groupe de sous-domaine contigus. La granularité fine exhibe plus de pa-
rallélisme et, associée au vol de taches, permet au support d’exécution d’optimiser 'ordre de
réalisation des taches. Nous avons illustré ces points clés sur un processeur, sur lequel nous
avons déja obtenu un gain par rapport au code initial.

Nous avons démontré la portabilité des performances du code DIVA en taches sur des
architectures particulieres, comme des machines ccNUMA (cache coherent Non-Uniform Me-
mory Access) ou des coprocesseurs Intel Xeon Phi. L’étude expérimentale a montré que les
meilleurs résultats sont obtenus avec une granularité beaucoup fine que celle du code d’origine.

— Pour la machine ccNUMA, la difficulté vient du facteur NUMA qui correspond au coiit

d’acces variable a la mémoire locale disposée en bancs. Pour cela nous avons utilisé
les virtual processes de PaRSEC qui permettent d’agréger virtuellement des unités de
calculs pour y définir une priorité de traitement. Nous avons ainsi obtenu un speedup
par rapport au code initial et une efficacité parallele qui reste proche de 1 et qui décroit
légerement pour 64 cceurs.
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— Pour le coprocesseur Intel Xeon Phi, les performances théoriques maximales reposent
sur 'utilisation poussée de I’hyperthreading. Nous ne savons pas si le code DIVA peut ti-
rer profit de ce mode d’exécution. Sans I’ hyperthreading, c’est-a-dire jusqu’a 60 threads,
nous avons obtenu un speedup intéressant par rapport au code initial et une effica-
cité parallele qui reste tres proche de 1. Avec I'hyperthreading, nous avons également
obtenu un speedup mais moins important et une efficacité parallele (relative) qui décroit.

Ces travaux ont été présentés dans plusieurs conférences internationales : YIC ECCO-
MAS2014, IEEE HPCC2014 et EAGE HPC2014 notamment. Un résumé a été accepté pour
publication : [BBAC14]. D’un point de vue industriel, ce travail a permis de démontrer 1’ef-
ficacité de la programmation a base de taches aussi bien en terme de productivité que de
performance et Total envisage de porter d’autres codes sur ce paradigme.

Pour aller plus loin, il reste a considérer en premier lieu des architectures a mémoire
distribuée. Pour cela, quelques modifications restent & apporter mais le travail déja effectué
sur la subdivision du maillage ou l'utilisation des wvirtual processes a été généralisé pour
prendre en compte un niveau supplémentaire de hiérarchie mémoire. Nous aimerions compléter
Pillustration de la portabilité du code DIVA en taches et étudier son passage a 1’échelle sur
beaucoup plus de cceurs.

Il nous semble par ailleurs intéressant de faire une étude de I'impact général des conditions
aux limites sur un code parallele dans un contexte HPC. La comparaison peut alors étre faite
sur les différentes conditions aux limites classiquement utilisées mais aussi sur leurs compor-
tements selon I'implémentation choisie, en MPI ou en taches. Nous envisageons également de
mieux revoir la prise en compte de I’hyperthreading afin d’augmenter 'efficacité du code sur
les architectures many-coeurs.
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Annexe A

Annexes a la partie 1

A.1 Rotation des matrices d’élasticité anisotrope

L’anisotropie TTI est une inclinaison par les angles (1.23) de l’anisotropie VTI, voir
Fig. 1.4. La matrice d’élasticité TTI exprimée dans le repere d’orthotropie (e, e3,€3) est
simplement VTI. De 13, il est possible de formuler une premiere rotation suivant un des axes
du repere d’orthotropie, puis une seconde rotation pour se retrouver dans le repere cartésien

(617 €2, 63)'

L’axe e fait partie du plan (e1,ez). La rotation selon l'angle dip 8 = (es,e3) dans le
plan (e, e3) s’écrit par la matrice de passage du repere d’orthotropie (€1, €e3,€3) au repere
(Pr2e3, e2,¢€3) :

cos? 6 0 sin? 6 —2cosfsind 0 0 7
0 1 0 0 0 0
. 2 2 .
sin® 0 0 cos“ 0 2cosfsinf 0 0
My = cosfsinf 0 —cosfsinf cos6 —sin?6 0 0 (A1)
0 0 0 0 —sinf cos6
L 0 0 0 0 cosf  sinf |

ou Py, est la projection dans le plan d’axes (eq, e2).

—_—
Puis, la rotation selon l'angle azimut ¢ = (e1, Pi2€3) dans le plan (e1,e2) s'écrit par la
matrice de passage du repere (Pjo€3, €2, e3) au repeére cartésien (e, ez, €3) :

cos? ¢ sin? ¢ 0 0 0 —2cos¢sing |
sin? ¢ cos? ¢ 0 0 0 2cos ¢sin ¢
0 0 1 0 0 0
Mg = 0 0 0 cos¢ sing 0 (A-2)
0 0 0 —sing coso 0
[cos¢sing —cosgsing 0 0 0 cos?¢ —sin?¢]

La matrice d’élasticité TTI est le résultat du produit de la matrice d’élasticité VTI par
les matrices de passage My et Mgy, selon la formule :

MyMyCyrrMy MJ
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A.2 Code Maple™ pour les valeurs propres et vecteurs propres
VTI 2D

g s
# Détermination des valeurs propres et des vecteurs propres #
# pour les ondes élastiques en VTI 2D. #
g

HIHHH
# valeurs propores #
HHHHEE

# structure de la matrice de 1’EDO en W

restart;

with(LinearAlgebra);

M:= Matrix([[0,0,-1,0], [0,0,0,-1], [a,0,0,c], [0,b,d,0]1]);
eVal:=Eigenvalues(M):

# valeurs propres calculées

lp:=eVal(1l);

# = (1/2)*sqrt (-2xb+2xd*c-2xa+2xsqrt (b~ 2-2*b*d*c-2*a*b+d"2*c~2-2*%d*a*c+a”2))
1s:=eVal(3);

= (1/2)*sqrt (-2%b+2*xd*c-2%a-2*sqrt (b~ 2-2*bxd*c-2%a*xb+d~2*c"2-2xd*a*c+a”2))

**

# sachant
a:=(rho*omega~2-xi~2%C66)/C11;
b:=(rho*omega~2-xi~2%C33) /C66;
c:=-I*xi*x(C13+C66)/Cl1;
d:=-I*xi*(C13+C66)/C66;

**

Notre proposition de valeurs propres
test_lp:=sqrt(alpha*xi”2+beta*rho*omega”2\\

+sqrt (gam*xi~4+eta*rho*omega”2+*xi~2+nu*rho~2*omega“4)) ;
test_ls:=sqrt(alpha*xi”2+beta*rho*omega”2\\

-sqrt (gam*xi~4+eta*rho*omega”2*xi~2+nu*rho”~2*xomega~4)) ;
# sachant
alpha:=-(C13"2-C11*C33+2*C13%C66) / (2%C11%C66) ;
beta:=-(C11+C66) / (2xC11*C66) ;

gam:=alpha~2-C33/C11;
eta:=2*alpha*beta+(C33+C66)/(C11*C66) ;
nu:=((C11-C66)/(2xC11xC66)) "2;

## Vérification par identification

# premiére partie de la racine carrée
simplify((alpha*xi~2+beta*rho*omega~2)-(-2*b+2*d*c-2*a) /4) ;
# =0
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#deuxieme partie de la racine carrée test_lp-lp

simplify ((gam*xi~4+eta*rho*omega”2*xi~2+nu*rho~2*omega~4)\\
- (b~2-2*xb*d*xc-2*%a*b+d"~2*xc~2-2*xd*axc+a”~2)/4) ;

#=0

HIFH
# vecteurs propores #
HIFHHHE

# structure de la matrice de 1’EDO en W

restart;

with(LinearAlgebra);

M:= Matrix([[0,0,-1,0], [0,0,0,-1], [a,0,0,c], [0,b,d,0]1]);
1,L:=Eigenvectors(M):

1p:=1(1):

1s:=1(3):

# Soient
Xp:=—I*xi*(-c*b/(1p~2*(b+1s"2)));
Xs:=-c*b/ ((I*xi)*(b+1lp~2));

# ou encore

# Xs:=-c*b/((I*xi)*(a-cxd+1s~2));

# Notre proposition de matrice de vecteurs propres

L2:=Matrix ([[-Xp/(I*xi),-Xp/(I*xi) ,Xs*I*xi/1s"2,Xs*I*xi/1s"2],[-1/1p,1/1p,-1/1s,1/1s],\\
[Xp*1p/ (I*xi) ,-Xp*1lp/(I*xi),-Xs*I*xi/ls,Xs*I*xi/1s],[1,1,1,111);

## Vérification

simplify(L-L2);

# =0

HH###
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A.3 Code Maple™ pour la simplification & I’ordre 0 d’un
systeme

HERHHHHFHHBHHHRRFH BB F RSB RHF RS R RS R R RS H R R
# Simplification & 1’ordre O autour de x"2=xi"2/omega’2 #
# de sxx = Cl1*x(A*Xp*lp~2-B*Xs*I*xi*1ls)-I*xi*xC1l3*vz #
# et sxz = C66*(-AxxI*xi*1lp+Bx*1s~2)-I*xi*C66*vx #
HESHHHA R R R

### constantes du systéme
a := (rho*omega~2-xi~2%C66)/C11;
b := (rho*omega”2-xi~2*C33)/C66;
c := -I*xi*(C13+C66)/Cl11;
d := -I*xi*x(C13+C66)/C66;

### valeurs propres

# qui peuvent se réécrire directement

lp := -Ixomega*sqrt(-alpha*x~2-beta*rho-sqrt(gam*x~4+eta*rho*x~2+nu*rho~2));
1ls := -Ixomega*sqrt(-alpha*x~2-beta*rho+sqrt(gam*x~4+eta*rho*x”2+nu*rho~2));

### facteurs

Xp := -I*xi*(-c*b/(1p~2*(b+1s72)));
Xs := —c*xb/((I*xi)*(b+1p~2));
A := (-1sxvx-I*xix*Xs*vz)/(Xs*xi~2-Xp*ls*lp);

B := (-I*xixvx+Xpxlp+*vz)/(Xs*xi~2-Xp*1ls*lp);

# on isole les parties portant sur v_x et sur v_z
Ax:=eval (4, [vx=1,vz=0]);

Bx:=eval (B, [vx=1,vz=0]);

Az:=eval (A, [vx=0,vz=1]);

Bz:=eval (B, [vx=0,vz=1]);

### systeme & simplifier, décomposé en x et z

sxx_x:=C11* (-Ax*Xp*1p~2-Bx*Xs*I*xixls):

sxx_z:=C11x(-Az*Xp*1p~2-Bz*Xs*I*xi*ls)-I*xi*C13:

SXZ_X:=C66* (~Ax*I*xi*1p+Bx*1s”2):

sxz_z:=C66%* (~Az*xI*xi*1p+Bz*1s~2) :

### marche a suivre pour reproduire les résultats

pour plus de maniabilité dans Maple, 1’étude est fairte terme par terme

puis ces termes sont copier-coller en remplagant xi“2/omega”2 par x"2

enfin, la fonction "taylor(...,x,1)" est appelée sur chaque composante

il suffit ensuite de faire la somme des deux composantes puis d’évaluer :
"eval(..., [beta=-(C11+C66)/(2%xC11*C66) ,nu=((C11-C66)/(2*xC11*C66))~2])"

sans oublier les hypothése physiques "assuming C11>0, C66>0, C11>C66"

H H H H H H

### sxx_X
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# garder -I*omega en facteur
sxx_x_1:=C11*(-Ax*Xp*1p~2) ;
sxx_x_2:=C11* (-Bx*Xs*I*xix*ls) ;
# = sqrt(rho)*I*omega*sqrt(C11)

### sxx_2z

# garder I*xi en facteur
sxx_z_1:=C11x(-Az*Xp*1p~2);
sxx_z_2:=C11*(-Bz*Xs*I*xi*ls) ;
# -I*xxi*C13

# = I*xi*(C13+C66)*(C1l1-sqrt(C66)*sqrt(C11))/(C11-C66)-I*xi*C13

### sxz_x

# garder -I*omega”2/xi en facteur

sxz_x_1:=C66* (-Ax*I*xix1p) ;
sxz_x_2:=C66*(Bx*x1s~2);

# -Ixxi*C66

# = 0-I*xxix*C66

### sxz_z

# garder -Ixomega en facteur
sxz_z_1:=C66* (-Az*I*xix1p) ;
sxz_z_2:=C66*(Bz*x1s"2);

# = sqrt(rho)*I*omega*sqrt (C66)

H#t#H#
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A.4 Code Maple™ pour les coefficients de réflexion VTI 2D

s
# Coefficient de réflexion pour la CLA VTI 2D #
g

ittt
# ondes P #
ittt

restart;

### décomposition du champ total

VecI := Vector([Xxkx,Z¥kz]):

Vec_i := Vector([VecI(1l), VecI(2)]):

Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j Vector ([-VecI(2), VecI(1)]):

Vec_j subs([kx = kx_j, kz = kz_jl, Vec_j):

### équation sur le bord VTI

U := VecI+AiixVec_i+Aij*Vec_j:

dxU := kx*VecI+kx_i*AiixVec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*VecI+kz_i*Aiix*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:

E := Vector([C11xdxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]1):
B := Vector([rhox*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%):

### force CLA isotrope

U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_isox*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_isox*Vec_i+kx_j*Aij_isoxVec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_isoxVec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66%*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*Vp*U(1) ,rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign():

### paramétres
X:=sqrt(kappa~2*Vp~2-Vs~2):
Z:=sqrt(Vp~2-Vs~2):
Cl1:=rhoxkappa”2*Vp~2:
C66:=rho*Vs~2:
C13:=rho*X*Z-rho*Vs~2:

### rapport k/w
kx:=cos(theta)/(kappa*Vp):
kx_i:=-cos(theta)/(kappa*Vp) :
kx_j:=-sqrt(1/Vs~2-(sin(theta)"2)/(Vp~2)):
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kz:=sin(theta)/Vp:

kz_i:=kz:

kz_j:=kz:

App := eval(Aii): Aps := eval(Aij):

App_iso := eval(Aii_iso): Aps_iso := eval(Aij_iso):

‘assuming‘ ([simplify(taylor (App, theta = 0, 3))], [Vs::positivel);
‘assuming‘ ([simplify(taylor(App_iso, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);
‘assuming‘ ([simplify(taylor(Aps, theta = 0, 3))], [Vs::positivel);

### figure

App_VTI:=eval(abs(App), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
App_VTI_iso:=eval(abs(App_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
App_ref_iso:=eval(abs(App), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot ([App_VTI, App_VTI_iso, App_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle
Aps_VTI:=eval(abs(Aps), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Aps_VTI_iso:=eval(abs(Aps_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Aps_ref_iso:=eval(abs(Aps), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot ([Aps_VTI, Aps_VTI_iso, Aps_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle

ittt
# ondes S #
it

restart;
### décomposition du champ total
Vecl := Vector([-Zxkz,X*kx]):

Vec_i := Vector([VecI(1l), VecI(2)]):
Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-VecI(2), VecI(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_jl, Vec_j):

### équation sur le bord VTI

U := VecI+AiixVec_i+Aij*Vec_j:

dxU := kx*VecI+kx_ix*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*VecI+kz_i*AiixVec_i+kz_j*Aij*Vec_j:

B := Vector([rhoxkappa*Vp*U(1) ,rho*xVs*xU(2)]):

E := Vector([C11*dxU(1)+C13%dzU(2),C66%(dxU(2)+dzU(1))]1):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%):

### force CLA isotrope

U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_isox*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_isox*Vec_i+kx_j*Aij_isoxVec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_isoxVec_j:

B := Vector([rhoxVp*U(1) ,rho*Vs*xU(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):

205

[1, 3, 41);

(1, 3, 41);



Annexe A. Annexes a la partie I

### paramétres
X:=sqrt(kappa~2*Vp~2-Vs~2):
Z:=sqrt(Vp~2-Vs~2):
Cl1:=rhoxkappa”2%Vp~2:
C66:=rho*Vs~2:
C13:=rho*X*Z-rho*Vs~2:

### rapports k/w

kx:=cos(theta)/Vs:

kx_i:=-cos(theta)/Vs:
kx_j:=-sqrt(1/(kappa~2*Vp~2)-(sin(theta) ~"2)/(kappa~2*Vs~2)):
kz:=sin(theta)/Vs:

kz_i:=kz:

kz_j:=kz:

Ass := eval(Aii): Asp := eval(Aij):

Ass_iso := eval(Aii_iso): Asp_iso := eval(Aij_iso):

‘assuming‘ ([simplify(taylor(Ass, theta = 0, 3))], [Vp::positive,kappa::positive]);
‘assuming‘ ([simplify(taylor(Asp, theta = 0, 3))], [Vp::positive,kappa::positive]);

### figure

Ass_VTI:=eval(abs(Ass), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Ass_VTI_iso:=eval(abs(Ass_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Ass_ref_iso:=eval(abs(Ass), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot([Ass_VTI, Ass_VTI_iso, Ass_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);
Asp_VTI:=eval(abs(Asp), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):

Asp _VTI_iso:=eval(abs(Asp_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Asp_ref_iso:=eval(abs(Asp), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot ([Asp_VTI, Asp_VTI_iso, Asp_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);

HH#H##
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A.5 Code Maple™ pour les courbes de lenteur

ittt S S S S S S S
# Courbes de lenteur en TTI 2D #
ittt S S S S S S S

restart:
with(LinearAlgebra) :

### paramétres TTI
rho:=1:

Vp:=3000:

Vs:=1800:
epsilon:=0.20:
delta:=0.15:
theta_TTI:=30%Pi/180:

Cvti:=Matrix(3,3):

Cvti[1,1] :=rho*Vp~2x(1+2*epsilon) :

Cvti[1,2] :=sqrt(rho"2*(Vp~2-Vs~2) "2+2*delta*Vp~2*rho~2*(Vp~2-Vs~2)) - rho*Vs~2:
Cvti[2,2] :=rho*Vp~2:

Cvtil[3,3] :=rho*Vs~2:

### TTI par rotation du VTI

C:=Matrix(3,3):

R := Matrix([[cos(theta_TTI),sin(theta_TTI)], [-sin(theta_TTI),cos(theta_TTI)]]):
V := Matrix([[1,3],[3,2]11):

Cvti[1,3]:=0:
Cvti[2,3]:=0:
Cvti[2,1]:=Cvti[1,2]:
Cvtil[3,1]:=Cvti[1,3]:
Cvtil3,2]:=Cvti[2,3]:
for i from 1 to 2 do
for j from 1 to 2 do
for k¥ from 1 to 2 do
for 1 from 1 to 2 do
temp:=0:
for p from 1 to 2 do
for q from 1 to 2 do
for r from 1 to 2 do
for s from 1 to 2 do
temp:=temp+R[p,il*R[q, jl1*R[r,k]l*R[s,1]1*Cvti[V[p,ql,V[r,s]]:
od;
od;
od;
od;
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Clv[i,jl,v[k,1]]:=temp:
od;
od;
od;
od;

### équation de dispersion

A:=Matrix(2,2):
A[1,1]:=C[1,1]*x"2+2xC[1,3]*x*y+C[3,3]*y"2:
Al1,2]:=C[1,3]*x"2+(C[3,3]+C[1,2])*x*y+C[2,3]*xy"2:
Al2,1]:=A[1,2]:

A[2,2]:=C[3,3]*x"2+2%C[2,3] *x*y+C[2,2] *y~2:
eVal:=Eigenvalues(evalf (A)):

### courbes de lenteur

slow_p:=subs(x=cos(theta),y=sin(theta),sqrt(rho/eVall[1])):

slow_s:=subs(x=cos(theta) ,y=sin(theta),sqrt(rho/eVall[2])):
plot([slow_p,slow_s],theta=0..2%Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED,linestyle=[1,3]);
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A.6 Code Maple™ pour les coefficients de réflexion TTI 2D

s
# Coefficient de réflexion pour la CLA TTI 2D #
g

restart;
rho:=1: Vp:=3000: Vs:=1750: kappa:=sqrt(1.5): alpha:=30%Pi/180:

### paramétres
X:=sqrt(kappa~2*Vp~2-Vs~2):
Z:=sqrt(Vp~2-Vs~2):
Cvti[1,1] :=Vp~2*kappa~2;
Cvtil1,2] :=X*Z-Vs~2;
Cvti[2,2]:=Vp~2;
Cvtil[3,3]:=Vs"2;
C:=Matrix(3,3):
V := Matrix([[1,3],[3,2]1]):
R := Matrix([[cos(alpha),-sin(alpha)], [sin(alpha),cos(alpha)]l]):
Cvti[1,3]:=0
Cvtil[2,3]:=0:
Cvti[2,1]:=Cvtil[1,2]:
Cvtil3,1]:=Cvtil1,3]:
Cvti[3,2]:=Cvti[2,3]:
for i from 1 to 2 do
for j from 1 to 2 do
for k¥ from 1 to 2 do
for 1 from 1 to 2 do
temp:=0:
for p from 1 to 2 do
for q from 1 to 2 do
for r from 1 to 2 do
for s from 1 to 2 do
temp:=temp+R[p,i]*R[q,jl*R[r,k]1*R[s,1]1*Cvti[V[p,q],V[r,s]]:
od;
od;
od;
od;
clv[i,j],vlk,1]]:=temp:
od;
od;
od;
od;
C11:=C(1,1):
C13:=C(1,2):
C66:=C(3,3):
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C16:=C(1,3):
C36:=C(2,3):
xi_1:=rhox*Vp~2*(kappa~2*cos(alpha) "2+sin(alpha) "2):
xi_2:=-rho*Vp~2*(kappa”2-1)*2*cos(alpha)*sin(alpha):
xi_3:=rhoxVp~2*(kappa”2*sin(alpha) “2+cos(alpha) "2):

S
# ondes P # (si vous venez de calculer 1’onde S, faites le '"restart")
H A

### décomposition du champ total

VecI := Vector([(X*cos(alpha)~2+Z*sin(alpha) ~2)*kx+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kz, \\
(Zxcos(alpha) "2+X*sin(alpha) "2) *kz+(X-Z) *cos (alpha) *sin(alpha) *kx] ) :

Vec_i := Vector([VecI(1l), VecI(2)]):

Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):

Vec_j Vector ([-VecI(2), VecI(1)]):

Vec_j subs([kx = kx_j, kz = kz_jl, Vec_j):

### équation sur le bord TTI

U := VecI+AiixVec_i+Aij*Vec_j:

dxU := kx*VecI+kx_i*Aiix*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*VecI+kz_i*Aiix*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:

E := Vector([C11xdxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16#dxU(1)+C36%dzU(2)+C66* (dxU(2)+dzU(1))]):

Bl := kappa*cos(alpha) "2+sin(alpha)~2:

B2 := -(kappa-1)*cos(alpha)*sin(alpha):

B3:= sqrt(kappa”2*cos(alpha) " 2+sin(alpha)~2):

B := Vector([B172/B3*Vp*U(1)+B1xB2/B3*Vp*U(2) ,B1*B2/B3*Vp*U(1)+B2~2/B3*xVp*U(2)+Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%):

### force CLA VTI

U := VecI+Aii_VTI*Vec_i+Aij_VTI*Vec_j:

dxU := kx*VecI+kx_ixAii_VTI*Vec_i+kx_j*Aij_VTIxVec_j:

dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_ VTI*Vec_i+kz_j*Aij_VTI*Vec_j:

E := Vector([C11%dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36+*dzU(2)+C66* (dxU(2)+dzU(1))1):

B := Vector([rhoxkappa*Vp*U(1) ,rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_VTI, Aij_VTI}):

assign(%):

### force CLA iso

U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_isox*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_isoxVec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_isox*Vec_i+kz_j*Aij_isoxVec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16%dxU (1) +C36*dzU(2)+C66* (dxU(2)+dzU(1))]):
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B := Vector ([rho*xVpxU(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):

### rapport k/w

# kz devient ici le paramétre d’observation

kz_i:=kz: kz_j:=kz:

kx1, kx2 := solve(kx"2*xi_1+kx*kz*xi_2+kz"2*xi_3 = 1, kx):
kx:=kx1:

kx_i:=kx2:

kx_j:=-sqrt(1/(Vs~2)-kz"2):

### figure

App := eval(Aii): Aps := eval(Aij):

App_VTI eval (Aii_VTI): Aps_VTI eval (Aij_VTI):

App_iso := eval(Aii_iso): Aps_iso := eval(Aij_iso):
kzl:=-2*%sqrt(xi_1)/sqrt(4*xi_1%xi_3-xi_272): kz2:=2*sqrt(xi_1)/sqrt(4*xi_1%xi_3-xi_272):
plot([abs(App), abs(App_VTI), abs(App_iso)], kz=kzl-le-6..kz2+le-6, linestyle=[1, 3, 4]);
plot([abs(Aps), abs(Aps_VTI), abs(Aps_iso)], kz=kzl-1le-6..kz2+le-6, linestyle=[1, 3, 4]);

i
# ondes S # (si vous venez de calculer 1l’onde P, faites le "restart")
it

### décomposition du champ total

VecI := Vector([-(Zxcos(alpha) 2+X*sin(alpha)"2)*kz-(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kx, \\
(X*cos(alpha) "2+Z*sin(alpha) “2) ¥*kx+(X-Z) *cos (alpha) *sin(alpha) *kz] ) :

Vec_i := Vector([VecI(1l), VecI(2)]):

Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_1i):
Vec_j := Vector([-VecI(2), VecI(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_jl, Vec_j):

### équation sur le bord TTI

U := VecI+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:

dxU := kx*VecI+kx_i*Aiix*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*VecI+kz_i*Aiix*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66* (dxU(2)+dzU(1))]):

Bl := kappa*cos(alpha) "2+sin(alpha) ~2:

B2 := -(kappa-1)*cos(alpha)*sin(alpha):

B3:= sqrt(kappa”2*cos(alpha) "2+sin(alpha)~2):

B := Vector ([B172/B3*Vp*U(1)+B1*B2/B3*Vp*U(2) ,B1*B2/B3*Vp*U(1)+B2"2/B3*Vp*U(2)+Vs*xU(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign():

### force CLA VTI
U := VecI+Aii_VTI*Vec_i+Aij_VTI*Vec_j:
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dxU := kx*VecI+kx_ixAii_VTI*Vec_i+kx_j*Aij_VTIxVec_j:

dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_VTI*Vec_i+kz_j*Aij_VTI*Vec_j:

E := Vector([C11%dxU(1)+C13*dzU(2)+C16%(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36%dzU(2)+C66* (dxU(2)+dzU(1))1]1):

B := Vector([rhoxkappa*Vp*U(1) ,rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_VTI, Aij_VTI}):

assign(%):

### force CLA iso

U := VecI+Aii_isox*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:

dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_isoxVec_j:

dzU := kz*VecI+kz_ixAii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_isoxVec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13%dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2) +C66* (dxU(2)+dzU(1))]):

B := Vector([rho*Vp*U(1) ,rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):

assign(%):

### rapport k/w

kz:=sin(theta)/Vs:

kz_i:=kz:

kz_j:=kz:

kx1, kx2 := solve(kx"2*xi_1+kx*kz*xi_2+kz"2*xi_3 = 1, kx):
kx:=cos(theta)/Vs:

kx_i:=-cos(theta)/Vs:

kx_j:=kx2:

### figure

Ass := eval(Aii): Asp := eval(Aij):
Ass_VTI := eval(Aii_VTI): Asp_VTI
Ass_iso := eval(Aii_iso): Asp_iso :

eval (Aij_VTI):
eval (Aij_iso):

plot([abs(Ass), abs(Ass_VTI), abs(Ass_iso)], theta=-Pi/2..Pi/2, linestyle
plot([abs(Asp), abs(Asp_VTI), abs(Asp_iso)], theta=-Pi/2..Pi/2, linestyle

HitH#H#
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A.7 Code Maple™ pour les surfaces de lenteur

ittt S A
# Surfaces de lenteur en TTI 3D #
ittt A

restart:
with(LinearAlgebra) :

### paramétres TTI
rho:=1:

Vp:=3000:

Vs:=1500:
epsilon:=0.25:
delta:=0.10:
gam:=0.20:
theta_TTI:=30*Pi/180:
phi_TTI:=15%Pi/180:

### tenseur VTI

Cvti:=Matrix(6,6):

Cvti[1,1] :=rho*Vp~2*(1+2*epsilon) :
Cvtil[2,2]:=Cvti[1,1]:

Cvti[3,3] :=rho*Vp~2:

Cvti[4,4] :=rho*Vs~2:
Cvtil[5,5]:=Cvtil4,4]:

Cvti[6,6] :=rho*Vs~ 2% (1+2*gam) :
Cvtil1,2]:=Cvtil[1,1]-2*Cvtil6,6]:
Cvti[1,3] :=sqrt(rho”2*(Vp~2-Vs~2) "2+2*delta*Vp~2*rho"2*(Vp~2-Vs~2)) - rho*Vs~2:
Cvtil[2,3]:=Cvtil[1,3]:

### TTI par rotation du VTI
R := Matrix([
[cos(theta_TTI)*cos(phi_TTI),cos(theta_TTI)*sin(phi_TTI),-sin(theta_TTI)],
[-sin(phi_TTI),cos(phi_TTI),0],
[sin(theta_TTI)*cos(phi_TTI),sin(theta_TTI)*sin(phi_TTI),cos(theta_TTI)]1]):
V := Matrix([[1,6,4],[6,2,5],[4,5,31]):
for i from 1 to 6 do
for j from i to 6 do
Cvtilj,i]:=Cvtil[i,j]:
od;
od;
C:=Matrix(6,6):
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
for k¥ from 1 to 3 do
for 1 from 1 to 3 do
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temp:=0:
for p from 1 to 3 do
for q from 1 to 3 do
for r from 1 to 3 do
for s from 1 to 3 do
temp:=temp+R[p,il*R[q, j1*R[r,kI*R[s,1]1*Cvti[V[p,ql,VIr,s]]:
od;
od;
od;
od;
CIV[i,jl,V[k,1]]:=temp:
od;
od;
od;
od;

### équation de dispersion

A:=Matrix(3,3):

A[1,1]:=C[1,1]1*x"2+C[6,6] *y~2+C[4,4]*z~2+2xC[1,6] *x*y+2*C[1,4] *x*z+2*C[4,6] xy*z:

A[1,2]:=(C[6,6]+C[1,2])*x*y+C[1,6]*x"2+(C[1,5]+C[4,6])*x*xz \\
+C[2,6]1*y"2+(C[5,6]1+C[2,4]) xy*z+C[4,5]*z"2:

A[1,3]:=(C[4,4]1+C[1,3])*x*z+C[1,4]*x"2+(C[1,5]+C[4,6])*xxy \\
+C[5,6]*y~2+(C[3,6]+C[4,5]) *xy*xz+C[3,4]*z"2:

A[2,1]:=A[1,2]:

A[3,1]1:=A[1,3]:

A[2,2] :=C[6,6]*x~2+C[2,2] *y~2+C[5,5] *z~2+2*C[2,6] *x*y+2*C[5,6] *x*z+2*C[2,5] xy*z:

A[2,3]:=(C[5,5]+C[2,3])*xy*z+C[4,6]*x"2+(C[5,6]+C[2,4] ) *xxy \\
+(C[3,6]+C[4,5])*x*z+C[2,5]*y"2+C[3,5]*=z"2:

A[3,2]:=A[2,3]:

A[3,3]:=C[4,4]*x~2+C[5,5]*y~2+C[3,3] %z~ 2+2xC[4,5] *x*y+2*C[3,4] *x*z+2*C[3,5] xy*z:

eVal:=Eigenvalues(evalf (A)):

### surfaces de lenteur

slow_p:=subs(x=cos(theta)*sin(phi) ,y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVall1])):
slow_s1:=subs(x=cos(theta)*sin(phi) ,y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[2])):
slow_s2:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi) ,z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[3])):
#plot3d(slow_p,theta=0..2*%Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
#plot3d(slow_s1,theta=0..2%Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
#plot3d(slow_s2,theta=0..2%Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)

### coupes suivant les axes du repére cartésien
slow_p_x:=eval(slow_p,phi=Pi/2):
slow_p_y:=eval(slow_p,theta=0):
slow_p_z:=eval(slow_p,theta=Pi/2):
slow_sl_x:=eval(slow_s1,phi=Pi/2):
slow_sl_y:=eval(slow_s1,theta=0):
slow_sl_z:=eval(slow_sl,theta=Pi/2):
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A.7. Code Maple™ pour les surfaces de lenteur

slow_s2_x:=eval(slow_s2,phi=Pi/2):

slow_s2_y:=eval(slow_s2,theta=0):

slow_s2_z:=eval(slow_s2,theta=Pi/2):
plot([slow_p_x,slow_sl_x,slow_s2_x],theta=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED) ;
plot([slow_p_y,slow_sl_y,slow_s2_y],phi=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED) ;
plot([slow_p_z,slow_sl_z,slow_s2_z],phi=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED) ;

Hit#H#
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Contributions a la modélisation mathématique et a l’algorithmique parallele pour
l’optimisation d’un propagateur d’ondes élastiques en milieu anisotrope

Résumé : La méthode d’imagerie la plus répandue dans l'industrie pétroliere est la RTM (Reverse
Time Migration) qui repose sur la simulation de la propagation des ondes dans le sous-sol. Nous nous
sommes concentrés sur un propagateur d’ondes élastiques 3D en milieu anisotrope de type TTI ( Til-
ted Transverse Isotropic). Nous avons directement travaillé dans le code de recherche de Total DIVA
(Depth Imaging Velocity Analysis), basé sur une discrétisation par la méthode de Galerkin Discontinue
et le schéma Leap-Frog, et développé pour le calcul paralléle intensif — HPC (High Performance Com-
puting). Nous avons ciblé plus particulierement deux contributions possibles qui, si elles supposent
des compétences tres différentes, ont la méme finalité : réduire les cotuts de calculs requis pour la
simulation. D’une part, les conditions aux limites classiques de type PML (Perfectly Matched Layers)
ne sont pas stables dans des milieux TTI. Nous avons proposé de formuler une CLA (Conditions aux
Limites Absorbantes) stable dans des milieux anisotropes. La méthode de construction repose sur les
propriétés des courbes de lenteur, ce qui donne a notre approche un caractere original. D’autre part,
le parallélisme initial, basé sur une décomposition de domaine et des communications par passage de
messages a ’aide de la bibliotheque MPI, conduit & un déséquilibrage de charge qui détériore son
efficacité parallele. Nous avons corrigé cela en remplagant le paradigme parallélisme par 'utilisation
de la programmation & base de taches sur support d’exécution.

Cette these a été réalisée dans le cadre de laction de recherche DIP (Depth Imaging Partnership)
qui lie la compagnie pétroliere Total et Inria.

Mots-clés : équation des ondes élastiques, anisotropie TTI (Tilted Transverse Isotropy), Condi-
tions aux Limites Absorbantes, programmation parallele & base de taches, HPC (High-Performance
Computing)

Contributions to the mathematical modeling and to the parallel algorithmic for the
optimization of an elastic wave propagator in anisotropic media

Abstract: The most common method of Seismic Imaging is the RTM (Reverse Time Migration)
which depends on wave propagation simulations in the subsurface. We focused on a 3D elastic wave
propagator in anisotropic media, more precisely TTI (Tilted Transverse Isotropic). We directly wor-
ked in the Total code DIVA (Depth Imaging Velocity Analysis) which is based on a discretization by
the Discontinuous Galerkin method and the Leap-Frog scheme, and developed for intensive parallel
computing — HPC' (High Performance Computing). We choose to especially target two contributions.
Although they required very different skills, they share the same goal: to reduce the computational cost
of the simulation. On one hand, classical boundary conditions like PML (Perfectly Matched Layers)
are unstable in TTI media. We have proposed a formulation of a stable ABC (Absorbing Boundary
Condition) in anisotropic media. The technique is based on slowness curve properties, giving to our
approach an original side. On the other hand, the initial parallelism, which is based on a domain de-
composition and communications by message passing through the MPI library, leads to load-imbalance
and so poor parallel efficiency. We have fixed this issue by replacing the paradigm for parallelism by
the use of task-based programming through runtime system.

This PhD thesis have been done in the framework of the research action DIP (Depth Imaging
Partnership) between the Total oil company and Inria.

Keywords: elastic wave equation, TTI (Tilted Transverse Isotropy) anisotropy, Absorbing Boundary
Conditions, task-based parallel programming, HPC (High-Performance Computing)
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